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Correction TD 6 : Nombres complexes

| Partie A : Utilisation de I’écriture z =x+iy

| Exercice A.1: A quelle condition Z = z? + 2z + 1 — 3i est-il un réel ?

On pose z = x + iy, (x,y) € R?. On a alors :
z24+22+1-3i=x2—y?+2x+1)+i(2xy + 2y — 3)
On sait de plus que :
z2+2z2+1-3i€EeRe=I9(z?+2z+1-3i)=0
On en déduit que :
z24+22+1-3iERe 2xy+2y—3=0
On en déduit donc que :

24+2724+41-3iERey=—+
aer : Y=o+ 1)

Exercice A.2 : Déterminer I’ensemble des points dont 1’affixe vérifie :
72ZZ+z+Z—1=0

On pose z = x + iy, (x,y) € R?. On a alors :
7Z+z72+7—-1=0Sx*+y?+2x—1=0 (x+1)?+y? =2
On en déduit donc que M(z) vérifie I’équation zZ + z + Z — 1 = 0 si et seulement si le point M est sur le cercle de

centre [(—1; 0) et de rayon V2 (M EC ((—1; 0),\/?)).

| Partie B : Utilisation du conjugué pour la division des nombres complexes et propriétés du conjugué

Exercices B.1 : Déterminer la partie réelle et imaginaire des nombres complexes suivants :
2+i
a)z=(1-30)(5+2i) bz=—— 0)z=2+i1)? d)z=—+—
)2= (=306 +2) Dr=g—p 9r=Q+)? dr=r—

Ona:
7z, = (1 —3i)(5+2i) =11 —-13i
2+i_(2+i)(5+21)_8 9

TE 01 29 29 " 29"
ze=Q2+)*=3+4i
1 1+4243i 1 23

= = __+_
AT o3 1+12 13 13"

Exercice B.2 : a) Soit z un nombre complexe différent de 1+i. En posant z = x+iy, déterminer la partie réelle et la
partie imaginaire du nombre complexe :
z— 2i
= z—1—1i
b) Déterminer 1’ensemble (I') des points M d’affixes z tels que Z soit un réel et 1’ensemble (E) des points M tels que Z
soit un imaginaire pur.
¢) Déterminer Z en fonction de z puis retrouver le résultat de la question b).
d) Déterminer 1’ensemble des nombres complexes tel que Z? soit un réel.

a)Ona:
vz € C\{1+i},3'(x,y) € RA\{(1,D}tdz =x + iy
g X+ (y—2)i

x-1D+iy—1)
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G+ -2)(E-1-iy-1)

- (x—12+ (y—1)?
Xx-D+y-Dy-1)  -2)E-1)—-x(y—-1)
=12+ (y - 1)? (x—12+(y—1)?
x? —x+y?—3y+2 -y—x+2
TGP G-1D? -2+ G -1

b) On sait que :

: ) 5 1\° 3\ 1
ZEIRSR(Z)=0=x"—x+y*—3y+2 :04:)()(_5) +(y_§>

L . 5 13 V2

On en déduit donc que le point M d’affixe Z est sur le cercle de centre | (5,5) et de rayon >

¢) On sait que :
ZEIRSZ=-Z
Or on sait que :
zZ — 2i _ Z + 2i
Sy e
On en déduit donc que :
_ z — 2i Z + 2i
SRRy g i
S zZ-20Z-1+1)=—(Z+2i)(z—-1-1)
Szz—z72+iz—-2i2+2i4+2=—-22+7+izZ — 2iz+ 2i — 2
=272Z—(z+7)+3i(z—2) = -4
e xX2+yH)—x—-3y=-2
2

=(-g) +(-3) =3

On en déduit donc que le point M d’affixe Z est sur le cercle de centre | G , %) et de rayon g
d)Ona:

V(x,y) € R?, (x + iy)? = x? — y? + 2xyi
On en déduit que Z? € R & R(Z) = 0 ou J(Z) = 0.
On en déduit donc que :
((X*—x+y>—3y+2_

| R
=4

7’ eER & L Cy—x+2 L _0u+2
(x—12+(y—1)2 y=—X
xy) # (1,1) xy) # (1,1)

Exercice B.3 : Résoudre le systéme suivant :
{iz—2w= —4 + 3i

2W+7 =3
Ona:
iz—2w=—4+4+3i __(iz—2w=—4+3i N . (443D -) 1 7,
{ 2W+z=3 ‘:’{ wtz=3 —A+Dz=-4+3i=z= 2 =-3t3!
On en déduit que :
3-z2 7 7.
WET Ta !
On a donc :
iz—2w=—4+3i (177 7.)
{ IW4+Z =3 ‘:’(Z'W)_( 227!

Exercice B.4 : Démontrer que pour tout nombre complexe du plan et pour tout entier naturel n non nul :

@" = (@)
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On le fait par récurrence. On pose :

vn € N,P(n):"(Z)" = (z™)"
Initialisation : n = 1
V@) =z=(2)
Donc P (1) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel n non nul fixé. On suppose vraie P (n). On a alors :
@™ = (@) x (2) = (zM) x (Z) = (z" x z) = (z"*1) (d'apresla proposition démontré en cours !)
Conclusion : P (1) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’aprés le principe de récurrence on en déduit que :
vz € C,vn € N*, ()" = (z")

Remarque : La proposition reste vraie pour n = 0 et toutes valeurs de z complexe non nul. La seule difficulté réside
dans le fait que z° = 1 Vz € C* mais il y a une incohérence avec z = 0 !

Partie C : Module d’un nombre complexe

Exercice C.1 : Démontrer que :
z]| <1 = Re(z> +4z+3)=>0

On pose z = x + iy, (x,y) € R%. On a alors :
Re(z?+4z+3)=x*>—y? +4x+3
Deplusona:
zZl<l1ex*+y?<le -y?>x2-1
On en déduit donc que :
|z <1 = Re(z?+4z+3)=x2—y? +4x+3>2x*+4x+2=>2(x+1)2=0
On a donc :
|z| <1= Re(z?+4z+3) =0

Exercice C.2 : Démontrer que :

eR

. 2 flul =|v|=1 utv
V(u,V)E(C,{ uv # —1 =}'1+uv

b) La réciproque est-elle vraie ?

a)Ona:
ul=M=1_ a=vw=1
uv # —1
On a alors :
11
<u+V)_ u+v gty  u+tv
1+uv _1+ﬁ\7_1+i_uv+1
uv
On en déduit donc que :
= = u+v
flal=Iv=1_, -
uv # —1 1+uv
b) La réciproque est évidemment fausse ! Il suffit de prendre un contre-exemple (u,v) = (3,3). On a alors :
u+v
Uet ER
uele 1+uv
Exercice C.3 : Démontrer que :
lal =1 —b
Vv(u;v) €C3,ab #1,{ ou (:)| - |=1
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a—b
1—ab

:1¢:(i:;):(;égj<:<;:;>:2:%<:(a—m@—5):(r—ﬁX1—mﬂ
1-ab

(a—b)(@a—b)=(1—ab)(1—ab) & aa—ab—ab+bb=1-3b—ba+abba
< aa(l—-bb)+bb—-1=0
bb =1 la| =1
<=>(1—b5)(1—a5)=0<=>{ ou @{ ou
aa=1 bl =1

Deplusona:

On en déduit donc que :

ou g —| =
pl=1 7

Remarque : Attention de bien travailler par équivalence ! Si vous avez le moindre doute, faites un snes puis 1’autre !

Exercice C.4 : On pose a€ C, tel que |a] < 1. On pose alors la transformation suivante :

cf}c
—t >
f.: \5
ar Z—a
H
z 1-—az

1) Démontrer que :
vze(C|zl=1=>|f,(2)| =1
2) Démontrer que la réciproque est vraie.
3) On définit :
U={z€C|z| =1}

U-U
ga:{ Z—a

Z >

On pose alors :

1—az
(on dit que g, est la restriction de f, sur U, noté aussi : f,|y)
Montrer que g, est bijective et déterminer g3 .

1) Soit z € C tel que |z| = 1. On sait que :
lz|=1=2z2z=1
On a alors :
(z—a)x(z—a)_(z—a)x<2—5>_ 27Z—3az—az+aa _1+|[a]*—2Re(az)
B 1—az—az+aazz 1+ |a]2—2Re(az)

1—az 1—az 1—az 1—az
On en déduit donc que :
Izl =1= [fa(z)| =1

2)Ona:
@)l =1 (

zZ—a 1 1—az
)=_= — s (z-a)Z-3)=(1-az)(1-3z) = zZ(1—a3a) = 1—aa
z—a) Z—a
(1—52
On en déduit donc que :

@) =1= (1—72)(1 —a3) = 0 = {

1—az

|z|> =1
= |z|=1carla]| <1

3) On résout :

G "o z(1+az) "taes 2 ta (z")

=7z Z az)=12z a Z= = 8g_a\Z

1+ az’ §-a

1—az
On en déduit donc que g, est bijective et g;1 = g_,.
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Exercice C.5 : Soit ABCD un parallélogramme. Démontrer que :
AC? + BD? = AB? 4+ BC? + CD? 4 DA?

Nous allons montrer que :
V(z,z)€C?|z+2'|>+|z—2'|? = 2(|z|* + |Z'|?)
On sait que :
V(z,2)eC|lz+2 1P+ z—-2'1>?=(z+2)EZ+2)+ (z-2)EZ—-72") =2(zZ+2'2") = 2(|z|* + |2'|?)
Il ne reste plus qu’a appliquer I’égalité précédente avec z = z; et z' = Zgg. On a alors :
2 2 2 2\ 2 2
|ZH3> + Z~Bf>| + |ZA—B’ — Zﬁfl =2 (|ZA—B'| + |Z§6| ) = 2(AB“ + BC~)
Deplusona:
2 2 2 2 _ AC? + BD?
|25 + 75| + |72 — 7mel” = |zmel” + |zpe + 7wl = AC? +
On a donc :
AC? + BD? = AB? + BC? + CD? + DA?

Exercice C.6 : Déterminer I’ensemble des points du plan d’affixe z tel que :
a)lz| =1 b)|z| <3 Olz+2-3il=2 d)|z+2i=|z—3—i

a)lz| =1
On sait que :
{M(2); |z| = 1} = €(0(0,0), 1)
Autrement dit I’ensemble des points d’affixe z tel que |z| = 1 est le cercle de centre 0(0,0) et de rayon 1.

b)|z| <3
On sait que :
{M(2); |z| < 3} =D(0(0,0),3)
Autrement dit ’ensemble des points d’affixe z tel que |z| < 3 est le disque fermé de centre 0(0,0) et de rayon 3.

Olz+2-3il=2
On sait que :
{M(z); |z + 2 — 3i| = 2} = €(1(—2,3),2)
Autrement dit I’ensemble des points d’affixe z tel que |z + 2 — 3i| = 2 est le cercle de centre Q(—2,3) et de rayon 2.

d)|z+2i| =1]z—3 —i
On sait que :
|z + 2i| = |z— 3 —i| & AM = BM avec A(—2i),B(3 + i) et M(z)
On en déduit donc que I’ensemble des points d’affixe z tel que |z + 2i| = |z — 3 — i| est la médiatrice du segment
[AB].

Exercice C.7 : Démontrer que :
V(a;b) €C31+|1—abl < (1 +]a—1D((1+[b—1])

Onposcu=a—1letv=b—1.Onaalors:
1+|1—ab|=1+]ab—-1]|=1+|uv+u+v| <1+ |uv|+|ul+|v]=>0+ [uD@+|v])
=0 +la-1D(@ +[b—-1))
On en déduit donc que :
V(zb)eC3i1+|1—ab|<(1+]a—1D((1+|b—1])

Exercice C.8 : 1) Démontrer que :
V(a;b) € C?,]a| + |b| < |a+b| + |a—Db|
2) Etudiez les cas d’égalités.

1) Il suffit d’écrire que :
V(a,b) € C?,2a=(a+b) + (a—Db)
On en déduit donc que :




V(a,b) € C% 2|al] < |a+b|+|a—D]
Deméme on a :
V(a,b) € C%,2|b| < |a+b| +|a—Db|
On en déduit donc que :
v(a,b) € C%,2(|al + |b]) < 2(la+b| + |a—Db])
= V(a,b) € C% |a] + |b| < |a+b| +|a—Db|
2) On a égalité si et seulement si :
|[@+b)+ (@—b)|=]a+Db|+|a—Db|
{l(a+b)+(b—a)| =|a+b|+|b—al

& |a] = [b]
a=>b

@{ ou
a=-b
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Exercice C.9 : Démontrer que :
V(a;b;c) €C3 |1 +al+|b+a|l+|c+bl+|c|>1

Ona:
V(a;b;o)ecC3,1=14+a—(@a+b)+(b+c)—c
On en déduit donc grace a I’inégalité triangulaire que :
V(a;b;c) € C3,1<|1+al+|b+a|+]|c+b|+]c|

Exercice C.10 : Démontrer que :
V(2155 20) € €0 |2g + -+ 2| < 24| + o 4 |24

n
< Il
i=1

Autrement noté :
n

Yo

i=1

V (z4; ...;2) € C",

11 suffit de faire une récurrence et d’utiliser dans 1’hérédité 1’inégalité triangulaire démontrée en cours.

On pose :

n
vn € N, P(n) : " < leil "

i=1

n
i=1

Initialisation : n = 1

On a alors :
1

= lz:l et ) Izl = Iz

i=1

1
2.
i=1
Donc P (1) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose vraie P(n). On a alors :

n+1 n n n

E zZi| = E Zi * Zni1 s E Zi

i=1 i=1 d’apres l'inégalité | =1 i=
triangulaire

Hl2maal < ) [l + [2nia] < )l
1 i=1

Conclusion : P (1) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’aprés le principe de récurrence, on en déduit que P (n) est

vraie pour tout entier naturel n non nul.
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Partie D : Avec la forme exponentielle

Exercice D.1 : Ecrire cos®(x) en fonction de cos(3x), cos(2x), cos(x) et 1. Faire de méme avec sin®(x) en fonction
de sin(3x), sin(2x) , sin(x) et 1

On sait que :
V(a,b) € C%,(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab? + b3
On en déduit donc que :

eix + e—ix)3 B e3ix + e—Bix 4+ 3(eix 4 e—ix)

Vx € R, cos3(x) = < 5

3
3 = Zcos(BX) + Zcos(x)

Demémeona:

. il 3 . o . s
elX L e 1x> e31X —e 3ix _ 3(e1x —e 1x)

Vx € R,sin3(x) =
X sin®(x) < o g

= —Lin0 + 2sine
= 4511] X 451n X

Exercice D.2 : Ecrire cos(3x) comme une fonction polynome de cos(x). Faire de méme avec sin(3x) comme une
fonction polynome de sin(x).

On sait d’apres la formule de Moivre que :
Vx € R, (cos(x) + isin(x))3 = cos(3x) + isin(3x)
De plus on sait d’apres la formule du bindme de Newton que :
vx € R, (cos(x) + isin(x))3 = cos3(x) + 3(cos?(x) isin(x) ) + 3(cos(x) (— sin?(x))) — isin3(x)
On en déduit donc avec les parties réelles que :
Vx € R, cos(3x) = cos3(x) — 3 cos(x) sin?(x) = cos3(x) — 3 cos(x) [1 — cos?(x)] = 4 cos3(x) — 3 cos(x)
De méle on a avec les parties imaginaires :
Vx € R,sin(3x) = 3(1 — sin?(x))(sin(x)) — sin®(x) = 3 sin(x) — 4 sin®(x)

Exercice D.3 : Soit 9 €] — m; t[. Déterminer la forme algébrique de :
. _ 219

a)z, = (2 +1i)e’? b) zp, = (1 — 2i)e™™® )z, = o

666

Dza=(3-1)" " e zm=(1+e?)" £z = (% - ?)

a)Ona:z, = (2+1)e¥® =2+ i)(cos(36) + isin(39)) = (2 cos(30) — sin(30)) + i(cos(30) + 2 sin(36))
On a donc :
(2 +1)e3® = (2 cos(30) — sin(36)) + i(cos(30) + 2 sin(30))

b)Ona:z, = (1—2i)e ™ = (1 - 2i)(cos(8) — isin(8)) = (cos(0) — 2in(20)) — i(2 cos(8) — sin(0))
On a donc :
(1 —2i)e™™ = (cos(0) — 25in(20)) — i(2 cos(B) — sin(0))

c)Ona:
e21? cos(20) +isin(20) )(1 +1i 1 i
ze=1—= (cos(26) . (20))(1 +1) _ E(cos(26) — sin(20)) + E(cos(ZO) + sin(26))

On a donc :

e2i19 1 i

= E(cos(ZE)) — sin(20)) + 5 (cos(20) + sin(26))
d)Ona:

z018 2018
zg= (V3 - 1)2018 = 22018 <§ — %1) = 22018 x (e‘%) — 92018 y e—ZOéS“i

De plus on sait que :
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2018w 3361 + T 168 X 2m + T
= —_—= X j—
6 T3 T3
On en déduit donc que :
U 2 (e )i F L3
2 2
On en déduit donc que :
2018
(\/§ _ 1) — 22017 _ i22017\/§
e)Ona:
VneEN,V0 Rz, = (1+e)"
0, 18 i6)\"
=|e2 (e 2 4+ eZ)
nio
=e 2 (2cos(0))"
no ) _ /nB
= 2" cos™(0) cos (7) +i2™ cos™(0) sin (7)
On en déduit donc que :
i9\0 no ] . (nd
vneN,VOER,z, = (1 +e! ) = 2" cos™(0) cos <?) + i2™ cos™(0) sin (7)

f)Ona:
666 666

() (@) () e

On en déduit donc que :
666

1 V3
(E‘T) =1

Exercice D.4 : Soit x réel. Ecrire les nombres réels suivant sous la forme Acos (x + w) avec A>0 et w € R.
a) f(x) = cos(x) + sin(x) b) g(x) = cos(x) — V3 sin(x) ¢) h(x) = acos (x) + b sin (x)

a) On sait que :

vx € R, cos(x) + sin(x) = V2 <g cos(x) + gsin(x)> =42 (cos(x) cos (g) + sin(x) sin (g)) = /2 cos (x — g)
On en déduit donc que :

vx € R, cos(x) + sin(x) = V2 cos (X - %)
b) On sait que :
vx € R, cos(x) — V3 sin(x) = 2 lcos(x) - Esin(x) =2 (cos(x) cos (E) — sin(x) sin (E)) = 2cos (X + E)
’ 2 2 3 3 3
On en déduit donc que :
T
vx € R, cos(x) — V3 sin(x) = 2 cos (X + §)

c¢) Ce n’est pas précisé dans 1’énoncé mais a et b sont des réels, sinon le résultat peut étre complexe, et nous ne
pouvons pas répondre a I’énoncé !
Ona:

Vx € R,V(a,b) € R? h(x) = acos(x) + bsin(x) = Re(ae™ — bie’*) = Re (eix( e bz) e—iarg(a+ib))
=./a2 + bZ:Re(ei(x—arg(aHb))
On en déduit donc que :

vx € R,V (a,b) € R% h(x) = acos(x) + bsin(x) = |a + ib| cos(x — arg(a + ib))
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Exercice D.5 : Calculer :
n

S, (x) = Z sin(3kx)

k=0
n n n
VX ER,S,(x) = Z sin(3kx) = Z Im(e3K¥) = Im (Z (e3ix)k>
k=0 k=0 k=0
1cas: e¥* =1 < 3JkEZ3x = 2kn(=>3k€Z,x=¥

On a alors :
n

Sp(x) = Z sin(3kx) =0

k=0
2ime a5 1 X # %
On sait que :
3, 3, 3,
Sitn+Dx (_Si(n+1 —Si(n+1
L (e3ix)n+1 _ ezl (11X <e21(n X _ g2l )X) 3. sin (% (n+ 1)X)
vneN, ) (e3%) = / = =e2"™ x
3ix _ ] 3.7 3 5 3
k=0 ez™ (eZ1X —e ZIX) sin (7 x)

On en déduit donc que :

1 sin 3 n+ 1x
2: . (2( )) . (3
N, (Bkx) =
Vn € kzosm sm( )

—nx
sin (%X) 2
On en déduit donc que :
( ) 2km
O0sidkE€Z,x=—
n 3
vneN 2 sin(3kx) = ! sin (§ (n+ l)x)
’ 2 (3 .
k=0 3 sin (E nx) sinon
sin (7X)

Exercice D.6 : Soit x réel. Résoudre 1I’équation (lorsqu’elle a un sens) :
n

Z cos(kx) _ 0
cosk(x)

k=0

On peut déja voir quand cette équation a un sens ! On sait que cette équation a un sens si et seulement si :
cos(x) # 0
On en déduit donc que cette équation a un sens pour tous les x réels tels que x # g + km

On a alors :
vx € R U{“+k } icos(kx) —iﬂ& e =R zn: e\’
x € R\ 2 T cosk(x) ¢ cosk(x)) ¢ cos(x)

KEZ k=0 k=0 k=0
Ici encore on doit faire attention.
On résout :

elX .
=1l e¥*=cos(x) ®sin(x) =0 IkeZx=kn
cos(x)

1*cas: Ik E€Z,x =Kkn
On a alors :

cos(jx) _ cos(jkm) (- _

cosi(x)  (cos(km)l  ((—DK) !

Vvj € [0; n],

On en déduit alors que




n

cos(kx)
TkeZx=kn= Y S L =n+1#0
cos¥(x)
. k=0
2 cas : x # km
On a alors :
ix n+1
- cos(kx) eix \* ( - )
Vn € N, z = Re Z = COS().()
cosk(x) cos(x) eix
k=0 k=0 -
cos(x)
De plus on sait que :
eiX n+1
(cos(x)) -1 el _ oogntl(x) y 1
elx elX — cos(x) cos™(x)
L —
cos(x)

On en déduit donc que :

n : Kk .
elX B 1 e1(n+1)x _ COSn+1(X)
Re (kZO <cos(x)> ) "~ cos"(x) % IRe< el — cos(x) >

isin(x)
_ sin((n + 1)x)
 sin(x) cos™(x)

"~ cos™(x)

On en déduit donc que :
n

1 « Re <(cos((n + 1)X) — cosn+1(x)) + isin((n + 1)x)

)
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ZCOS(RX) =0=,{Sin((n+1)x):°=>x= k“1 n>2etk € Z\{(n+ 1)i;i € Z}

k
CosS™(X
£ cos(x)

On en déduit donc que :

x#kmkeZ n+

n

cos(kx) km
Z =0 x= n=>2etkeZ\{(n+ 1)i;i € Z}

- =
£ cos (%) n+1

Exercice D.7 : Démontrer que :
2n+5

n
VXERVnEN, ) |cos(kx)| =
k=0

On sait que :
Vx € R, |cos(x)| = cos?(x) carVx € R,—1 < cos(x) < 1

On en déduit donc que :
n

n
VXER,VnE N,zlcos(kx)l > z cos?(kx)
k=0

k=0
De plus on sait que :

1 1
Vx € R, cos?(x) =§cos(2x) + 5

On en déduit donc que :
n

n n
1 1
VxERVnE N,Z cos?(kx) = 52 cos(2kx) +Ez 1
k=0 k=0 k=0
De plus on sait que :
cos(nx) sin((n + 1)X) _ 1sin(x) + sin((Zn + 1)X)

sin(x) T2 sin(x)

n
Vx # kmk € Z,z cos(2kx) =
k=0
On distingue alors deux cas.
1°cas: 3k € Z,x =k'n

Ly
2

1 sin((Zn + l)x)

2

sin(x)




On a alors :

+5< VnEN on> 3)
g (carvneN Zn>—o

AN

n n
Zlcos(kx)l =zl=n+12
k=0 k=0

Jieme cag i x = k' k' € Z

On a alors :
n

% n+1 1x
VneE N,zlcos(kx)l > Z cos?(kx) > ——t EZ cos(2kx)
k=0 k=0 k=0

Deplusona:
n

12 (2kx) = ~ +
2 COS X—4

k=0

1 sin((Zn + 1)X)

4 sin(x)

On en déduit donc que :

n+3 1 sin((Zn + 1)x)
4 4 sin(x)

n
2
Vne N,Zlcos(kx)l >
k=0

On veut montrer que :
sm((Zn + 1)x) . 1 B
sin(x) 2

U{kn} - R

(
|

f: {I KeZ
\

VxE R x#k'mk' €Z Vn €N,

On pose la fonction :

sin((Zn + 1)x)

X =
sin(x)

On voit que f est paire et m —périodique :
sin((2n + 1)x + (2n + 1)) s sin((2n + 1)x)

Vx € U{kn},f(x + 1) =
KkeZ
On étudie f sur ]0; g[

A finir...

sin(x + m) —sin(x)

= f(x)
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Partie E : Module et argument

Exercice E.1 : Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
a)z, =1+i b)z, = V3 —i ) z. = (—3 + 3i)*°¢

a)Ona:
Za=1+i=|1+i| =2
De plus si on pose 0 un argument de 1 + i on a alors :

( 1 V2
cos(0) = N
V2
k sin(e) = 7
On en déduit que 6 = E est un argument possible pour 1 + i.
On a donc :
in
1+i=+2e4
b)Ona:

z,=V3—-1 = |V3—i|=V4=2

De plus si on pose 0 un argument de V3 —i on a alors :




(cos(e) = E
2
isin(e) =—

On en déduit que 8 = — g est un argument possible pour v3 — i.

N =

On a donc :
in
V3—i=2e"6
¢) On cherche tout d’abord le module et un argument de —3 + 3i
|-3 + 3i| = 3V2
De plus si on pose 0 un argument de 1 + i on a alors :
( -3 V2
cos(0) =—==——
(6) 33 3
| . +3 V2
sin(0) = —==—
| sin(®) N

2

On en déduit que 6 = %ﬁ est un argument possible pour—3 + 3i.
On a donc :

3T

—3 + 3i = 3v2e’%

On en déduit donc que :
456 456

(_3 + 3i)4~56 — (3\/563%) X (e3iTT[) — 3456 X 2228e342i1'[ — 34-56 X 2228

Ainsi un argument de (—3 + 3i)*5° est 0 et son module est 3#°¢ x 2228,
(_3 + 31)4-56 — 3456 X 2228
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Exercice E.2 : Déterminer le module et un argument des nombres complexes suivants :
1+i V3+2

aA)z, =—— b) z, = —2i(2 + 2i) Q)zZ.=———=

I . )%= vz

. . 1 + cos(9) + isin(0)
=1 i =1—¢l® —
€) Ze Te D 7 € &) Zg 1 — cos(9) — isin(0)

d)zq = 1+itan(9)

h) z, = (14 10)"

Ici il faut passer par la forme exponentielle, ¢’est beaucoup plus rapide !

a)Ona:
in
1+i +2e7 42 sim
Zy = - = — =—X e
V3-i Ze_%
Donc le module de ——— est 2 et un argument est Sy
V3-i 2 12
b)Ona:
i
7, = —2i(2 4+ 2i) =4 — 4i = 4/2e” %
c)Ona:
V342 V3+2 _Ve+2v2 i
7. = = = Xe
© Ve+ivZ V2(V3+i) 2
d)Ona:

cos(0) + isin(0) 1
cos(0) ~ cos(0) ¢
ATTENTION : ici cos(0) n’est pas nécessairement positif ! Il faut distinguer des cas !

i

zq = 1+itan(9) =
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1“cas:3IKEZ,0 € ]—g+ 2km; 2 + 21m[
On a alors :
1
cos(0)
arg(zq) = 0 (a 2m — pres)

_n I lzg| =
VoE E+2kn,§+2k1t ,cos(0) >0 =

2ieme cag : JK € 7,0 € ]g + 2Kkm; 37 + an[

On a alors :
i i
VOeE ]_E + ZkT[;E + 2kn[,cos(9) <0
1 . 1 N 1 )
— — i0 _ _ im,i0 — _ i(mt+0)
Zd cos(0) ¢ cos(0) ¢ cos(0) ¢
-1
= Izal = cos(0)
arg(zq) = m+ 0 (a2m — pres)
e)Ona:

: g, 16 6 0 i0
VOER,z, =1+el® =e2 (e 2 +e2) = 2COS(§)X62
ATTENTION ici cos (g) n’est pas nécessairement positif ! Il faut distinguer des cas !
On sait que :
0 0 i i
cos (E) >0< 3ke Z'Z € ]—§+ 2k‘l‘[;§+ Zk‘l'[[ < Ik € Z,6 € |—m + 4km;  + 4kn[

1*cas: IK € Z,0 € |—mt + 4Kkm; @ + 4Kkn|
On a alors :

= 205 (3)
Zo| = 2 cos >

0
VeE]—T[+4k‘l'[;’l'[+4k‘l‘[[,COS<E)>0=> 5
arg(ze) = > (a2m — pres)

2@me eag : 3K € Z,0 € i + 4KkTr; 31 + 4K7[
On a alors :

0
|ze] = —2 cos (§>

0
VGEBe]n+4kn;3n+4kn[,cos(§><0=> 0
arg(z,) = 5 + 1 (a 21 — pres)

f)Ona:
- B, 16 16 0 ie 0\ 8-
VOER,zg=1—el® =e2 (e 2 —eZ) = —Zisin<§) X ez = ZSin(E)el 2
ATTENTION ici sin (g) n’est pas nécessairement positif ! Il faut distinguer des cas !
On sait que :
0 0
sin (E) >0 3keE Z'E € |12km; 2k + D)7t[ & Ik € Z, 6 € |4km; (4k + 2)1[

1 cas : Ik € Z, 0 € |4km; (4k + 2)n|
On a alors :

el = 25in )
2| = 2sin

00—
2

0
V 0 € |4km; (4k + 2)7t[, sin (§> >0=

arg(ze) = (a2m — pres)
2itme cag : IK € Z,0 € [(4Kk + 2)m; 4(k + 1)m|

On a alors :
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T 0 |Zf| = —2sin (E)
VOeEDEe ]—kn;—+kﬂ[,sin(—> <0=
4 2 O+m | .
arg(ze) = > (a2m — pres)
g)Ona:
. 0
_ 1+cos(9) +isin(6) 1+ el® _ 2 cos (7) i

8T cos(®) —isin(0) 1—e® 2isin (%) tan (g)

Remarque : On peut définir la fonction cotangente l1a ou tan est définie et ne s’annule pas, noté cotan, par :

cotan(x) =
tan(x)
On en déduit donc que :
[ el =
[ran (7)]

I

karg(zg) =+ > (a2m — pres)
On peut préciser le signe de 1’argument et la valeur exacte du module !
On sait que :

i
tan(x) >0 < Ik EZXE ]kn;§+ kn[

On en déduit donc que :

0 0 T
tan(z) >0 3Jke Z,Ze]kn;5+k1r[<:> 3k € Z, 0 € |2km;  + 2km|[

On distingue alors deux cas :
1" cas : Ik € Z, 0 € |2km; T + 2Kkn|
On a alors :

[ l=—
Zo| = ——=—
|
1-[ N Y
larg(zg) = +E (a 2m — pres)
2me cas : 3K € Z,0 € i + 2Kkm; 2Kn|

On a alors :
( -1
|2g| = — &+
tan ()
1-[ \ Y
larg(zg) =-3 (a2m — pres)
h)Ona:

n Inm
=0+ =V2 e4
On en déduit donc que :
n
|zy| = 22

nt
arg(zn) = -

Exercice E.3 : Pour quelles valeurs de n, le nombre complexe :
5 n

(1-1iv3)

1-13

Est-il un réel positif ?

On sait que :
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z € R < arg(z) = 0 (a 2m — pres)

Nous allons donc chercher I’argument de :
n
_(a-i3)
=\ Ta -3

1-
arg(z,) = narg(( a 1\{)_3) ) =n (arg((l — i\/§)5) —arg((1 - i)3))

On sait que :

De plus on sait que :
5
arg((l — i\/3)5) = 5arg(1 — i\/3) = —?ﬂ

Demémeona:

3T
arg((1 —1)3) =3arg(1—-1i) = 7
On en déduit donc que :
n
(1 — i\/§)5 _ <3‘l‘[ 511) _ 1m
L G E N7 T3) T T2

On en déduit donc que :

11m 24
R_H@HkEZEH—ZkTI@HkEZH—l—k

De plus n étant un entier, on en déduit donc que z,, est un réel positif si et seulement si n est un multiple de 24 !
On a donc :

TENE ) € R™ < 3k € Z,n = 24k

Exercice E.4 : Déterminer I’ensemble des points du plan complexe d’affixe z tel que :

m ) 3
1) arg(z) = 3 2)arg(z—1+2i) = 7

1) En raisonnant sur la égéométrique de 1’argument on obtient :
T
arg(z) = 3 & M(z)appartient a la demi — droite ouverte J0A) ott A(1,v3)

2) De méme on sait que :
arg(z—1+2i) = arg(z —(1- Zi)) = (f; m) avec A(1,—2) et M(z)
On en déduit donc que :

3m
arg(z—1+2i) = — T & M(z)appartient a la demi — droite ouverte JAB) ou B(0, —3)

Exercice E.5 : Ecrire I’écriture complexe de la rotation de centre A(1 ;-2) et d’angle — g

On pose f: C = C I’écriture complexe de la rotation de centre A(1 ;-2) et d’angle —g

On sait que :

in
vz € C,f(z) —zp =€ 3(z—12,)

=>Vz€(C,f(z)=1—21+<%—%§>(Z—1+2i)
1 i3 V3 -2
=<§‘T> B+

On en déduit donc que I’écriture complexe de la rotation de centre A(1 ;-2) et d’angle — g est donné par :
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C-C
f: ZH(}_i) \/_J”\/—z 2

Exercice E.6 : Soient A(2 ;3), B(4 ;5) et C(3 ;3-+V/3). Déterminer la mesure de I’angle (ﬁ, TC)

On sait que :
Zpg = 2+ 2ietzzz = 1++/3i
On en déduit donc que :

(ﬁ; E) = arg(z. — zp) — arg(zg — zp) =

wl A
|
1A
[EnN
\S]

Exercice E.7 : A quelle condition les points A(a), B(b) et C(c) forment-ils un triangle équilatéral ?

ABC est un triangle équilatéral si et seulement si :

(1=
AB = AC
On en déduit donc que :
ABC est un triangle équilatéral si et seulement si :
Zie = €° 3ZAB,avec e=1

.TU
er . — 1y
1¢" cas : Zic = €3Z4g
On a alors :

in im_in
Ac—e3z (:b(c—a)—e3(b—a)<:>c—be3—(1—e3)a<=>c—be3=e 3a

On en déduit donc que :

im - _in
Ac—e3z < c—be3 —e 3a=0
2im

Sion pose j = e 3 on obtient alors :
im
jc+tb—e3a=0<j’c+bj+a=0
On a donc :
ZAC—e3z—<:>] c+bj+a=0

‘I'[

iéme L, = SR
2 cas : Zz¢ e 3ZAB

On a alors :

_im inin
Zzg=¢€ 32—>(:>(c—a)—e 3(b—a)<:>c—be 3 —(1—e S)a(:)c—beS =e3a

On en déduit donc que :
in in

.TC
_ iz _ 3 AR A —
Iz =€ 3Lz C be 3 —e3a=0

AC
2im
Sion pose j = e 3 on obtient alors :
in
jc—be3 +a=0<j’c+b+aj=0
On a donc :
ZAC—e3z—»(:>] c+bj+a=0

On en déduit donc que :
A(a), B(b) et C(c) forment un triangle équilatéral si et seulement si :
j2c+bj+a=0 2im

ou avecj=e3
jc+b+aj=0
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Exercice E.8 : Déterminer les nombres complexes z tels que :
e 1,zetz? forment un triangle rectangle isocéle.
e 7,z%etz* sont alignés.

On pose A(1), M, (z) et M, (z?).
11 faut distinguer des cas.
1" cas : AM;M, est rectangle en A
On sait que :
AM; M, est rectangle en A si et seulement si :
z2 —1=¢€i(z—1)avece? =

z=1
Onaz2—1=i(z—1)<:>z2—iz—1+i=04:»(z—1)(z+1—i)=0<:>{ ou
z=-1+i
z=1
Onaz’l-1=-iz-1eez22+iz-1-i=02-1Dz+1+i)=0s ou
z=-1-1i
On en déduit donc que A(1), M;(z) et M,(z?) forment un triangle rectangle isocéle en A si et seulement siz = —1 +
iouz=-1-1.
On fait de méme pour un triangle rectangle isocéle en M; et M.
Partie F : Exponentielle complexe
Exercice F.1 : Résoudre sur C:
De*=i 2)e*=1+iV/3 3)e*=3
I)Ona:
Z : a,ib in s a=0 (T
ef=i= e’ =¢e2 & b:E_l_an,kEz{:)z:1(§+2kn),kEZ
2)Ona:
z V3 aib i a=In2) n
= i = I = il—
e’ =1+1ivV3 < e%e 263@b=§+2kn,k62@2 1n(2)+1(3+2kn),k€Z
3)Ona:
e = 3 & edeld = 36X «:){ a=In3) . _1h3) +i2kmkeZ
b = 2kmk € Z ’

Partie G : Equation sur C

Exercice G.1 : Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :
Dz=1+6i 2)z=-119+120i

1) On pose :
8§ =x+1iy, (x,y) € R? tel que 6 = 1 + 6i
On en déduit alors que :
x?—y2=1
Xy = 3
x? +y% =37

On en déduit donc que :



1++37 [1++/37
2x2=1+\/37<:)xe{—\] 5 ;J 5

De plus on sait que :

V37 -1
y2=x?—-1= — etxy > 0

On en déduit donc que :

( J1+\/37 _\/\/37—1
6= +i
2 2
82 =14+6i =4 ou

° = 2 2

J1 ++/37 i\/x/3_7 -1
2) On pose :
8§ = x+1iy, (x,y) € R? tel que 6> = —119 + 120i
On en déduit alors que :
x? —y? =-119
xy = 60
x? +y? =169
On en déduit donc que :
2x? =50 © x € {-5;5}
De plus on sait que :
y?2 =x?+119 = 144 etxy > 0
On en déduit donc que :

6=5+12i
82 =-119+ 120i & ou
6=-5-12i

Page 18 sur 28

Exercice G.2 : Soit (z,z") € C2. Soit u une racine carrée de zz’. Démontrer que :
! !
Z—7

, Z+z
|z| + [z'| = +ul + +u

On sait que :
u? = zz'
1 cas : Si z=0 ou z’ = 0 I’égalité est vraie car :
Z Z
| vz €, |z| = |E| + |§|
2@me cag:Siz# 0etz' #0
Alors z et z” admettent une racine carrée, notée v et v'.

On sait que :
V(z,z')€C%|z+ 72 |?>+ |z—2z'|? = 2(|z|* + |z'|?) (démontré dans 'exerciceD5 !)
On a donc :
v+ V|2 +|v—=V'|?=2(v|* + |V'|?)
De plus on sait que |v|? = [v?| = |z]

On en déduit donc que :
v+ V' + v =v'|> = 2(|z| + |Z'])
v+ v %2+ |v—v'|?

2

= |z| +|2/|

Deplusona:

V+ v 2= |(v+V)? = |vi+Vv2+2wW|=|z+2z +2v|

Demémeona:
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v+ Vv'|?=|z+z —2v/|
De plus on sait que :

(wW)? =v3v'2 =z7

Donc vv' est une racine carrée de zz'. On pose u = vv'. On a alors :
V+ Vv |2+ |v=V'|? |z+z' +2u] N |z —z" + 2u]|

2| + 2] i
Zirizl = 2 2 2

z+7
2

_|_

+u

Exercice G.3 : Calculer les racines carrée de :
Zap = 4ab + 2(a® — b?)iavec (a;b) € R?

On sait que :
v(a,b) € C?, (a—ib)? = a? — b? — 2iab
Deplusona:
V(a,b) € C?Z,}, = 4ab + 2(a? — b?)i = (a® — b% — 2iab)(2i)
On en déduit donc que :
Zop = (a—ib)2(20) = (a—ib)2(1+ D)2 = (@—ib)(1 +1))* = (a+ b +i(a—b))*
On en déduit donc que les deux racines carrées de Z,, sont:a+b +i(a—b) et — (a +b+i(a— b)) :
z=a+b+i(a—b)
z? =4ab+2(@*-bdi = ou
z=—(a+b)—i(a—Db)

Exercice G.4 : Résoudre dans C les équations suivantes :
1)z?—2iz+2—-4i=0

2) 2+1D)z2+ (B —-i)z+2-2i=0
3zt+(3—-60)z2—-2(4+3i)=0

4)z?" —2cos(nB)z"+1=0oun € N*et® € R

1)Ona:
z2—2iz+2—-4i=0=A=—4—4(2—4i) =—-12 + 16i = §*
On pose alors § = x + iy, (x,y) € R2. On en déduit donc que :
x? —y?=-12
xy =8

x? +y% =+4/122 +162 = 20

x?=4=x€{-2;2}

On en déduit donc que :

De plus on sait que :

xy =8
On en déduit donc que :
6=—-2—4i
8% =-12+16i & ou
S=2+4i
On a alors :
( 21— 2 —4i _
Z=T=—1—l
Z2—21Z+2—4i=0¢>< ou
21+ 2+ 4i )
kz=—=1+31
2
2)Ona:

QR+1D)z22+B—-1)z+2-2i=0=>A=(5-0)?-4Q2+1)2-20)=24—-10i—24+8i=-2i=(1-1)?
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( —6G-D-0-i) -3+i (=3+D@-1i) L
"= 7 22+)  2+i 5 DR
Q2+1)z2+G-)z+2-2i=0=0& ou
_-G-D+@-p_ 2 -22-D_ 4 2
=T 22+ 2+ 5~ 5t%!

3)Ona:
z*+ (3-61)z2—2(4+31) =0 Z% + (3 —6i)Z— 2(4 + 3i) = 0 avec Z = z>
On résout I’équation :
Z?+(3—6)Z—2(4+3i)=0
= A=(3-6i)2+8(4+3i)=—-27—-36i+32+24i=5-12i

On pose alors § = x + iy, (x,y) € R?. On en déduit donc que :

X2 — y2 =5

Xy = —6

x2+y2=13

On en déduit donc que :
x? =9 = x € {-3;3}

De plus on sait que :

Xy = —6
On en déduit donc que :
6§=3-2i
8% = 5—12i<:>{ ou
6=-34+2i
On a alors :
( -3+ 6i+3—2i _
7= > = 2i
Z?+(3—-61)Z-2(4+3) =0 ou
—34+6i—3+2i
7= > = —344i
On en déduit donc que :
z? = 2i
z4+(3—6i)22—2(4+3i)=0(=>{ ou
z2 = -3 +4i
Or on sait que :
z2=2ieoze{l1+i;—-1-1i}
Il nous reste a résoudre :
72 = -3+ 4i
On pose z = x + iy, (x,y) € R?. On a alors :
x?2 —y2 =-3
Xy = 2 =xe{-1;1} = (xy) =(1,2)ou(x,y) = (—1,-2)
x2+y?=5
On en déduit donc que :
z=1+2i
z2=-3+4ie ou
z=-1-2i
On en déduit donc que :
rz=1+1i
ou
z=-1-1i
2t + (3-61)z2—2(4+3i) =0 < ¢ ou
z=1+2i
ou
z=-1-2i

4)Ona:
V(z,n,0) € CX N* X R,z2" — 2 cos(nf) z" + 1 = (2" — eine)(zn - e‘inS)
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On en déduit donc que :

. Z \"
zn = in® (eﬁ) =1
z?" —2cos(n@)z"+1=0< ou ou
zN — o~ind (Zeie)n -1
Or on sait que :
2ikm
"=1z=e n ,kK€e[0;n]
On en déduit donc que :
Z\" 2ikm .
(_9) =1 Z=en +i0
el
ou = ou
ig\ N 2ikm .
(Zele) =1 7 —e n —i6
On a donc :
2ikm .
z=g n +i0
z?" —2cos(nB)z"+1=0 ou
2ik1'r_ie
Z=en

Exercice G.5 : On pose 1’équation (E) :

(E):2z3 — (3+41)z2 - (4—7)z+4+2i=0
1) Montrer que (E) admet une solution réel.
2) En déduire toutes les solutions de (E).

1) On sait que z est solution de (E) si et seulement si :
223 — (3+ 422 — (4— 7z +4+2i=0
D’apres les propriétés du conjugué que :
273 — (3+4i)22 — (4—T7)z+4+2i=0 273 — (3— 472 — (4 + 7)Z+4—2i=0
On en déduit que z € R est solution de (E) si et seulement si :

{223—(3+4i)22—(4—7i)z+4+21=O _
3 N2 . . (CaI‘Z=Z)
22> — (3 —4i)zc— (4+7i)z+4—-2i=0
Deplusona:
223 —(3+4i)z> - (4—-71)z+4+2i=0 - . . 7 1
= —8iz?+ 14iz+4i=0=2z>—-z—==0
{223—(3—4i)22—(4+7i)z+4—2i=0 v S 2Tty
On résout :
27 —0:,aA—81
2Tt ToT ~ 16
On en déduit donc que :
( 7.9
o4 a_ 1
, 7 1 2
2 ——-z72—=—=0= ou
4 2 7 9
kz=_4—+z=2
2

11 ne nous reste plus qu’a essayer dans 1’équation.
On calcule :

223) - B+4)(R)?* - (4—-7)2+4+2i=16—-12—-16i—8+ 14i+4+2i=0
Donc z = 2 est solution. On peut ensuite le vérifier pour z = % mais cela ne va pas fonctionner !

2) Il suffit de factoriser le polynéme parz—2.On a :

VZz€EC 223 —(3+41)z2 - (4—-7)z+4+2i=(2z—-2)2z°+az+Db)
En écrivant cette égalité pour z = 0 on obtient immédiatement que b = —2 — i
On développe alors :

(z—2)(2z2 +az—2—-1)=2z3+z%(@a—4) +z(—2a—2—-1i) + 4+ 2i
On identifie alors et on trouve a = 1 — 4i
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On a alors :
VZEC 223 —(B3+4D)z2— (4—-71)z+4+2i=(2z—-2)2z2+ (1 —4i)z—2 —1)
On a donc :
Zz=2
223—(3+4i)22—(4—7i)z+4+21=O(:{ ou
222+ (1—4i)z—2-i=0

On résout la deuxiéme équation.
A=(1-4)2+82+i)=1
On en déduit donc que :

( —1+4i+1
Z:T:l
2 ANy 9 i —
22+ (1—-4i)z—2—-i=0¢& ou
l_—1+4i—1_ L,
Z= 2 = -5 +i

On en déduit donc que :

1
223—(3+4i)zz—(4—7i)z+4+2i=O@ZE{l;i;—E+i}

Exercice G.6 : On pose 1’équation (E) :
(E):z3+(1-2D)z2+(1—-1)z—2i=0

1) Montrer que (E) admet une solution imaginaire pure.

2) En déduire toutes les solutions de (E).

1) On sait que z est solution de (E) si et seulement si :
22+ (1-20)z22+(1—-1)z—-2i=0
D’apres les propriétés du conjugué que :
23+ (1-2022+(1-1)z-2=0=7Z3+(1+2D)z2+ (1 +i)z+2i=0
On en déduit que z € R est solution de (E) si et seulement si :
{ 233+ (1- 21).222+ (1- i).z — 21_: 0 (car— 7z = 72)
-z +(1+2)zc—(1+1)z+2i=0
Deplusona:
{z3+(1—2i)zz+(1—i)z—21=0
23+ (1+20)z2-(1—-1)z+2i=0
Il ne nous reste plus qu’a essayer dans I’é¢quation.
On calcule :

=272 -2iz=0=2z=0o0uz=i

P+A-2D"+(1-1i—-2i=-i—1+2i+i+1-2i=0
Donc z =i est solution. On voit que z = 0 n’est pas solution.
2) Il suffit de factoriser le polynéme par z —i. On a :

vzeCz3i+(1-20)z22+(1—-1)z—-2i=(z—-D)E*+ 1 -iz+2)
On a donc :
z=1i
3+ (1-2Dz2+(1-)z—-2i=0 ou
22+ (1-1)z+2=0
On résout la deuxieme équation.
A=(1-1)%?-8=-8-2i=8§2
On pose § = x + iy, (x,y) € R2. On a alors :
x2 — y2 = -8
xy = —1
x% +y? =68 = 217

On en déduit donc que :

xe{Jm—4;—Jm—4}

On en déduit donc que




5:\/\/ﬁ—4—i\/\/ﬁ+4

(

|
—8—21262@4 ou

|

\

8=—\/x/ﬁ—4+i\/\/ﬁ+4

On en déduit donc que :

( _—1+i—(\/\/ﬁ—4—i\/\/ﬁ+4)

7 =
2
22+ (1-i)z+2=0& ou

~1+i+ (VWI7 - 4= iWVI7 + 4)

\z= >

Il se peut qu’il y est des erreurs de calculs devant un résultat aussi peu « sympathique »...

23+ (1-20)z22+(1-i)z—-2i=0z
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__—1+i—(\/\/ﬁ—4—i\/\/ﬁ+4) ~1+i+ (VVI7 -4 = WVI7 + 4)

EAS ;
! 2
Exercice G.7 : Résoudre le systéme suivant :
{x +y=1+i
Xy =2-—1i
On sait que :
+y=1+i
{Xxyyz 2 i 's x ety sont solutionsdez? — (1+i)z+2—-i=0

On résout :

22— (1+i)z+2-i=0=>A=(1+i)?-4Q2-1)=2i—8+4i=-8+6i=25>

De plus si on pose § = x + iy, (x,y) € R?, on a alors :

x?—y?2=-8
xy=3 & &xy)=(-1-3)oulxy) =(1;3)
x2 +y? =10
On en déduit donc que :
( 1+i—-1-3i
s 2 T
z2-(1+i)z+2-i=0& ou
l _14+i4+1+31
‘T 2
On en déduit donc que :
x+y=1+i . . _
{ Xy =2—i & (xy) € {(—i,1+ 20); (1 + 2i,—i)}

Exercice G.8 : Démontrer que pour tout x réel distinct de [-1 ;1] (x € R\[—1; 1]), il existe un unique z complexe tel

que :

re3ferd

|z] > 1

1 1
x=—<z+—)(:>zz—2xz+1=0
2 Z

OnaalorsA =4x?> —4=4(x?>—-1)>0car|x| > 1
On en déduit donc que :
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1 1 z=x—+x2-1
xzz(z+2>@zz—2xz+1:0<:) ou
z=x++x2-1

Exercice G.9 : Résoudre :
DNz =1 2)z% =-1

1) Il suffit d’appliquer la formule :

2ikn tkm
z09=1ez=e10 =¢e5;ke[0;9]
2)Iciona:
5
. VA Z 2ikm iTt
7°=-1e7° :elﬂc)(?) = 1<:>Tﬂ:eT,kE [0; 4] @zze?(ZkH),kE [0; 4]
es es

On en déduit donc que :

it
25 = -1 z=e52D ke [0;4]

Exercice G.10 : Résoudre : 1) z° =\/1§_+ii 2)z+D)"=Ez-1)" N4z+D)*—zZ+D*=0
I)Ona:
i
1—i V2e 2 2 _511_;
= - = —0=e
V3+i 5% 2
On en déduit donc que :
1 \° 1
1-—i 2107 2107 2ikm -1 (2k, 1),
7% = - & = =1<=>—iﬂ=e5,kE[[0;4]](:)Z=2ﬁe(5+12)11T
\/§+l e—ﬁ e—ﬁ
On en déduit donc que :
1-—i -1 (2k, 1),
25 =5 _=>21—0e(5+12)“‘,ke 10; 4]
+1
2) On peut déja voir que z = 1 n’est pas solution !
On a alors :
7z + 1\" z+1 2ikn z+1
(z+1)“=(z—1)n=)(T1) =1<=>Z_1=e n ,ke[[l;n—l]]carz_lil
De plus on sait que :
z+1  2ikn 2ikm 2ikm ikm km ikm km i
1=e n @z(l—e n >=—e n —14:>zen2isin<—)=2en cos(—)(z)z=— =
Z— n n tan(?)
On en déduit donc que :
i km
z+1D)"=z-1)"eSz=———-—=icotan|— |, k€ [1;n—1]
km n
tan T
3)Ona:
4
V2(z +i V2(z+i
4 -t =0 e (D) g SV2ERD g
z+1 z+1
On a alors :

V2(z +1) 1-iW2 (1-iw2)(V2+1) V2+1 2++2
—:1{:}2: = = —1

z+1 N 3 3 3
V2@z+1) :1—\/7_=(1—\/§)(\/7+i)i=\/§—1_i2—\/7

=1<
z+1 T a1 3 3 3




2@+ 142 (1+V2)(V2-1) _V2-1 2-42

z+1 1442 3 -3 3
V2(z+1) —-1- J_ _(@+V2)(V2-i) o V241 2442
vl TP T e 3 () ==—g—-i—3

On en déduit donc que :

V2+1  24V2V2-1 2-V2V2-1 2-V2 2+1
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4z+D) - z+1)i=0o1z€ —i -
(z+D*—(z+1) @2{313,313,3+13,

3

242
—1

3

}

2im
Exercice G.11 :Onposez=¢e 7 ,u=z+z? +z*etv =z3 + z° + z°.
1) Calculer u+v puis u? en fonction de u et de v.

2) En déduire la valeur de :
S = si (2n)+ ) (4n)+ ) (811)
= sin{— sin|— sin|—

1) On sait que :
6 6

u+v=sz

k=1 k=0

z7 —1
z—1

zZK—1= 1=-1

De plus on sait que :
u? (Z+Z +29)2 =22+ 2%+ 28 + 223 + 225+ 226 = u + 2v

_‘l'[ 2im 2im 21_1'[
En effetona : z8 ( 7) ( ) ( >=e7 =7
2) On sait que :
S = si (211) T si (411) i (Sn)
= sin 7 sin 7 sin 7

2im 4im 8im
=7m(e7)+ 7m(e7)+7m(e7)

2im 4im 8im
=7m(e7 +e7 +e7)

= Jm(u)
De plus d’aprés la question 1 on sait que :
u+v=-1 _
{u+2v—u2=>u +u+2=0
Onrésoutalorsu? +u+2=0.0Onad=1—4=-3= (\/71) . On en déduit donc que :
_—1-i7 147
u= > ouu = >
On en déduit donc que :
V7
M@l = 5-

) (21'r>+ ) <4n)+ ) (81‘[)_ ] <2n)+ ) (41'r>+ ] (T[+ ) (
sin 7 sin 7 sin 7 = sin 7 sin 7 sin 7 ) = sin

De plus on sait que :
21
7
Comme la fonction sinus est croissante sur [0 ] on en déduit donc que sin ( ) > sin (171)

De plus la fonction sinus est positive sur [0; ] on en déduit donc que sm( ) >0

On en déduit donc que Im(u) > 0.
On en déduit donc que :

S g (21‘[)+ ] (41'r>+ (81‘[)_\/_
= sin 7 sin 7 sin )=

Remarque : On a démontré par la méme occasion que :

S = <2n)+ (41‘[)+ (811)_ 1
= COS 7 COS 7 COoS 7 =

) — sin (1;) + sin (471T

)
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Exercice G.12 : Montrer que :

24: 2k + Dm (11) 4 (311) 4 (51‘[) N (711) N (97[) 1
COS 11 = COS 11 COS 11 COS 11 CoS 11 CoS 11 >

k=0

On sait que :

T 31 5t 71 91t - ik+1)m
cos(11)+cos<11> +cos<11> +cos<ﬁ) +cos(ﬁ) = zRe<e 11 ) = Re
k

De plus on sait que :

4
i(2k+1)m
X )

k=0

2im 5it 51t 5
4 4 . T
i(2k+1) i 2im\ K i (e 11) —1 e112isin sin(==) si
Ze% m(z( ﬂ) ) L - (11) (1111) sin

k=0 - i=o o o1 2isin (11) sin (11) -
On en déduit donc que :
e (i ei(Zkl-;l)n) _ sin (il) cos (?D _ 1 y sin (110—111)
k=0 sin (11) 2 sin (1ﬂl)

On a utilisé ici le fait que :
Vx € R, sin(2x) = 2 sin(x) cos(x)
On en déduit donc que :

cos ( " ) + cos (311) + cos <5ﬁ) + cos (7n) + cos (911) 1 X o (1101 ) 1 X o (n _ %) = 1 X ﬁ = !
) ;1 . 11 11 11 11 2 sin (1“1) 2 sin (%) 2 sin (%)
n a donc bien démontré que :

cos ( T ) + cos (311) + cos (511) + cos (7n) + cos (9n) 1
11 11 11 11 11 2

Exercice G.13 : Soient 24, Z,, .., Z, les n racines n-iéme de a (avec |a] = 1). Montrer que les points images de
A+z)" A +2zy)" ..., (1 + z,)" sont alignés.

Cet exercice n’a de sens que si n = 3 car pour n=1 il n’y a qu’un seul point et pour n=2 il y a deux points (car a #
0) et deux points sont toujours alignés !

On sait que :
laj=1< 30 € R,a=e®
On a alors :
g\ 7 " 2ikm i@ (2k1'[+6)
zn=a<=>zn=(en>(=> 5| =1©z=en en=en ,kK € [1;n]
en
On pose alors :
(2kn+6)

vk € [1;n],zx = en
On sait que les points M ((1 +z;)™), M, ((1 + z,)™), ..., My ((1 + z,)™) sont alignés si et seulement si Vk €
[3; nl, (M; My, M;M;) = 41, £ € Z
On en déduit donc que :
Les points M; ((1 + z,)™), M, ((1 + z,)™), ..., M ((1 + z,)™) sont alignés si et seulement si :
A+z)" - (A +z)"
vk € [3;n], arg<(1 ) = Ltz
A+z)" -1 +z)"
AQ4+z)"— (142"

>={’1I,#EZ

Orona:
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(2kmt+8) (2n+9)
(1+Zk)n—(1+21)n_(1+en ) —(1+ n )

A+z)" — (A +z)" (1 +en(4n+e))“ (1 +en(2n+e))

vk € [3;n],

De plus on sait que :
. i6 0
VOER,1+ €= e22cos<§)

On en déduit donc que :

vk € [3;n],

n
(1 + Zk)n . (1 + Zl)n (1 + en(an+9)) (1 + en(2n+9))
AI+z)"— (1 +z)" (1 n e%(4n+9)) ( n en(2n+e))

<e2n(2kﬂ+e)2 (Zk“ + 9)) <62n(2ﬂ+9)2 (

o )

<e2n(4n+e)2 (4112:1- 6)) <e2n(2“+e)2 (2 ))
+0

e%(zkn+6)2n cos™ (Zk‘;[—+9) — e%(2ﬂ+6)2n ( )

0240 on (41r + 6) 22T on (2 )
1k‘r[2n k“ + 9) QTN ocn ( - )
e2”‘2n cos™ (55 ) ei™2n cos™ (2ﬂ2+ 6)

( 1)k2" co ( ; ) + 2" cos" (2112:1- 9)
m+ 0 (21‘[ + 6)

2“cosn( o )+2n o
On en déduit donc que Les points My ((1 + z1)™), M, ((1 + z,)™), ..., My ((1 + z,)™) sont alignés.

41T+6

Exercice G.14 : Résoudre 1’équation sur C :
x+1D5—x-15=0

On sait que :
5 5 5 ,
5 _ (v 1)5 — n k_Z m 5—kk_Z — (—1)5-k)k
VXEC (x+ 1S - x—1° = ) () () D3k =D () (1= (15 F)x
k=0 k=0 k=0
Or on sait que :
(- 1)5 1
keN,(-1)5k= = —(-1Dk
On en déduit donc que :
5
5 (v 115 — n 1K)k — 5Y.2 4 (5) .4 _ 2 4
VX € C (x+1)5 — (x— 1) _Z(k)(1+( 1¥)x —2+2(2)x +(4)x = 2 + 20x2 + 10x

k=0
On en déduit donc que :
x+1D)°-(x-1)°=0=5x*+10x>+1=0
On résout :
5X*+10X2+1=0
A=100—-4%x5%x1=80
On en déduit donc que :

—10 —+/80
= = _1-04V5
5X*+10X2+1=0< 10 ou
X=-1+04/5

On a donc :




x2=-14+0,4V5<0
x+1D)°-x-1)P°=0e ou

x2=-1-0,4V5<0

Comme on nous demande les solutions complexes, on va trouver quatre solutions distinctes.

On résout sur C,x% = —1 + 0,45

Ona:
x2=-1+4+04V5 =x=i /1—0,4\/§oux=—i /1—0,4\/§
x2=-1-04V5 =x=i /1+0,4\/§oux= —i /1+0,4\/§

De mémeona:

On en déduit donc que :
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x+1)5—-x-1)°5=0 @xe{i\/l—o,éh/g,—i 1—0,4x/§,i\]1+0,4x/§,—i 1+O,4\/§}



