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Correction DS n°3, 2024-2025

|Exercice 1 : Une nouvelle valeur de tangentel

Dans tout cet exercice on pose :
C->C

e 5 (e + 05 = = %)

1) Rappeler la formule du bindéme de Newton.

P

2) a) Montrer que :
Vz €ER,P(z) ER
b) Montrer que :
vz € C,P(—z) = P(2)
3) Montrer que :

3(Po, P1, P2 P3,P4) € R® tel que Vz € C,P(z) = puz* + p3z® +p2° + p1z + py
On donnera les valeurs des p; pour i € [[0; 4].
4) Résoudre P(z) = 0.
(On pourra remarquer que : V80 = 4+/5).

5) a) Donner les 5 solutions de : z°> = 1.
b) En déduire que :
1
P(Z) =0 <=>Z=W,k€ [[1,4]]
tan T)
6) En déduire que :
tan (—) = [5-2vV5
1)Ona:

V(x,y) € CLvnEN, (x +y)" = Z () xyns

k=0
2) a) Méthode 1 (Par le calcul) :
Ona:
vz e ¢ P = <211((z P05 - (X - 05)) - () @r P @09
1 1 .
= —z((z +05—(z—0°) = —Z((z — )%= (Z+10)°)
On a donc :

R 1 1
VZER Z=2z= P(2) = _Z_i((z -5 = (z+0D% = Z_i((z +0)°—(z—=0°% =P(2)
On a donc bien :
vVzeR,P(z) ER
Méthode 2 (Par astuce) :

Ona:
VZERZ=z=VzER (z—i)=(z+1)
S @-)=[C+0] =G+

On en déduit donc que :

vz e R,P(z) = %((z +i0)°—(z+1)%) =Im((z+0°)eR

b)Ona:
(-1°
2i

Vz € C P(~2) = Zli((—z +1i)° = (—z-i)) =
3)Ona:

(2= ) ~ (24 D)%) = 5 (2 + D — (2~ )F) = P(2)

(z+1)° =2 +5iz* — 1023 — 102%i + 5z + i
= (z—i)°=2°-5iz* — 1023 +10z%i + 5z — i
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On en déduit donc que :
VzEC (z+1i)°—(z—1)° =10iz* — 20iz? + 2i
= Vz€CP(z)=52z*-10z2 +1

On a donc :
Ps=5
p3=0
P2 = —-10
p1=0
Po=1
4)Ona:
P(2)=0=52z*—-10z24+1=05(2z%)?-10(z>)+1=0
On calcule :

A=100-20=280
On en déduit donc que :

10 — /80 2 V5 -2
(ZZZTZI—EEZ \/g >0
5z4—1022+1=0<:>{ ou
| o L0VBT_ 2 g WE+2
10 5 2

On en déduit donc que :

2 2 2 2
P(Z):O@ZE —\/l—g\/g;\/l—g\/g;—\]].-Fg\/g;\]1+§\/§
5) a)Ona:
2ikn
zP=1oz=¢ 5 ,k€0;4]
b)Ona:
— l N5 _ —i\5) — N5 — Y-
P(z) 0(:2i((z+l) z=-i))=0=(z+1) (z—-1)
74 0\° z4+i 2ikm
ZF+I zZ#1
Onapourk =0:
zZ+1
-=1<z€Q
z—1
Deplusona:
2ik ikm
z+i  2ikn 14e s ie52€05(?n) 1
Vk € [1;4], -=e 5 &z=Ii e = 3 = — ,(1<k<4
z—1i th — lem kr
1—-e 5 es (—lein(?) tan(T)
6) D’apreés les questions 4) et 5) b), on en déduit donc que :
;
2
— [1—=v5
5\/_
ou
2
1—5\/3
! 3
= ou
tan () ;
— [14+=+5
5
ou
2
1+§\/§




Page 3 surll

De plus on sait que :

Te ]0- n
5 2
On en déduit donc que :
tan (z) >0
5
On a donc :
2
1— g\/E
1
= ou

De plus tan est croissante sur ]0; %[ on a donc :

0<T[<2T[<T[$0<t (n)<t (Zﬂ)
5575 ~2 M) = s
On en déduit donc que :

T 1 V5
tan (%) - -
\/1+%\/§ V5 +2v5
Orona:
1 5-2V5
5+2V5 5

On en déduit donc que :

tan(g) = /5—2\/5

|Exercice 2 : Résolution d’une équation de degré 3|

On considére 1I’équation :
(E):z3+(2+3)z2+8iz—8+4i=0
1) Montrer que 1’équation (E) posséde une solution imaginaire pure, notée z.
2) Déterminer (a, b, ¢) € C3 tel que :
vz € Cz3+ (2+3i)z%> +8iz— 8+ 4i = (z+ 2i)(ax? + bz + ¢)
3) Déterminer les racines carrées de § = —5 — 12i
4) En déduire les solutions de (E).

1) On pose :
z=1la,a €R
Ona:
z3 + (24 30)z% + 8iz — 8 + 4i = (ia)® + (2 + 3i)(ia)? + 8i(ia) — 8 + 4i
=—ia® - (2 +3i)a*—-8a—8+4i=(—2a?—-8a—8) +i(—a®—3a*+4)

Ainsi (E) admet une solution imaginaire pure si et seulement si :

{—2a2—8a—8=0

—a®—-3a’>+4=0
Ona:
—2a*-8a—-8=0=a’+4a+4=0=a=-2
On vérifie dans la deuxiéme équation :
—(=2)3-3(-2)2+4=8-12+4=0

Ainsi zg = —2i est une solution (imaginaire pure) de (E).

2)Ona:
23+ (24322 +8iz— 8+ 4i=(z+2i)(2® + 2+ i)z + 2 + 4i)




3) et4) On résout :
z2+(2+i)z+2+4i=0
Ona:
A=2+i)?—4(Q2+4i)=-5-—12i

On cherche 6 € C, tel que §> = -5 —12i
On peut le faire classiquement en posant § = x + iy ou bien en remarquant que :

—5—-12i=-5-2%X2X3i=4—-9—-2x2x%x3i=(2-23i)?
On en déduit donc que :

0’=-5-12i=6=2-3ioud—2+3i
On en déduit donc que :
224+ 2+i)z+2+4i=0=z€{-2+1i;-2i}
On en déduit donc que :
23+ (2+30)z2+8iz—8+4i=0<=z€{-2i; -2+i}

Remarque : On en déduit une factorisation sur C :

VzECz3+(2+30)z2+8iz—8+4i=(z+2))%(z+2—-1)
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|Exercice 3 : Complexes et ensemble|

Dans tout cet exercice on pose :
Q\{1}-cC
f: z+1
VAR
z—1

On pose ici :
iR = {iy,y € R} = {imaginaires purs}
1) Déterminer f~1({1}).
2) Déterminer f (iR).
3) Déterminer si f est injective, surjective sur C.
4) Montrer que :

f71U) = fH({=1h = iR

1) On cherche les antécédents de 1 par f.

On résout :
z+1 Z+1=2z-1
fo =t =1=",00
Orona:
Z+l=z—-1oz7—z=-22imz)=-2&2z€0
On en déduit donc que :
fffap =90
2)Onpose z = iy,y € R. On a alors :
. —iy+1
fly) = o
On en déduit donc que :
fGR) ={-1}
3)Ona:
f() =f(0) =—-1= fn'estpas injective
Ona:

fz)=1=2z€Q
Ainsi 1 n’a pas d’antécédent par f, donc f n’est pas surjective.

4) On peut le faire de deux fagons.
Méthode 1 : Avec la forme algébrique
On cherche : {z € C\{1} tel que |f(z)| = 1}.Ona:

z+1
r@l=1o[—

z+1 7 — |y —
| |_1<:}{|z+1| |z — 1|

=1 =
|z — 1] z#1

Onposez=x +iy,(x,y) ER%. Ona:
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Z+1l=z-1le|z+1?=z-1P= (x+1)?+y’=(x-1?+y?=x?=0x=0

On en déduit donc que :

If(2)| =1 z€iR
On en déduit donc que :

f~1(U) =iR

De plus on sait que :

Vy € R;f(l}’) =-1
On en déduit donc que :

O =f1{-1h =R

Méthode 2 : Avec la forme exponentielle
On sait que :

f(z) €U < 360 € Rtel que f(z) = e'f
1cas:z=0
Ona:
f(0O)=-1€U
Ainsi 0 € f~1(U)
2@mecas iz = 0

On pose :
zZ= reie',r >0etf' eR, (r;0") # (1;2kn),k €Z
Ona:
-ig’
f(2) =f(re?) = rew+-|—1 = e o re7? 41 =rei(6+6) _ o0
ret —1
PN r(ei(6+9’) _ e—ie’) — (1 + eie)
On sait que :

. 6\ o
1+e® :2cos(§)e2

Demémeona:

9+9,_9+29’+9
2 2
o = 6 20°+6
2 2
On en déduit donc que :
! Y 0. !
ei(6+6") _ =0 — o3t (Zisin <29 2+ 9))

On en déduit donc que :

|
o
@]
wn
/N
N| D
\_/

. 20"+ 6
f(z)=e‘9(:>r><i><sin< 3 )
20'+0

2

lercas:sin( )th

On a alors :

s(9)

f(z2)=e? @r=—i STEQD

Ainsi on n’a aucune solution.
N . (20'+06
2€Me cag ¢ sm( 5 ) =0

On en déduit donc que :

(9)—0=9—n+k — 0 =1+ 2k
COSZ = 2—2 T =T Vs

Ainsi seul —1 est le seul nombre complexe de U qui peut étre potentiellement atteint !
Ona:

f@)=-1
Ainsi f~1(U\{1}) = f1({—1}) = iR (démontré précédemment pour la derniére égalité !).



Page 6 sur 11

|Exercice 4 : Calcul d’une intégrale|

Le but de cet exercice est de calculer :

1
x+1

=)™
0

1) Démontrer que :

1
T
2 rr 2™
0
2) En posant le changement de variable x = tan(6), démontrer que :

s

4

1
1
fmdx =fCOSZ(9) do
0 0

3) En déduire la valeur de .

1)Ona:

x+1 1 2x 1

——_="x -
x2+1)? 2 (x?4+1)? (x+1)?
Ainsi on peut séparer I’intégrale en deux car c’est linéaire (tout comme la dérivation !) :

1
x+1

De plus on sait que :

! 1

f 2x d _[ 1 ] —1 1 1
J o2+ 172 Sl I M ~2
On en déduit donc que :

1 1
I = d—lf 2 d+f L4
Sl T 2) ey 2T e 2™
0 0 0

I= ! + ! d
4 (x% +1)2 *
2) On pose :
x = tan(0)
a) Les bornes

T
4

b) Le dx

On sait que :

x = tan(0) = dx = (1 + tan?(0))do
¢) On remplace :

Y3 T T
1 4 4 4
f ! d —f ! x(1+t 2(0))d0—f de—f 2(0)do
) G212 * J (tan(6)? + 12 an ST O €os
3)Ona:
7 7 1 i
4 4 .
f 2(8) df = f cos(260) + 1 4o — 7sin(20) +61 1 T
€08 - 2 - 2 173
0 0 0
On en déduit donc que :
1
x+1 1
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|Pr0bléme 1 : Calcul d’une somme a I’aide d’une intégrale|

Dans cet exercice on cherche a calculer :
n

) 1
lim

"o (29) (k4 2)

Partie A : Calcul intermédiaire
1) A I’aide d’un changement de variable, démontrer que :

v(p,q) € N%,1(p,q) = 1(q,p)
2) A I’aide d’une intégration par partiec démontrer que :

p
V(p,q) €EN%,p > 1,1(p,q) = ml(p -1,q9+1)

3) En réitérant le procédé, en déduire que :

v(p,q) € N3 I(p,q) =

1
(p;q)(p+q+1)

4) A I’aide du changement de variable x = sin?(t), démontrer que :
T

2
1

vV(p,q) € Nz,f sin?P*1(t) cos?a*t1(t) dt =

J 2(p+q

D )(p+q+1)

Partie B : La limite
On pose :

T
2

Vn € N,u, = f sin?™*1(t) cos?™+1(t) dt
0

1) a) Démontrer que :
T

1— (sin(t) cos(D)2 J1- (sin(t) cos(t))?

2 (©) cos(®) i ©
t t t
Vi € N.Zuk=f sin(t) cos dt f En
k=0 0

Ou g, est une fonction a déterminer.
b) Démontrer que :

T 1
Vt € [O;E] ,sin(t) cos(t) < 5

c¢) Démontrer que :

NIE]

I
2

gn(t) 1
0 Sof 1= Gin(D cos(©)? * = ﬁof = GinD cos()?
3) On cherche a calculer :
/= H sin(t) cos(t)
B b[ 1 — (sin(t) cos(t))?

a) A I’aide du changement de variable u = cos(2t), démontrer que :
1

- f du
) 3+u?
-1
b) En déduire la valeur de :
li , !
im —_——
Stoo 2
() n+2)

Partie A : Une intégrale a parametres
Il suffit de posert = 1 — x.
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2) On sait que :
1

V(p,q) €EN?%,p > 1,1(p,q) = fxp(l —x)9dx = [_Xp
0

1
fxp_l(l —x)a+1dx
0

q+1 q+1
=0

=—£—Kp—Lq+ﬂ

1- X)q+1]1 + p
0

q+1
3) On peut faire cette question de deux fagons.
Méthode 1 : On réitére le procédé de calcul
On sait que :
V@ ENLP 2 LI(pa) = ——Ip-1q+ 1) = x2 T ip-2q+2)
q+1 qg+1 q+2
1
p! p!'q!
= [(0;p+q) = —f(l —x)9*P(dx
(@+p)X..x(q+1) (q+p)!0
_oplq [ (—xprar)t 1 S S SRV
"~ (q+p)! p+q+1 | _ (q+p)! p+q+1_(p+Q) p+q+1
p!(p+q—p)! p
Méthode 2 : Par récurrence
On pose :
vpEN,P, ="Vq €N, I(p,q) = ! X ! "
p
Initialisation :
1
10 )_f(l )adx = (1—x)61+11_ 1
)= o= qg+1 0_q+1
0

Demémeona:

1 1 1
(03%X0+q+1=q+1

Donc P, est vraie.
Hérédité : Soit p un entier naturel fixé. On suppose vrai ,. On a alors d’apres la question 2) :

p+1 p+1 1 1
Ip+1,9) =——Ip,g+1) = X X
Pr1a)=7lPat D=7 (p+q+1) pra+2z
p
_(p+1)><p!><(q+1)!>< 1 __ (@+D!q " 1 B 1 " 1
T @+Dx@+qg+D)! Tp+qg+2  (p+1+9) p+q+2_(p+Q+v p+q+2
p+1

Donc P, est héréditaire.

Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
4) On pose le changement de variable x = sin?(t)

a) On change les bornes

t=0=>x=0
. T
= - = =
5 =X
b) On calcule le dx
On sait que x: t = sin?(t) € ! ([O,ED et:

d
d_>t( = 2 sin(t) cos(t) = dx = 2 cos(t) sin(t) dt

¢) On remplace :

I
1

2
fxp(l —x)4dx = f(sinz (£)P(1 — sin?(t))9 2 cos(t) sin(t) dt
0

0



T
2
2]5 n?P*1(t) cos?at1(t) dt
0

1
X
(p + q) p+q+1
p
On en déduit donc que :
2
f sin?P*1(t) cos24t1(t) dt = 1 X !
(p + Q) p+q+1
0 p
Partie B : La limite
1) On sait que :
™ 1 . 1
vVt € [O; E] ,sin(t) cos(t) = Esm(Zt) 2
2) a) On sait que :

n

T
n 2
uy = Z f sin?k*1(t) cosk*1(t) dt
k=0 0

=0

Vn € N,

O\Nl:l

cos(t) sin(t) Z (sin%(t) cos?(t))k dt

Or on sait que :

1 s
vt € [0 5] ,sin(t) cos(t) < 5= Vvt € [0;—] sin?(t) cos?(t) = 1
On en déduit donc que :

— (sin? 2 n+1
Vte[o Z(sz(t)cosz(t))k 1 — (sin?(t) cos(t))

1 — sin?(t) cos?(t)

On en déduit donc que :

I

n 2 _ ) 2 n+1
Vn € N,Z ug = f cos(t) sin(t) <1 1(—Sl:in(2tc)0csos(22) >dt
k=0 0

SIE]

I

3 sin(t) cos(t) q ‘ cos(t) sin(t) (sin?(t) cos?(t))"+1
- J 1= (sin(D) cos@)Z j

1= GinOcos@)?
m 0 u
2
B f sin(t) cos(t) . J‘ gn(®) dt
~J 1 — (sin(t) cos(t))? 1 — (sin(t) cos(t))?
0 0
Avec g, définie par :
T
o]
n: 2 n+1
t ~ cos(t) sin(t) (sin®(t) cos?(t))
b) On sait que :
t t 2n+1 1
Vte[ ]0_ gn(t) <gn()s<) "
"2 1 — (sin(t) cos(t))? 17 \4 3
On en déduit donc que :
T L
2 2
0 < f gn(D)

2n+1
J 1 — (sin(t) cos(t))2 f

0
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Deplusona:

1 1 2n+1
X =dt = (—) X
3 4

2n+1

oA

Or on sait que :

6

l (1) —Ocars € ]-1;1]
im|7) =0cary ;
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :

T

2
t
1imf gn(t) dt=0
n
0

1 — (sin(t) cos(t))2

On en déduit donc que :

n g
. B sin(t) cos(t)
1‘3“};) Ui = Of 1= (sin(D cos ()2 "
3) a) On pose u = cos(2t)

a) Calcul des bornes
t=0=u=1

t T 1
= — = = —
> =u
b) On sait que u: t » cos(2t) est dérivable sur [0; g] et:
du
i —2sin(2t) = du = —2sin(2t) dt = —4 sin(t) cos(t) dt

1 1
= sin(t) cos(t) dt = — " X —4 sin(t) cos(t) dt = — 2 du

¢) On remplace :
On sait que :

.E 208 _ «in2(t) —
vVt € [0, > ,cos=(t) — sin“(t) = cos(2t)
= 1 — 2sin?(t) = cos(2t)

1 — cos(2t
= sin?(t) = +)
De méme on a :
cos(2t) +1
2 cos?(t) — 1 = cos(2t) = cos?(t) = %
On en déduit donc que :
T o 2 _ a4 1 — cos(2t)\ /1 + cos(2t)
vVt € [0, 3 ] ,1 — (sin(t) cos(t))= =1 3 >
1
=2 (4 — 1 + cos?(2t))
= G+u)
On en déduit donc que :
; -1 1 1
f sin(t) cos(t) dt — 4-[ —zdu B f du
1 — (sin(t) cos(t))2 3+uz ) 3+u?
0

b) On sait par parité que :
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De plus on sait que :

Ju

= f Tl =+v3 [arctan (i)]l = @
\/_

On en déduit donc que :

SIE|

sin(t) cos(t) dt = 1 du \/_T[ i
0fl—(sin(t) cos(t))? b= .f3+u2 9 33

De plus on sait d’apres la question 3 de la partie A que :
T

2

v(p,q) € Nz,f sin?P*1(t) cos?at1(t) dt = E
d 2(° e +a+

1

On en déduit donc que :

vk € N, uy = | sin®*1(t) cos?k*1(t) dt =

3

(Zk) 2k + 1)

On en déduit donc que :
n

1

n

T

lim —zlimZukz—
2k

" k=0(k)(4k+2) v, 3V3



