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Chapitre 8
Calcul de primitives

Dans tout ce cours K, désigne C ou R et [ un intervalle de R.
I) Intégrale d’une fonction sur un intervalle [a,b]

a) Intégrale d’une fonction positive

. . . .. 15
Définition : Soit fune fonction continue et positive sur un

intervalle [a; b] et Cr sa courbe représentative dans un Ce
repére (O ;A ;B). L'unité d aire est 1"aire du rectangle 1
OACB ou (1 ;1) dans le repéere (O ;A ;B), noté u.a.
L’aire du domaine D, délimité par Cy, 1’axe des abscisses lua -
et les droites d’équation x = a et x = b est appel¢ aire sous

la courbe Cr pour x €a; b]. On note : f; f(x)dx

Et se lit : « intégrale de a a b de f(x) dx ». _DT
olo

Exemple L.a.1 : On pose f(x) = %x +2

Déterminer :

4
1ff(x)dx

Remarque : Le choix de la variable dans la notation de 1'intégrale est libre, du moment que cela est cohérent :

b b b
ff(x)dxz ff(t)dt= ff(u)du

Définition : Par convention on a :

ff(x)dx =0

b) Calcul de ’intégrale

Propriété Lb.1 : Si fest continue et positive sur un intervalle [a; b], la fonction F définie sur [a; b] par

F(x) = f F(Odt

est dérivable sur [a; b] et a pour dérivée : V x € [a; b], F "(x) = f(x)

Exemple I.b.2 : Déterminer la dérivée de :
x
Vx€l[l;4],F(x) = j(o.St + 2)dt
II) Définition des primitives d’une fonction continue ’
a) Généralités
Définition (fonction de classe C¥) : On dit que /' I - K est de classe CX sur I si et seulement si :

e f estk fois dérivable sur I (f € Dk(l))

o U est continue sur [
De plus on dit que fest de classe C*® sur I si et seulement si f est de classe CX sur I pour tout k entier naturel.
Si f est continue sur I mais pas dérivable sur I on dit que f est de classe C° sur I
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Remarque : Les fonctions exponentielles, logarithmes, polyndmes sont C* sur leur ensemble de définition.
Exemple IL.a.1 : Déterminer une fonction de classe C° sur R mais pas de classe C* sur R.

Définition (Primitive) : Soit f: I - K est de classe C° sur I (ie que f'est continue sur I). On appelle primitive de f,
noté F, toute fonction de classe C! sur I dont la dérivée est f:
F € (1, K)
F'=f

Exemple I1.a.2 : Déterminer une primitive des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition :

(ROE G RoR et
fe x — x3 g: x+—cos(x) x-—>1+x4'

ATTENTION : Une primitive n’est jamais unique. Seulement a une constante prés. On a la propriété suivante :

Propriété I1.a.3 : Deux primitives d’une méme fonction sur I différent d’une constante.

Exemple I1.a.4 : Déterminer toutes les primitives des fonctions suivantes sur leur ensemble de définition :

]R—>£R§ R - R =510 - ]-1;1]
f: x g: { 5 . h: 1
X — x +— c0s>(x) sin(x) Xr— —
1+ x? 1—x?
Application Il.a.5 : On pose :
) { R* > R
x— xIn(x) —x
1) Montrer que F est une primitive de :
" lx = In(x)

2) En déduire I’'unique primitive de f telle que f(1) = 7.

b) Existence des primitives.

Propriété IL.b.1 : Soit /- I — K continue eta € I. On a alors :
e [ admet des primitives sur |

e fadmet une unique primitive qui s’annule en a :
I - R

F xn—>fxf(t)dt

e Pour toute primitive Gde f,on a :

Vxel,G(x)=G(a)+ ff(t)dt

Application I1.b.2 : On pose :
11, +0[ > R
: 1
fiy, s

x In(x)

Déterminer I’unique primitive de £ qui s’annule en e?

Notation de Leibniz : Soit f: I = KK continue. Alors une primitive générique de f'se note :

fx f(o)de

Elle est donc définie a une constante pres. Ce n’est donc pas une fonction !
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Exemple I1.b.3 : Déterminer :

\.x

edu
¢) Utilisation des fonctions a valeurs dans C
Définition : Soit /- I — C continue. On a alors :
x x x
ff(t)dt = f Re(f(1))det + if]m(f(t))dt
a a a

Exemple Il.c.1 : Soit A un réel non nul. Déterminer :
X

Application Il.c.2 : Déterminer une primitive de :
) { R->R
9% 1x > cos(3x) e5*

Remarque : Pour déterminer une primitive de fonctions de la forme : x +— cosP(x) sin4(x) ou p et q sont des entiers
naturels il convient mieux de linéariser.

Exemple Il.c.3 : Déterminer :
t

f cos?(x) dx

d) Primitives usuelles

(Voir formulaire)

ATTENTION : Soit f : I » Rtelleque: Vx €1, f(x) # 0.
On a alors :
f'(x)
fx)

dx =In(|[f))+C

-1
1
I = —dx
x
=3

Exemple I1.d.1 : Calculer :

e) Lien entre primitive et intégrale

Propriété IL.e.1 : Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. Soit F une primitive de f'sur
[a; b]. Alors :

b
[ reax=r@) - F@

Application Il.e.2 : On pose :
. R-R
9 {x — cos?(x)
Déterminer 1’aire délimitée par la courbe, 1’axe des abscisses et les droites d’équation x =0 et x =4n

Définition (extension de la définition) : Soit f'est continue sur un intervalle [a; b], de signe quelconque. Soit F une
primitive de f'sur [a; b]. On définit alors :

b
jf@ﬂx=mm—Fm)




Exemple I1.e.3 : Déterminer :
s

I = fsin(x) dx

-1
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Propriété Il.e.4 : Soit f'est continue sur un intervalle [a; b].On a :

b a
aff(x)dx = —bff(x)dx

III) Nouvelles techniques pour déterminer une primitive ou une intégrale

a) Intégration par partie

Propriété IIl.a.1 : Soit (f,g) € (C’l([a, b], K))Z. On a alors :

b b
f F1Og®dt = [FD 9O — f F(Og'©)dt

Application I11.a.2 : Déterminer :

3

f x sin(5x) dx
0
Remarque : On peut utiliser I’intégration par partie pour calculer des primitives :

Application I1l.a.3 : Déterminer :

u
t
f arctan(x) dx et f In(t) dt

b) Changement de variable

Propriété I1L.b.1 (changement de variable) : Soit f € C°(I, K). Soient ¢ € C1([a;b],I). Alors :

@(b) b
| e = [ fle@)e' @t
¢(a) a

On dit que I’on a effectué le changement de variable x = @(t).

Remarque : En pratique on n’utilise pas la formule sous cette forme, mais on décompose le changement de variable

en 3 étapes !

A retenir : On cherche a calculer :

b
ff(x)dx

On pose x = ¢@(t).
1) On trouve de nouvelles bornes en cherchant une solution aux équations :
{a =)
b= ¢(t)

2) On vérifie que @ est de classe C* sur un intervalle I & valeur dans [a ;b] et on calcule la valeur du dx

dx = ¢'(t)dt
3) On change les valeurs de x par ¢ (t) dans I’intégrale, ainsi que le dx et les bornes.
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Application II1.b.2 : Déterminer :

1
I=f\/1—t2dt
0

Application IILb.3 : Déterminer :

1
1—] e 4
T ) 1+4et
0

Remarque : On peut utiliser le changement de variable pour déterminer une primitive d’une fonction :
Soient @ € C1(J,1) et f € C°(1,KK). On a alors :

ff(éD(x))(p'(x)dx =F(p(x))+ CavecC e K
* o dt
,[ ch(t)

fdx
N

Application I11.b.4 : Déterminer :

Application IT1.b.5 : Déterminer :

IV) Primitives de fractions rationnelles

a) Décomposition en éléments simples

Définition : On appelle fraction rationnelle le quotient de deux fonctions polyndémes

Exemple : Les fonctions suivantes sont des fractions rationnelles :

2x+ 1 x3—3x2+1
XD —

x+3 x*+5x2+3

X —>

Propriété IV.a.1 (Décomposition en éléments simples) : Soient (P, Q) € R[X]? tel que :
i(my,..my) € (N*)",3(ay, ...,a,) € N” (deux a deux distincts),

Qe = Jec—apm
k=1

Alors il existe Ay 1,412, s A my» 22,15 - Ao mys A3,15 -, Apm,, Scalaires de K tels que :
P(x A A A A A
F(x): ( ) = 11 L2 ves ¢+...+ n1 + .- __nmn
Qx) x—a; (x—ay)? (x —a))™ X~ 0an (x —ay)™n
Exemple IV.a.2 : Décomposer en élément simple les fractions rationnelles suivantes :
2x+1
XD/ X —
f 1—x2'9 x(1 + x)?

Remarque : Si le degré de P est supérieur au degré de Q, il faut transformer la fraction rationnelle, nous verrons cela
dans le cours sur les polynomes

Application IV.a.3 : Calculer :
3

dt
f tt+D(t+2)

1
Application IV.a.4 : Déterminer une primitive sur |0; +oo[ de la fonction g suivante :
2x +1

g: x'_)x(1+x)2
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Remarque : On peut utiliser des complexes pour factoriser un polyndme sur R.
Exemple IV.a.5 : Factoriser : P(t) = 1 + t*

b) Cas des fonctions de degré 2

Soit (a,b,c) € R3,a # 0. On pose dans cette partie :
dx+e

X —
f ax?+bx +c

Propriété IV.b.1 : En fonction de la valeur du discriminant, un polyndme de degré 2 peut se factoriser ou non sur
les réels. On a donc 3 cas.

e A=b? —4ac > 0. On a deux racines distinctes x; et x, réelles :
dx +e

a(x —x)(x —x3)

f:x|—>

On décompose alors en éléments simples.
e A= b? — 4ac = 0. On a alors une racine double :
dx +e dx +e d'
fax2+bx+c x= (x—xl)zdx_x—x1+c
e A=b?—4ac < 0.1ln’y apas de racine réelle. On se raméne a une forme canonique

f dx +e d_f dx+e d
ax2 +bx+c by2  —A X

a("‘%) Iz

Application IV.b.2 : Déterminer :
x+1 x+3 x—3

Fi(x)= | w—————dx F = | ————dx ;F = | ———d
1) Jx2—5x+6 * B fx2+4x+4 * i Fs(x) fx2+x+1 X
Application IV.b.3 : Déterminer une primitive de :

Flo) = 2x+1

x3 -1

Application IV.b.4 : Déterminer :
3

= [
) 1+tt

-3




