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Correction DM n°3

Exercice 1 : Un peu de complexes

On pose :
C\R - R
f: Im(z®)
“" Im@)
1) Déterminer I’image de 1 + i.
2) a) Résoudre 1’équation sin(0) = 0.
b) En déduire I’ensemble f~1({0}).
¢) Montrer que f n’est pas injective.
3) On va montrer dans cette question que f n’est pas surjective.
a) Rappeler la formule du binome de Newton.

b) On pose z = x + iy, (x,y) € R X R\{0}. Montrer qu’il existe un polyndome Q tel que f(z) = Q (3)

¢) Etudier la fonction suivante sur R x - 5x* — 10x? + 1.

d) En déduire la valeur de :
_ Im(z®) ~ [(Im(z%)
™= BRImes " (m y ‘CVR)
e) Déterminer f~1({m}).
f) Montrer que f n’est pas surjective.

1) On sait que :
imy 2 i5m 5 2
1+0)°= (x/ie?) =4V2e 7 = Im((1+1)°) = sin (Tn) = —4&% =—4

De plus on sait que Im(1 +1i) =i = (7m(1 + i))5 =Im@i®) =1
On en déduit donc que :

f(A+i)=-4
2) a) On sait que :

sin(0) =00 =nn,n€Z
b) On sait que :
{0} = {z € C\R,Im(z%) = 0}
On pose z = re'®. On a alors :
Im(z>) = r®sin(50)

On en déduit donc que :

nm
Im(z>)=0=sin(50) =060 =—,n€e’Z

5
De plusici z € C\R, donc 6 # km,k € Z
On pose A = {5k, k € Z} =I’ensemble des multiples de 5.
On en déduit donc que :

7oy = {Z € C\R,arg(z) = %,n € Z\A}

1) =0=s()

c)Ona:

Donc fn’est pas injective.
3) a) On sait que :
n
n n kpn—k
V(a,b) e C,Vn €N, (a+ b)" = Z (k)a b
k=0
b) On sait que :
(x +iy)> = x> + 5x*iy — 10x3y? — 10x2iy® + 5xy* + iy®
On en déduit donc que :
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5x*y — 10x2y3 + y°
e

flx+iy) =
¢) On sait que Q € C1(R) et :

_5 6)4 ~ 10 G)Z +1=0 (g) avec Q(X) = 5X* — 10X + 1

vx € R,Q'(x) = 20x3 — 20x = 20x(x? — 1)
On a donc le tableau de variations suivant :

r |00 —1 0 1 400

wl - 1§ =
+00 1 +o0
Q \_4/ \_4/

d) On en déduit donc que :

m= mn_-—-—=
ZeOR Im(z)"5

Im(z%) ,n<7m(25)
Im(z)>’

zZ € (C\]R) = —4
e)Ona:
fi({m}) ={z€e C\R, f(2) = -4} = {x + ix,x — ix,x # 0}
f) On sait que :
ffd-5n =90

On en déduit donc que f n’est pas surjective.

|Exercice 2 : Une bijection sur un sous-ensemble de (C|
Dans tout cet exercice on pose :

C\{-i}-C
f:{ zZ—1
271

1) Montrer que f réalise une bijection de C\{—i} dans un sous-ensemble de C & déterminer, puis déterminer une
expression de f~1(2).
2) Déterminer f~1(R) = {z € C tel que f(z) € R}.
3) Démontrer que 1’équation f(z) = z admet deux solutions distinctes.
4) Dans cette question on souhaite montrer que :
fHUN-H =R

a) Montrer que :

. 0\ i8
vO € R, 1 —e® = —2isin (E) ez
b) En déduire que :
vo e | ngn[f() 0 o 1
—=—=|.f@)=e Z=—""
2 @D
c¢) Démontrer que :
% EREIIQE] 7Tgn[tl 1
x ,3! ——;—| tel que x = ————
27 tan (3+5)

d) Conclure.
5) a) Soit n € N,n > 2. Rappeler les solutions de z™ = 1.

b) Résoudre 1’équation (f (z))n =1.

1) Soit z" € C. On résout :

f(z)zz’(:),z ' =z oz(1-iz)=i-72
iz—1
1cas:Si1—iz' =0
On sait que :
1-iz =07z =-i
Orona:

i—(-)=2i%0
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Onen déduitque f(z) = —ie=z€ P
2imeeag i1 —iz' #0
On a alors :
) i—z z'—i ,

&=z o= =g—71@
On en déduit donc que f est bijective de C\{—i} dans lui-méme et qu’elle est involutive : f~1 = f.
2) On sait que f~*(R) = {z € C\{—i},Im(f(z)) = 0}.
On pose z = x + iy, (%, y) € R?\{(0; —1)}. On a alors :

) x+ily—1)
f(x+l}’)=m
G+ -D)C@+D )

1+ y)? +x?
=+ D+x(y -1 —x +1—y?
(I +y)E+x? (1+y)2+x2

On en déduit donc que :
f@)eERe |z| =1 ze U\{-i}
3) On résout :

- l . 2 .
1=Z<=>lZ —-2z+1=0
Ona:A=4-4i2=8
On en déduit donc que I’équation admet deux solutions distinctes car A = 0. On ne cherche pas forcément les

solutions (Ce n’est pas demandé !).
Les voici tout de méme :

|(Zl ﬂ_,(\/— 1)
12:1 =Z<=>4 ou
Ikzz 2-l_ZX/_=—1(1+\/_)

4) a) On sait que :
- o, 16 16 0\ 6
Ve eER,1 —el® = ¢2 (e 2 —eZ) = —2isin(z)ez
b) On sait que :
o

VBE] n_Sn[ (1) = 0 o —i
212 'fZ'_e lZ—l_e
(:)Z(l—iele)=i—e‘9

Sz (1 - ei(9+%)> =i (1 + ei(6+g)>

Remarque : On peut aussi utiliser que :

elf _ e%r el + e_%r ei(g_%) X 2c0s (g + %)

f@)=eloz=f(e¥)oz=— = — =—
ei(zt0) _ 1 (i3+0) _ 4 el(7+1)2i5in (g ¥ %)
0 m
cos\5+ 7
D
i><sin(§+%)
¢) On pose :
g:0 - —1 pour@E] n 37r[
: B 0 m 272
tan(7+z



Page 4 sur9

On sait que g € D! (]—%; S%D et

vee] z. n[ ") = 1>< ! <0
2R T @)
Donc g est strcitement décroissante. De pluson a :
li o +Z =0t
gff‘g 24"
{ 0>-% = lim g(0) = +oo
Par composé g_, T
~cos(X) N 2
= 400 o>-=
XS0+ sin(X) >3
De méme on a :
(1 0 P
poar 2 &
{ pest = lim g(6) = —
Par composé g_,3_
cos(X)
= —00 9<3=
s sin(X) <%
Ainsi g est :
Continue sur ]— E; 3 —[
- 2’7 2
_ Strictement décroissante sur ]—% ;3 %[
1 [

D’apres le théoréme de la bijection, f réalise une bijection de ]—% ;3 %[ dans | lim_g(8); lim g (H)I =
0—>—— 6-3=
2 2
0>-= <3 [

On en déduit donc que :

cos (3 +5)
sin (3 +5)

/4
VxE[R,EI!BxE] X 2[telqueanc—

d) Il faut montrer que :
fHO\-H =R
On peut raisonner par double-inclusion :
1¢" cas : Montrons que f~1(U\{—i}) c R
Soitz € f~1(U\{—i}). On en déduit donc que :

36 € ]—E 31[ tel que f(z) = e'®
2°72
Donc d’aprés la question précédente :
0 m
—cos|5+
(3

sin(3+7)

fHU\-) c R

Ainsiona:

2me cqs : Montrons que f~1(U\{—i}) D R
Soit x € R. On sait d’apres la question précédente que :

— CoS (% + %)

ale, E]——— tel que x = 0. 7
in(Zx 4+ 2
sm(2 +4)

On a donc :

X = f(eiGX)
R c fH(U\{-i})

On a donc :
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5) a) On sait que :

2ikm
M=1eoz=en ke[0;n—1]
b) On sait que :
. s —cos(Gr+7)
(f(z)) =leof(z)=en &z= — aveck € [0;n — 1]
sin (S +7)

Remarque : L’énoncé est ici est mal fait ! La question 4) nous demande de montrer que :

fHU\=P =R

Dans les questions et 2 et 3, on a démontré que f était bijective, que f 1 = f et que f"1(R) = U\{—i}. On a donc :
fUR) = U\(—i} & f(R) = U\{-i} & R = £~ (U\{-i})
Donc il n’y a aucun calcul a faire. Ce que je viens de faire précédemment, nous ne pouvons le faire que si f est
bijective. Sinon on peut avoir f(A) = B et f~1(B) # A. Il suffit de prendre f:x ~ x2,A =[0;1] et B =[0;1]. Ona
alors :
flAy=Betf'(B)=[-1;1] # A4
Mais ici il n’y a aucun probléme !

‘Probléme : Approximation de \/ﬂ

Suite a une discussion en cours, Léa nous avait dit que nous pouvions calculer la valeur approchée d’un
nombre réel en utilisant la dichotomie. Ici nous allons voir une autre technique pour calculer une valeur approchée,
avec des tangentes. Cette méthode est appelée la méthode de Newton-Raphson.

I) Présentation du procédé

a) TVI
On pose la fonction définie sur [1; 2] par f(x) = x? — 2:
£ { [1;2] > R
e, x?-2
1) Etudier les variations de f sur [1; 3] et en déduire I’existence d’un unique o € [1; 2] tel que f(a) =0 :
ANae[1;2],f(a)=0
On écrit alors @ = v/2, mais si I’on utilise un symbole pour ce nombre, nous ne pouvons qu’en donner une valeur
approchée, car, nous le verrons plus tard, il est irrationnel.

b) Le procédé

Début du procédé : On pose uy = 2, Ag(ug; f (uo)) le point de la courbe d"abscisse ug et (T, . ) la tangente a la
courbe de f'au point d"abscisse x = u,.

De plus on pose u; 1’abscisse de 1’intersection entre (Tuo)et 1"axe des abscisses.

De méme on pose 4, (u1 i f (ul)) le point de la courbe d’abscisse u, et (Tu 1) la tangente a la courbe de f'au point
d’abscisse x = u4 et u, l'abscisse de 1’intersection entre (Tu 1)et 1"axe des abscisses. Construire u, sur votre figure
puis déterminer sa valeur.

On construit ainsi de proche en proche une suite (un) intersection de la tangente au point d"abscisse (Tun—l) et de 1'axe
des abscisses :

u, =1
{(un+1' 0) = (Tun) n (Ox)
2) Tracer sur votre copie Cr puis (Tu 0) et (Tu 1).
3) Démontrer que la suite (u,,) est définie par :
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u0=2

1 2
vneN u, 1 = E(u" + —)

un
4) Montrer par récurrence que : Vn € N,v2 < u,,4; < u,. En déduire la convergence de la suite (u,,).
5) Montrer que :

1 2
vn €N, u,q — V2 < E(u" - \/E)
6) En déduire que :

1
vn€Nu, —V2 < P
7) Déterminer la limite de la suite (u,,).
8) Combien de termes de la suite faut-il calculer pour avoir une approximation de v2 a 1071 prés.

9) Ecrire un programme Python qui permet d’obtenir une valeur approchée de v/2 4 10™™ ou n est choisi par
"utilisateur.

10) Si nous avions fait une dichotomie, en partant au départ avec un intervalle de longueur 1 (1 <2< 2),

déterminer le nombre d’étapes nécessaire pour avoir une approximation de v/2 a 107100,
1) On pose :

, {[1: 3] -R

e x?-2

f est un polynome donc f est dérivable et :
vx €[1;3],f'(x) =2x>0
On a donc le tableau de variation suivant :

|1 3
fiz) +
T
I /
—1

On a donc :

e f estcontinue sur [1; 3] car c¢’est un polynome

e f eststrictement monotone sur [1; 3]

e f change de signe sur [1; 3]
Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (ou son corollaire ou le théoréme de la bijection...), il existe un
unique a € [1; 3] tel que f(a) = 0.

2) _
F (L)

A(ug, f(uo))
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3) On a de méme :

(Tun) 2y = fup)(x —up) + f(Uy) = 2up(x —uy) + urzl — 2 =2upx — urZL -2
On en déduit donc que :

) ) up+2 1 up+2 1 2
2upx —up —2=0=>2uyx=u, +2=>x = 2, ZEX 0 =E<un+a>=un+1
On a donc :
1 2
(Up41,0) = (Tun) N (0y) = Upyq = E (un + _)
un

4) On étudie la fonction f: x — %(x + i) sur [1; 2]

f est dérivable sur [1; 2] par somme de fonctions dérivables et :

1o 1y _1(x*-1
Vxe[1;3],f'<x)=5(1—x—z)=‘<x )

2\ xZ

Or on sait que :
Vx>1,x—-1>0
On en déduit donc que f est croissante sur [1 ;3] :

T V2 2
g(x) +
3
2
q /
V2

On pose :

vneN, P, ="V2 <upyy <u, <2
Initialisation : On a :

uO = 2
{ 3=V2<u;<uy<2
ul ==
2

Donc la proposition P, est vraie.

Hérédité : Soit n un entier fixé. On suppose vraie P, : V2 < upy; < up < 2
On a alors :
3
V2 <upy <up <2= f(\/i) < flupyr) < fluy) < 5 = V2 <upyp < Uppq < 2 = P, estvraie
Conclusion : Py est vraie et P, est héréditaire donc d’apres le principe de récurrence, P, est vraie pour tout entier
naturel n :

vn € N,vV2 < Upp1 < Up

5)Ona:
1 1 1 2
VnEN,unH—\/E: E(un+u—n>—\/§=2—unx(u%+2—2\/§un)=2—un(un—\/§)
Or on sait que :
1 1 1 1 2
VnEN,un2ﬁ>1=—S1=>2—SE=VnEN,un+1—\/7SE(un—\/§)

un un
6) On veut montrer que :

1
VnEN,un—\/ESW

On peut le faire par récurrence :
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On pose la proposition Q, :

vneEN,Q, = "uy, — V2 < —5—

22“ 1
Initialisation : On a
—V2Z=2-42< 1
1 1 est vraie.
PPIEri T
Hérédité : Soit n un entier fixé. On suppose vraie Q,, : u, — V2 < 22“%
On a donc :
0= Un = \/— S 5o 22“ -1
2
= (un \/_) (22,1 1) (car x — x? est croissante sur [0; +0o0[)
On sait que :
1 2
VneNu,q —\/ZS—(un —\/E)
1 1
=>un+1—\/§S§(un \/_) _2(22,, 1)
Orona:
101\ 1 11 11 11
§<22n—1) =5 X (22"-1)2 ~ 2 X 22°x2-2 X 22012 T oantl_g

Donc Q41 est vraie.

Conclusion : Q, est vraie et Q, est héréditaire donc d’apres le principe de récurrence, Q,, est vraie pour tout entier
naturel n :

vn € N,u, — \/_—22“1

7) On sait que :
VneN,0<u, —V2 < —5— 571

Orona:
2
Vn € N, —/— 22n 1 2?
On sait que :
n 2
lim 2" = 4o (car2>1) = lim 2?2 =400 = lim — =10
n—+oo n-+oo n-+oo 22

D’apres le théoreme des gendarmes :
lim u, —vV2 =0

n—-+oo
On adonc:

lim u, =v2

n—+oo
8) On a vu précédemment que :

vneN,0<u, — \/__Zzn .
On cherche :

0<u,—+v2<107100
On résout :

—-100
S < 10

1
= 22"-1 > 10100 (car X = est décroissante sur ]0; +00[>

On peut résoudre cette équation a « tatons » si I’on ne connait pas la fonction In ou log.
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Sinonona :
22"—1 > 10100
= ln(ZZn‘l) > In(101°%) (car x = In(x) est croissante sur ]0; +oo[ ) = (2" — 1) In(2) = 100 (n(10)

=2">1 +M (carin(2) > 0)
- n(2)
100 In(10) ,
= [n(2™) = In <1 + W) (car x » In(x) est croissante sur ]0; +oo[ )
100 In(10
= nin(2) = ln<1 +M> — > ln(l + ln(Z() ))
- n(2) - n(2)
Or a la calculatrice on obtient :
n (1 + 100 ln(lO))
In(2) ~ 838
In(2) ’
11 faut donc 9 étapes pour avoir une valeur approchée a 10710 de v/2.
Ainsi uq est une valeur approchée de v2 a 107100,
9)
n=input("Quelle valeur de n pour une précision a 10”(-n)")
n=int(n)
u=2
m=0

fwhile (1/2*%*(2**m-1))>10**(-n):
u=1/2*(u+2/u)
m=m+1

print(u)




