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Correction TD 9

Partie A : Ensemble usuel de nombres

Exercice A1l : Déterminer les bornes supérieures et inférieures des ensembles suivants :

A={Eii;neN};B={%+(—1)“;nEN*} C={Vx—Ix|; xe N}

1)Ona:
n+5
={ ,neN}
n+1
On pose la suite (u,,) définie par :
Vn €N _n+5_1+ *
HESI =TT n+1

On en déduit donc que :

1 1 4
v EN, — :4( — ):— <0
n Up+1 — Up n+2 n+1 (m+1)(n+2)

Donc la suite (u,) est décroissante.

On en déduit donc que :
sup (=70 = max | |- ;n =uy =

+1
Deplusona:
| n+5_1_ 1+—_1
1rr1r1n_|_1—1rrlr11 1=
th

On en déduit donc que :

De plus la borne inférieure n’est pas un minimum car :

4
Vn € N, =14+4——>1
" Un n+1

2)Ona:
1
B = {H+ (-D™ne N*}
On pose la suite (u,,) définie par :
1
vn € N, u, = - + (="
On en déduit donc que :
1 1 1
VneEN,-1<-——1<-4+(-D"<-+1<2
n n n

On en déduit donc que la suite (u,,) est bornée par -1 et 2.
Ona:

1 1
Vn € N¥, =—+1<1+4+-
n Usn 2n+ + 2
On en déduit donc que :
3
VHEN*,OSUZH SE

Demémeona:

-1>-1

Vn € N,uZn+1 = 2n+ 1 =

On en déduit donc que :
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vne N, —-1<u, <

N W

On en déduit donc que :

sup ({% +(-1)"ne N*}) = max ({% +(-1)"%ne N*}) =u, = %

Deplusona:

hlrlnuzmrl = hlrln (Zn 1 1) =-1

On en déduit donc que :
1
inf({;+ (-1D™%ne N*}) =-1
De plus la borne inférieure n’est pas un minimum car :

1
VnEN,u2n+1=m—1>—1

Remarque : On peut faire un programme Python pour observer ’allure de la courbe de la suite (u,,) :

def courbe(n):

u=[]

a=[] e e e e e e e

for i in range(1,n): 107
u.append(1/i+(-1)**1i)
a.append(i) 0.5

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(a,u, "*r")

plt.show()

0.0 *

*
10 W I A

3)Ona:
C={Vx—Ix|; xe R*}
On sait que :
VxeER' ,x—1<[x]<x
On en déduit donc que :
VKERVX— x| <vVx—x+1
Or on sait que :
| 1 1
XETOO(&_X-F 1) = xlirfmx<ﬁ_ 1 +;) = —o0
On en déduit donc que :
inf({vVx—|x]; xR }) = -0
Deplusona:
vx € [0;1[Vx—|x] =vx <1
Vx—Ix] <vVx—-x+1
Onposef:>u—>&—x+1
On va étudier f sur [1; +oo[. On sait que D([1; +oo[) et :

vx > 1,f'(x) L L—2Vx
x =1, X) = —— = —

2vx 2vx
Or on sait que :

1 1
1—2\/§>0=>&<§=>x<Z

On en déduit donc que f est décroissante sur [1; +oo[. De plus on sait que f(1) = 1.
On en déduit donc que :
vx € R, v/x — |x]



On pose :
1

n+1

’ 1 :
vn €N, /u, — |uy] = 1—n—+1=>11rr1nun:1

Ainsi on peut en déduire que :
sup({Vx—Ix|; xe R*}) =1

vneN,u,=1-

On a alors :

Par contre on ne sait pas s’il est atteint !
On sait que :
vx € [0;1[Vx—[x] < 1
De plus on sait que :
f(1)=vV1-]1]=0
On en déduit donc que 1 n’est pas atteint sur [0; 1]. De plus on sait que :
vx>1,Vx— x| <1
On en déduit donc que la borne supérieure n’est pas atteinte et :
sup({Vx—Ix|; xe R*}) =1

On a les courbes suivantes :

y=+z—x+1
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Exercice A2 : Montrer les égalités suivantes :

-1;1[ = U [—1+%;1—ﬂ et[-1;1] = ﬂ]—1—%;1+%

neN* neN*

1) On veut montrer que :

o= e

neN*
On raisonne par double inclusion.
1 1
lercas: |-1;1[ c U [—1+—;1 ——]
n n
neN*
Soitx € |[—1;1[. On a donc :
-1<x<1
On pose :
[l
S EE
On sait que :

—[ ! J+1> !
S FT 1— x|

1 1
>-<1-x=2<1--<1
n n
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1 1
= — 1+ <x<1——

Jea) el k]

=3 EN*( —l
n n T+

;1] c U [_Hﬁ‘l_ﬁ]

neN*

1 1
2iéme cas : U [—1 +-—;1 ——] c|-1;1]
n n

neN*
1 1
X E U [—1+—;1——]
n n

neN*

1 1
= 3JIn € N*, x € —1+—;1——]
n n

On sait que :

1 1
=>EIHEN*_1<_1+HSXS1_H<1
=>x€]—1 1[

= U[ 1+— 1—1] cl-1;1]

neN*
On en déduit donc que :

1 1
—1;1[ = U [—1+—;1——]
n n
neN*
2) On veut montrer que :
1 1
[—1;1] = ]—1——;1+—[
neN*
On raisonne par double inclusion.
1 1
lercas: [-1;1] c ﬂ ]—1 +—;1 ——[
n n
neN*
Soit x € [—1;1]. On a donc :
-1<x<1

On en déduit donc que :
1 1
VneN,-1-—-<-1<x<1<1+4+-
n n

On en déduit donc que :

Ainsi :

1 1
2iéme cas : ﬂ —1+—;1——[c[—1;1]
n n
neN*
On sait que :

1 1
X € ﬂ —-1-—=1+-
n n

neN*

1 1
=VneN, -1-——<x<1+-
n n

1
=>VnEN*,|X|<1+H

On raisonne par 1’absurde. On suppose que x & [—1; 1].
Ona:



x| —1
xe’t‘[—1;1]=>|x|>1:>|X|>1+|| = |x|>1+ >
x| — 1
On pose :
=+
T
On a alors :
2 1 |x|—1 1 x| —1
n > =-< =14+-<1+ < x|
x| —1 n n

On obtient une contradiction avec le fait que :
1
vneN x| <14+—
n

On en déduit donc que :

1 1
X E ﬂ]—l——;1+—[=>xe[—1;1]
n n

neN*
Ainsi :
1 1
ﬂ ]—1 +—;1——[C [—1; 1]
n n
neN*
On en déduit donc que :
1 1
ﬂ ]—1 +—;1——[= [—1;1]
n n
neN*

Page 5 sur 58

Exercice A3 : Déterminer les ensembles :

= ()= 2= Uneen

neN* nez

1) On veut montrer que :

On va raisonner cela par double inclusion.

lercas: [—1;0] c ﬂ [—1;%]

neN*
Soit x € [—1;0]. On a alors :

1 1
XE[-1;,0] =>VneEN,-1<x<-=XxE€ ﬂ [—1;—]
n n

neN*
e ()[4

neN*

On a donc :

28me cas : Npen [—l;ﬂ c [-1;0]
Ona:

On raisonne par 1’absurde.
On suppose que X & [—1;0]. On a alors :

On a alors :

Contradiction car :




1
vVn e N, x < —
n
On en déduit donc que :
1
XE ﬂ [—1;;] = x € [—1;0]
neN*
On en déduit donc que :
1
ﬂ [—1;—] cx€[-1;0]
n
neN*
On en déduit donc que :
1
(]-15] =0
n
neN*
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2) On veut montrer que :

On va raisonner cela par double inclusion.

lercas: {0} c ﬂ ]—%,%[

neN*
Soit x € {0}. On a alors :

1 1 11
xeEf{0}=x=0=VneN,—-<x<-=xE€ ﬂ]——;—[
n n n'n
neN*
On a donc :
o)}
neN*

" 11
2°m¢ cas : Npen ]_H; H[ c {0}
Ona:

1 1 1

X € ﬂ]—— —[=>VneN* ——< X< — =>VnEN* |x|<—
neN*
On raisonne par 1’absurde.
On suppose que x # 0. On a alors :
x| >0
On a alors :
x| 0 ! > ! 0
|X|:>'EF >0=x >’j2j _-lJ%J +-1:>
x| Llx]

Contradiction car :

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :

11
NiYeo
n'n
neN*
On en déduit donc que :
Nlil-o
neN*

3) On veut montrer que :



K=U[n,n+1[ =R

nez
On raisonne par double inclusion

1cas : Upez[n,n+ 1] c R
On sait que :

Vne€Z [nn+1l[cR= U[n,n+1[ cR
. nez
2 cas: R € Upez[n,n+ 1]
Soit x € R. On sait que :
x| <x<|x]+1
= 3dn€Zn=|x]),n<x<n+1

= XE U[n,n+1[
nez
= RcC U[n,n+1[
nez
On en déduit donc que :
R = U[n,n+1[
nez
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Exercice A4 : Soient A et B deux parties non vides majorées de R.
a) Montrer que :

AcB=supA<supB
b) Montrer que AUB admet une borne supérieur et déterminer sup(A U B)
¢) Montrer que A N B est majorée. Peut-on déterminer sup(A N B) ?

a) Soit (A, B) € P(R)? tel que A € B. On a alors :
Va€eAa€EB
= Va € A a < sup(B)
= sup(A) < sup(B)
b) On sait que A et B deux parties non vides majorées de R. On en déduit donc que :
3(a,b) € R?,sup(A) =aetsup(B) =b

On en déduit donc que :

X €A

VX € AUB,{ ou = x < max(a,b)

X €B

On en déduit donc que A U B admet une borne supérieure et :

sup(A U B) < max(a,b)
Réciproquement on sait que :

max(a,b) < sup(A U B)
On en déduit donc que :

sup(A U B) = max(sup(A), sup(B))

c)1cas:ANB=20
Alors A N B est vide donc on ne peut pas parler de majorant !
2mecas:ANB# @
On a alors :
x < sup(A)
x < sup(B)
Cependant on ne peut pas exprimer sup(A N B) en fonction de sup(A) et sup(B).

Par exemple on pose A = [0;1] U [2;3] et B = [O;%] U [4;5]

On a alors :

XEANB= { = x < min(sup(A), sup(B))

1
sup(A) = 3,sup(B) =5 etsup(ANB) = >
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Exercice A5 : Montrer que :
Vxy) ERLx<y=|x| <yl
Vxy) ERIx]+1yl <Ix+yl < x| +lyl +1

lyl<x<y (IxI =lyl
V(X,y)E]RZ,XSy=>{ ou :>i ou = [x|] =<yl

x<lylsy x| <lyl
On en déduit donc que :
V(xy) ER,x<y= x| <|y]
De méme on sait que :
V(xy) ER?|x+y|l =max({n€Zn<x+y})
Or on sait que [X] + |y] € {n € Z,n < x + y}. On en déduit donc que :
V (xy) €R? [x] +lyl < [x +y]
De méme on a :
V(xy) ER,x = x| + &, €[0;1[y = lyl + €, €5 € [0;1]
=x+y=Ix]+ |yl + e +e,6+€ €[0;2]
= Ix+yl = |Ix] + Iyl + e + & | < x] + Lyl + [ex + €| < Ix] + 1yl + 1

On en déduit donc que :
V(xy) ER? x|+ 1yl < [x+yl < x| +y] +1

Exercice A6 : Montrer que :

V x € [0; +oo, |x] = EJ + lX; 1J

Soit x > 0. On va distinguer deux cas.
1¢" cas : [x] est pair.

X 1 X
EIkeN,[xJ=2k@2k$x<2k+1@k£§<k+5@IEJ=k

De méme on a :
JkeN,|x] =2ke 2k<x<2k+1
S 2k+1<x+1<2k+2
1 x+1
<:>k<k+EST<k+1

‘:’[X-l_lj_k
5 =

On en déduit donc que :

- B[4

21me ¢cag : |x| est impair
1 x
EIkEN,[XJ=2k+1<:>2k+1SX<2k+2<:>k<k+ES§
De méme on a :
JkEN,|x] =2k+1 < 2k+1<x<2k+2
S 2k+2<x+1<2k+3

ke1<Xt )3
@ [ —
- 2 2
x+1
4:)[ 3 J=k+1

On en déduit donc que :

[xJ=2k+1=EJ+lX—|2_1J

Dans les deux cas on a démontré que :

<k+1<:>EJ:k
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= 3]+ 5]

Partie B : Suites numériques — Monotonie et définition

Exercice B1 : Ecrire les suites qui correspondent aux programmes Python suivant :

Y Olas | B@El iege b E B @S a-o- == lesBE gkt T =)
1def masuite(n): ldef masuite(n):
3 for i in range(1,n+1): ° for 1 in range(2,n+l):
4 a.append(3*a[i-1]+2) a.append(a[i-2]+a[i-1])
i 5 return 4
5 return d

1) On peut faire un tableau.
Ona:
Uy = 2
{Vn €N, uyyq =3u, +2

2) De méme on a :

{ u=1=u

Vn € N,uy.o = upeq +uy
C’est la fameuse suite de Fibonacci !

Exercice B2 : Déterminer le sens de variation des suites suivantes :

N - R
N—>]R' n
u: n  y: n
R n'_)z:n2+k
k=1

1) On sait que :
vneN,u, >0

On a de plus :
u n+1) e n+1
vn € N, n+1 — ( ) -
up ent+l n! e
Or on sait que e € |2; 3[. On en déduit donc que :
u
VneNn=>2—2>1
ul’l

De plus comme (uy,) est positive on en déduit donc que :
Vn > 2,u,4q > Uy,
La suite (uy,) n’est donc croissante qu’a partir du rang 2 !

2)Ona:
n+1 n
vn e N* _ n+1 n
" Vit TV T 2 )2 4k n2 +k
k=1 k=1
n
_Z( n+1 n )+ 1
- ~ (n+1)2+k n2+k/ n+2
Or on sait que :
n+1 n m+1M?+k)—n((n+1)%+k)
vk € [1;n], — =
(n+1)2+k n?2+k ((n+ 1)2+Kk)(n? +k)
k—n%?—-n

T+ D20 K
On en déduit donc que :




k—n? —n k—n?—n

VkE L] e T e+ B - (@ + D2+ M + )

On en déduit donc que :
2

. . n+1 n . k—n“—n
vnEN'Z((n+1)2+k_n2+k>22(((n+1)2+n)(n2+n)>

k=1 k=1
n

1 n
> k———7——
((n+ 1)2 4+ n)(n? +n)kZ1 nZ+3n+1
1 n

> —
~2(n?+3n+1) n?2+3n+1

On en déduit donc que :

1 n N 1
2(n2+3n+1) n?+3n+1 n+2
>n2+3n+1—n2—2n
T (m+2)(n?+3n+1)

- n+1
" (Mm+2)(n?+3n+1)
>0

vn € N vy g — vy 2

On en déduit donc que la suite (u,) est croissante.

Remarque : On peut (et on va montrer dans la partie suivante) que la suite (u,,) converge. On a :

1 1
vk € [1;n], < <
| n]]n2+n n24+k " n?2+1
2 n 2

n n n
= SE <
nZ +n n24+k " n?2+1

k=1
De plus on sait que :
2 1
lim = lim —= 1
n-+on4“ +n n—>+oo1+H
De méme on a :
2 1
lim =1
mBRnn24—1 n—+oo 1
1+ 3z

D’aprées le théoréme des gendarmes on en déduit donc que :
n

I Ny
Jim >

k=1
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Partie C : Limite d’une suite

Exercice C1 : Déterminer les limites des suites suivantes, avecn E Nyn #0etn#letx € R:

n3 + 5n a” — b"
1)un=vn+1—\/ﬁ 2)un= 1 3)un=n—bn
5n3 +cos(n)+F al +

,(a,b) € (R*)?

2n+1

1 L
D e Om=) e
“~ nZ +k ] nZ +k

n

1 n
Dup=— > ke 5)uy =
k=1
1

Nup=V2+ (D2 Bup=(142) uy= (In@)i 10)u, = (sin (%))l“(“)

1) On sait que :
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1
vhneN,vn+1—vVn=————
vn+1++/n

De plus on sait que :
lim(Vn+1+4+vn) =40 =lim(vn+1—-+vn) =0
n n

[lustration avec un programme Python pour les 20 premiers points :

def u(n):
import math as m
return (m.sqrt(n+l)-m.sqrt(n))

104 +

0.8 1

def tracecourbe(n):
abscisse=[i for i in range(n)] 0.6
ordonnee=[u(i) for i in range(n)]
import matplotlib.pyplot as plt

0.4 4
plt.plot(abscisse,ordonnee, "*r') .
plt.show() .,
0.2 4 Yow .,
L e
modulel T
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5
2) On sait que :
5
n + 5n 1+ nZ

vn € N*, =
5n3+cos(n)+? 5+ 3 +=

De plus on sait que :
cos(n) _ 1

1
Vne N, ——< <—
n3 n3 n

De plus on sait que :
cos(n)
3

1
limF =0=lim = 0 (d'apres le théoreme des gendarmes)
n n

De plus on sait que :

o5 1
lim— =lim— =0
n n n n
On en déduit donc que :
. n3 + 5n 1
m ==
n 1 5
5n3 + cos(n) + =z
def u(n):
import math as m os{ ¥
return ((n**345*n)/(5*n**3+m.cos(n)+1/n**2))
0.8 1
def tracecourbe(n,premierterme,limite): 07 4
abscisse=[i for i in range(premierterme,n)]
ordonnee=[u(i) for i in range(premierterme,n)] 0.6
import matplotlib.pyplot as plt
axes = plt.gca() 05 1
plt.plot(abscisse,ordonnee, "*r') ] *
plt.plot([@,20],[limite,limite], g") o
plt.text(-1, limite, r'y="+str(limite)) 034 *
axes.xaxis.set_ticks(range(n)) .,
plt.show() 0.2 =02 LA B R N
012345678 910111213141516171819
% €[> +Q|=

3) 1l faut distinguer les cas.
1¥cas: a=b
On a alors :
vn €N, u, =0 =>lilrlnun =0

2itme pas:a < b
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On a alors :

n
+5\2 n_bn:(%) -1
) € R G = v

De plus on sait que :
n

0<%<1=>1i1£n(%) ~0

On en déduit donc que :

limu, = -1

n
Jmecas:a>b
On a alors :

b n
2 a"—pr _1- (5) : _(by"
V(a,b) € (Rt*)?, " = == limu, = 1 carlim (—) =0
+ bn 1 b n n \a

+(3)

[llustration Python aveca = 2etb=1puisa=1etb =2

i Nouveau Fichier.. i B¥ ) 1 i%) Figure 1 (=% [R5

def u(n,a,b):
import math as m
return ((a**n-b**n)/(a**n+b**n)) 1.0 1 PR B

def tracecourbe(n,premierterme,limite): 0.8 4
abscisse=[i for i in range(premierterme,n)]
ordonnee=[u(i,2,1) for i in range(premierterme,n)]

import matplotlib.pyplot as plt 0.6 *
axes = plt.gca()
plt.plot(abscisse,ordonnee, "*r") 0.41
plt.plot([©,20],[limite,limite], 'g") *
plt.text(-1, limite, r’'y="+str(limite))
axes.xaxis.set_ticks(range(n)) 0.2
plt.show()

001 *

L s e e e e e e AL S
012 3 456 7 8 910111213 141516 1718 19

el all lmlall ol
L B Euiton e ¥ Figure 1 [E=8E=H = I
{ Nouveau Fichier.. | B
def u(n,a,b):
import math as m ool =
return ((a**n-b**n)/(a**n+b**n))
def tracecourbe(n,premierterme,limite): —0.24
abscisse=[i for i in range(premierterme,n)] .
ordonnee=[u(i,1,2) for i in range(premierterme,n)] o4
import matplotlib.pyplot as plt
axes = plt.gca()
plt.plot(abscisse,ordonnee, '*r") —0.61 *
plt.plot([©,20],[limite,limite], 'g")
plt.text(-1, limite, r'y="+str(limite)) o4 N
axes.xaxis.set_ticks(range(n)) .
plt.show() - .,
1.0 ¥=4 * g
012345678 910111213141516171819
# €3 +Q=

4) On sait que :
vn € N*,vx € R,Vk € [1;n],kx — 1 < |kx] < kx

n
1
Vn € N, Vx € R, — Z(kx—1)<—z kx| < Z(kx)
k=1
n n n
12(1( 1)_12@{){) 121_n+1 1
n2 x " n? n2 " 2n X n
k=1 k=1 k=1

On en déduit donc que :

De plus on sait que :

Demémeona:
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n
1 n+1
Fz(kx) "~ 2n X
k=1
Or on sait que :
n+1 1
lim =11m<1—|——)=1
n n n n

On en déduit donc que :

1vx x 1
hm—Z(kx—l):—:hm—Z(kx)
n n? 2 n n2

k=1 k=1

On en déduit donc d’aprés le théoréme des gendarmes que :

lim 2 N kx| = =
m ) lkd =5
k=1

[llustration Python avec x = 6.

151 Figure1 [E=3 Bo ]
import math as m
v=0 6.0 *
for i in range(l,n+1):
v=v+int (i*x) >3
return v/n**2
5.0 A
def tracecourbe(n,premierterme,limite):
abscisse=[i for i in range(premierterme,n)] 451 *
ordonnee=[u(i,6) for i in range(premierterme,n)]
import matplotlib.pyplot as plt 4.0 1 *
axes = plt.gca() .
plt.plot(abscisse,ordonnee, "*r') 3.5 4 * .
plt'plot([@)n])[limite:limite]) Yg'} *t**"*t&***w***w*&w**
plt.text(-1, limite, r'y="+str(limite)) 30 ¥=2
axes.xaxis.set_ticks(range(n)) 0123456 78 91011121314151617181R 2 1272 225262 72629
plt.show()
# €[> #Q|=

5) On sait que :

1
< <
Vvn2+n vVn2+k VnZ2+1

2n+1 2n+1 2n+1
1 1 1
S e
= n?+n = n? +k = nz+1
2n+1

2n+1 1 2n+1
=——x <
vnZ+n & yn?+k  VnZ+1

vn € N*,vx € R,Vk € [1;n],

Or on sait que :

1
i 2n+1 i 2+4 )
im——=lim——=—=
nvnZ+n n [ 1
1+ﬁ
Demémeona:
1

: 2n+1 . 2+ .

1m = lim =

nvYn2+1 n 1
J1tez

D’apres le théoréme des gendarmes on en déduit donc que :
2n+1

1
lim E _
no vnZ + k

2
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def u(n):
import math as m -
v=0 2.00 ¥= FPI I B
for k in range(1,2%*n+2): -
v=v+1l/(m.sqrt(n**2+k)) -
return v 1937
-
def tracecourbe(n,premierterme,limite): Lo
abscisse=[i for i in range(premierterme,n)] )
ordonnee=[u(i) for i in range(premierterme,n)]
import matplotlib.pyplot as plt Les 1
axes = plt.gca()
plt.plot(abscisse,ordonnee, "*r")
plt.plot([@,n],[limite,limite], "g") 1.80 4
plt.text(-1, limite, r'y="+str(limite)) -
axes.xaxis.set_ticks(range(n)) I O e S S P SR
plt.show()
# € Q=B

6) On sait que :

1
vn € N*,vx € R, Vk € [1;n?], <
Vvn2+n VnZ+k
n? 2n+1
1 1

=) ===, =

= n% +n = nZ +k
2n+1

nZ
- —

1
<)
ViZrn o & Vi rk

Or on sait que :

lim " i
1m = 11m = ee]
nvYnf+n 141

n

D’apres le théoréme de comparaison on en déduit donc que :

nZ
Y
im ) ——=
no n? +k

+ oo
def u(n):
import math as m 16 J N
v=0 -
for k in range(1l,n**2): 14 4 *
v=v+1/(m.sqrt(n**2+k)) *
return v 12 L
*
def tracecourbe(n,premierterme): 10 1 *
abscisse=[i for i in range(premierterme,n)] . *
ordonnee=[u(i) for i in range(premierterme,n)] 81 .
import matplotlib.pyplot as plt o *
axes = plt.gca() i *
plt.plot(abscisse,ordonnee, "*r') al . *
plt.show() .
Py -
*
04 *
25 5.0 75 100 125 150 175
# €3] +Q=]
7) On pose :
1 1
= —In(2+(-1)"
vn € N*,u, = (2 + (—=1)Mn = en PEFEDD
On sait que :

VneEN,1<2+ (-1)" <3
= 0<In(2+ (—1)") < In(3) carlnest croissante sur [1; 3]

On en déduit donc que :
3
VneEN",1<u,<en

Or on sait que :
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3
limen =1
n
On en déduit donc d’aprées le théoréme des gendarmes que :

limy2+ (-1 =1
n

def u(n):

import math as m

return ((2+(-1)**n)**(1/n)) 17 >
def tracecourbe(n,premierterme,limite): 1.6

abscisse=[i for i in range(premierterme,n)]
ordonnee=[u(i) for i in range(premierterme,n)]
import matplotlib.pyplot as plt

axes = plt.gca()

1.5

1.4 4

plt.plot(abscisse,ordonnee, '*r') 134 *
plt.plot([@,n],[limite,limite], 'g")

plt.text(-1, limite, r'y="+str(limite)) 1.21 *
axes.xaxis.set_ticks(range(n)) Y.

plt.show() 1 e .,

1.0 =1

— T T T T T T T T T T T T T T T T T
012345678 910111213141516171819

al all aleml. —

8) On sait que :
X\ X
Vn € N, Vx € ]—n; —I—OO[, (1 + —) = enln(1+n)
n

On va démontrer le résultat suivant :

Lemme : Montrer que :

X
vx > —1,X+—1S In(1+x) <x

1ir¢ jnégalité : Montrons que :
X
11— <
vx > 1’x+1 <In(1+x)
On pose :
{ ]—1,+o[->R
- X
X P X+—1 - 11’1(1 + X)
On sait que f est dérivable sur | — 1; +oo[ (f € D(-1; +00[)) et:
(x+1)—x 1 =
(1+x)? 1+x  (1+x)2

vx > —1,f'(x) =

On en déduit donc le tableau de variations suivant :

-1 0 4+
F@] + 0 -

AN

De plus comme f(0) = 0 on en déduit donc que :
vx > —1,f(x) <0
On a donc :

X
v —-1,——<In(1
X > ,X+1_n( +x)

2iéme jnégalité : Montrons que :
vx > —1,x = In(1 + x)
On pose :
(]=1,4o[>R
{Xl—)X—ln(l-l-X)
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On sait que g est dérivable sur | — 1; +oo[ (g € D(]—1; +o0])) et :
1 X
V > _1 ! = 1 - =
X 8/ () 1+x 1+x

On en déduit donc le tableau de variations suivant :

r |=1 0 +x
glr)| — (b +

g \0 y

De plus comme g(0) = 0 on en déduit donc que :
vx>—-1,g(x) =0
On a donc :
vx > —1,x = In(1 + x)
On a donc :

X
Vx > —1,X+—1S11’1(1+X) <X

On en déduit donc que :

=1

X X
Vn € N*,V X €] — n; 400, S]n(1+ﬁ)s_
n

1

S
+

IA

X X
:>Vr1€N*,VXE]—n;+OO[—Snln(1+H) X

ETS!
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
_ X
hrrln nln (1 + H) =X
On en déduit donc que :

lim (1 +§) — ex

n

Ilustration Python avec x = 2

def u(n,x):
import math as m y=1.38905 3065
return ((1+x/n)**(n))

def tracecourbe(n,premierterme,limite): e
abscisse=[1i for i in range(premierterme,n)] | i
ordonnee=[u(i,2) for i in range(premierterme,n)] *
import matplotlib.pyplot as plt -
axes = plt.gca() 5 N
plt.plot(abscisse,ordonnee, ' *r") .
plt.plot([@,n],[limite,limite], 'g")
plt.text(-1, limite, r'y="+str(limite)) 4 *
axes.xaxis.set_ticks(range(n))
plt.show()

012345678 91011121314151617181R2@122232L 5262 72829

9) On sait que :

1 1
vn = 2, (In(n))n = enMUnM)
De plus on sait par croissance comparée que :

1
lim n() =0
n n
On en déduit donc que :
~In(In(n))  In(In(n)) In(n) ~ In(N)  In(n)
lim =1 X = lim 1 =0

= x lim
n n n  In(n) n N-+oo N n n
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On en déduit donc que :

1
lim(In(n))n =e® =1
n

def u(n):
import math as m
4 +*
return ((m.log(n))**(1/n)) L10 L ******
e,
def tracecourbe(n,premierterme,limite): 1.05 - ****«**«,,**
abscisse=[i for i in range(premierterme,n)] *
ordonnee=[u(i) for i in range(premierterme,n)] Loo d y=1

import matplotlib.pyplot as plt
axes = plt.gca()

plt.plot(abscisse,ordonnee, "*r") 09519
plt.plot([@,n],[limite,limite], 'g")
plt.text(-1, limite, r'y="+str(limite)) 0.90 1
axes.xaxis.set_ticks(range(n))
plt.show() 0.85
*
lI] i 2‘ 5‘} ill 5‘ é % é élIDllll‘Ell31‘41I51‘61I71‘81I32‘l]2I12‘22I32IQI52I52ITZI32‘9

10) On sait que :

De plus on sait que :

wn= 2n(sin(2)) = n (nsin (1)) - 1o
in(sin(5)) _n(nsin(g))

= Vn > 2, =
n In(n) In(n)
Or on sait que :
. (1
sin(x 1 s\ =
lim ) =1= limnsin(—) = lim—<n): 1
X—0 X n n n

1
n
De plus on sait que :
limln(n) = 400
n

On en déduit donc que :

M <sin (1))ﬁ =e!

= et —
hrrln In(n) 0 hrEn
def u(n):
import math as m —an7El944117144253
return ((m.sin(1/n))**(1/m.log(n))) Ler T
0.365 *
def tracecourbe(n,premierterme,limite):
abscisse=[i for i in range(premierterme,n)] *
ordonnee=[u(i) for i in range(premierterme,n)] 0.360

import matplotlib.pyplot as plt
axes = plt.gca()
plt.plot(abscisse,ordonnee, "*r’) 0.355 4
plt.plot([@,n],[limite,limite], g")
plt.text(-1, limite, r'y="+str(limite))

axes.xaxis.set_ticks(range(n)) 0.3501
plt.show()
*
012345678 5101112131415161718 19
Exercice C2 :
1) Montrer que :
XZ

VX €R,|sin(x) — x| < >
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2) En déduire :
N (K
lim sin (—2>
n—+oo n
k=1
1) Il faut montrer que :
x? x?
VX € R,—7S sin(x) — x S7

Dans un premier temps nous allons démontrer le résultat suivant :

Lemme :
vx € Rt,sin(x) —x< 0
Vx € R7,sin(x) —x =0

ler cas: x € RT
On pose :
) Rt - R
& {X ~ sin(x) — x
On sait que f est dérivable sur R* et :
vx € RY,f'(x) = cos(x) —1 <0
On a donc le tableau de variation suivant :

xr |0 +oC
fl) -

T

f(x) -

On en déduit donc que :
vx € Rt,sin(x) —x< 0
2iémecas : x < 0
On sait que :
vx < 0,sin(—x) — (—x) <0

= Vx < 0,sin(x) — x = 0 (par imparité de la fonction sinus)

On en déduit donc que :
vx € R, sin(x) —x <0
vx € R7,sin(x) —x =0

On en déduit donc que :

X2

VXZO,Sin(X)—XSOS?

X2

vx < 0,sin(x) —x>0> sy

Nous allons a présent montrer que :
2

X
VXER+,sin(x)—x+?2 0

2
On pose f:x = — X? — sin(x) + x. On sait que f € C?(R™) et :

Vx> 0,f'(x) =—x+1—cos(x) =f"(x) =sin(x) —1<0

On en déduit donc le tableau suivant :
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r |0
/@)
0

A
T

)
!
Jlx)

D’apres les variations de la fonction f on en déduit que :

0

2
X
vx=>0,f(x) <0=Vx>0,sin(x) —x=> ——

2
On en déduit donc que :
: (—x)?
vx < 0,sin(—x) — (—x) = — >
<2
= Vx<0,—sin(x) +x > 5
<2
= Vx <0,sin(x) —x < >
Ainsi on a démontré que :
2 2
X X
VX € ]R,—7S sin(x) —XS7
On en déduit donc que :
2
X
Vx € R, [sin(x) — x| < >
2) D’apres la question précédente on sait que :
vn € N*,Vk € [[1 (k) k<k2
n € N, [Lnl{sin{ 5 )~ 5| <73

On en déduit donc que :

k? k [k 2k
VneN*,Vke[[1;n]],—2—+pgsm(n—)g—+—

4 2 4 n2
n n n
i k? k ~/k k? k
:VHEN'Z —W-FE SESID(E)SZ F-FE
k=1 k=1 k=1
Or on sait que :
n n n
vn € N* 2 K 5 i Py X
n ’ 2n*  n%2/ 2n* n2
k=1 k=1 k=1
_ n(n+1)2n+1) N n(n+ 1)
- 12n4 2n2
~(m+1)@Zn+1) n+1
a 12n3 2n
Demémeona:
z“: k2+k __@+D@n+1) n+1
2n* n%2/ 12n3 2n

k=1
On en déduit donc que :

Vn € N*, —

(n+1)2n+1) n+1<zn: _ (k)<(n+1)(2n+1) n+1
12n° 2n - LT 12n° 2n
Or on sait que :
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1 1
L +DE@n+D (1+3)(2+3)
T 1203 - 12n
1
n+1 I+5 1

li =i —
Mon T T T2

On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
N (K L
. Z s (F) T2
k=1

0.5 ¥=05

=0

def u(n):
import math as m
v=@
for k in range(1,n):
: v=v+m.sin(k/n**2) 0.4 ] o
return(v)

ok ok ok
********tt**
*
*

def tracecourbe(n,premierterme,limite): 031

abscisse=[1 for i in range(premierterme,n)] *
ordonnee=[u(i) for i in range(premierterme,n)] 0.2
import matplotlib.pyplot as plt
axes = plt.gca()
plt.plot(abscisse,ordonnee, "*r")
plt.plot([@,n],[limite,limite], 'g")
plt.text(-1, limite, r'y="+str(limite)) 004

axes.xaxis.set_ticks(range(n)) 0123456 78 9101112131415161 7181 R R D25 6 2829
plt.show()

0.1 A

[y ala o 1=

Exercice C3 (moyenne de Cesaro) : Soit (up),en*. On pose pour tout

u1+u2+"'+un

1
vn € N*, v, = —Z Uy =
n
k=1
1) Montrer que si (uy,) est monotone, alors la suite (v,,) est monotone et de méme sens que (uy,).
2) a) Montrer que si (uy,) converge vers 0, (v,) aussi. Que pensez-vous de la réciproque ?

b) Montrer que si (u,,) converge vers? € R, (v,,) aussi.

n

¢) Montrer que si lim(wy,; —w,) = 0, alors lim% = 0. Donner un exemple d’une telle suie qui ne soit pas
n n

convergente.

I)Ona:
u; +u; +--+u, +upp; U Uy +-tuy
Vn € N*, v -V, = —
n+1 n n+1 n

=VneN, (n+ Dn(vyy; —vy) =n(uy +uy + - +u, +upp) —(m+ D(uy +uy + -+ uyp)
= NUpyg — (U +up + -+ uy)
n

= (s —w)

k=1

1¢" cas : (u,) est croissante
On a alors :
vn € N*,Vk € [1;n], up41 = ug

n
= VneN, (n+ Dn(vyy, —vy) = (Upy1 —uE) =0
k=1
= VneN v, —v, =0

Donc la suite (v,,) est croissante.

2itme ¢ag 2 : (u,) est décroissante

On a alors :

vn € N*,Vk € [1;n], up41 < ug




n
= VneN, (n+ Dn(vyy —Vvy) = (Upy1 — ) <0
k=1
= VneN vy, —v, <0

Donc la suite (v,,) est décroissante.
On en déduit donc que si (u,,) est monotone, alors la suite (v,,) est monotone et de méme sens que (uy)
2) a) On sait que :

lirEnun =0 Ve>0,Ing EN,Vn € N,n > ng, |u,| <€
On pose € > 0. On en déduit donc que :

U Fup U lug |+ + up,—1] . lun, | + -+ + lup]

dny € N,vn € N,n2n0,|

n n
_ [ug | + -+ |un0_1| N (n—ny+ 1)E
- n n

n

Or on sait que :

rrl|u1|+---+|uno_1| (n—n0+1):1

li = 0 etlim
n n n
On en déduit donc que :
. u1+u2+"'+un
Ve > 0,lim = <e
n

On en déduit donc que :
u; +uy + -+ u,
n

= 0= limv, =0
n

On en déduit donc que :
limu, =0 = limv, =0
n n
La réciproque est fausse. On trouve un contre-exemple.
On pose u, = (—1)"*?
On a alors :
u; +uy+--+u, 1

vn € N*,0 < <-=limv, =0
n n n

b) Dans cette question on suppose que (u,,) converge vers £. On pose la suite (w,,) suivante :
vn e N w, =v,— ¢

On a alors :
. u1+...un
Vn € N ,WH=T—{)
_upteeuy nd

n n
(U =)+ + (up — )

n
Or on sait d’apres la question 2) a) que :

lim(u, —¢) =0 = limw, =0 = lim(v, —¢) =0
n n n

On en déduit donc que :

limu, =4 = limv, =4

n n

c) Il faut penser a utiliser une moyenne de Césaro. On pose :

vn € N u, = wpq —wp
On a alors d’apres la question 2) a) :

) ) u1+"'+un
limu,=0=lim——— =0
n n n

Orona:

n
Uy = Z(Wk+1 —Wg) = Wpyq — Wy
1 k=1

n
vn e NY,u; + - 4+u, =
k=
On en déduit donc que :
u; +--+u Wpyp — W
VI’IEN*, 1 n_ n+1 1
n n
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De plus on sait que :
oougt 4 uy .owWy
lim————=0etlim— =0
n n n n
On en déduit donc que :

w
lim—*= =0
n n
De plus on sait que :

|Wn+1| > |Wn+1

n n+1
On en déduit donc que :
lim |23 = 0 = lim—"
n In+1 n n

Par exemple on peut poser :
vn € N,w, =+n
On a alors :

: L B L 1 _
hlrln(wn+1 —wy) = hlrln(\/n +1-+n)= lim <—m n \/ﬁ> 0

Pourtant on a :
limw, = +o0
n

Exercice C4 : Ecrire a ’aide des quantificateurs les propriétés suivantes :
1) La suite u ne converge par vers le réel £

2) La suite u ne diverge pas vers +oo

3) La suite u diverge

On vous apprend ici a écrire les négations de certaines propositions.
1) On sait que la suite (u,) converge vers ¥ si et seulement si :
Ve>0,3dny EN,Vn € N,n > ny, |u, — | <€
La négation devient :
de > 0,vn € N,3Iny EN,ny >n,|u, — | > €
2) De méme on a :
(uy,) diverge vers 4o si et seulement si :
VAe R,3dng €N, Vvn € N,n > nyu, >A
La négation devient :
JA€e R Vn€eN,Ing € N,n > nyg,u, <A
3) On sait que (u,,) diverge si elle ne converge vers aucun réel £. Avec la premicre question on obtient :
V¢ € R,Ve > 0,3n, € NVvn € N,n > ngp, |u, — | <€

Exercice C5 (régle de d’Alembert) : Soit (u,)neny € (R%)N. On pose :

u
vn €N, v, = ot

n
On suppose que v converge vers une limite £. Montrer que :

1) Si £<1, u converge vers 0
2) Si £>1, u diverge vers +oo
3) Que dire quand £ =1 ?

1) On sait que :
Un+1

lim =f<letVneNu,>0
n un
On en déduit donc que :

Up+1

dny € N,Vn > ng, <1=,Vn =npuy <u,
n

On en déduit donc que la suite (u,,) est décroissante a partir d’un certain rang.
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Comme elle est minorée par 0, elle converge vers un réel £' = 0.
Si €' > 0onaalors:

_Upyy
lim =—=
n up £
On obtient alors une contradiction avec le fait que :

1

. Up4q
lim

n un

<1

On en déduit donc que limu, =0
n

2) On sait que :

Up+1

lim =¢>1letvneN,u, >0
n un
On en déduit donc que :

Up+1

dny € N,Vn = n,, >1=,Vn = ng,Upyq > Uy

n
On en déduit donc que la suite (u,,) est croissante a partir d’un certain rang. Donc soit elle converge vers un réel £ >
0 soit elle diverge vers +co.
Si la suite converge vers £'. On a alors :
!
lim dnt1 _ ﬂ, =1

n o up £

On obtient alors une contradiction avec le fait que :

. Up4q
lim

n un

>1

On en déduit donc que :

limu, = +o

n
3) Ici il suffit de prendre deux exemples.
1" cas : On pose :

vneNu,=n+1
On a alors :
2
Unt1 .. n + 2 . 1 + H

Up

vn € N,u, > 0 etlim
n

Deplusona:
limu, = 4o
n

2itme a5 : De méme on pose :

1
vneNu, =——
" n+1
On a alors :
1
. Upyq .. n +1 . 1 + H
vn € N,u, > 0 etlim = lim = lim =1
n o u, nn+2 n 1,+-3
n
Deplusona:
limu, =0
n
On ne peut donc rien conclure.
Exercice C6 : Montrer que la suite suivante converge :
o1
VneN,u, = F
k=1

1
=—7>0

n+1 n
) 1 1
V“EN’“““_““:ZE_ K2~ (m+1)?
k=1 =1

o

Donc la suite (u,) est croissante.
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A présent il faut montrer que la suite est majorée !

Ona:
vn € N , vk € [1;n],k? =kxk>kx (k—1)
On a alors :
vn € N*,Vk € [[1;n] ! < !
e e S k-1
On a alors :
n n n
Vn € N* >221—1+21<1+Z !
nERRES e T k2= k(k— 1)
k=1 k=2 k=1
Ensuite il faut voir que :
1 _k—(k—l)_ 1 1

kel Ty T k- D k-1 &

On en déduit donc que :
n

n
1 1
VnEN*,nZZ,Z—ZS1+1——S2
k=1k n

On en déduit donc que :

Donc la suite (u,) est majorée par 2. Comme elle est croissante, on en déduit donc que la suite converge.

Remarque : Ici on ne peut pas voir vers quoi la suite converge. On verra dans 1’année que :

n +oo
: 1 1
nlrfooZF_Zﬁ_?
k=1 k=1

Partie D : Convergence des suites implicites

Exercice D.1 : On pose :
T i1
vneN,I[, = ]mt—E; nn+§[
On pose de plus 1’équation :
(E):tan(x) = x
1) Soit n € N. Montrer que 1’équation (E) admet une unique solution x,, dans I,
2) Déterminer la limite de x,
3) Montrer que :
Exn -1
4) Montrer qu’il existe (x,) qui converge vers 0 telle que

T
VneN,xn=mt+§+vn

1) Soitn € N, on pose :

2 2

i i
£ .ﬂnn——; mr+—[—>]R
0

X — tan(x) — X

On sait que f, € C1(1,) et :

vx €\, f'(x) = —1=tan’(x) =0

cos?(x)
On en déduit donc que (f,) est croissante.
De plus on sait que f(x) = 0 & {tar:((;;)f 0 S x=nm
n

On en déduit donc que f,, est strictement croissante sur I,.
Deplusona:




lim 1Tfn(x) = —ooet lim TIfn(x) = 400

x—>n1't—7 X—>I‘lT[+E

T T
X>n‘l'[—7 X<I1T[+E

On a le tableau de variation suivant :

nr—xn nm+x
& 2 5

nl) +

Wl

+00

On a donc f,, est :

__continue sur I,
__strictement croissante sur I,
_ Change de signe sur I,

Donc d’aprés le théoréme de la bijection, il existe un unique x,, € I, tel que f,(x,) =0

On en déduit donc que I’équation (E) admet une unique solution x,, dans I,.
2) On sait que :
T
vn € N, x,, Zmr—i
Or on sait que :
i
lim (mt — —) = +o0
n 2
On en déduit donc par comparaison que :
limx, = +o0
n
3) On sait que :

T T
VnEN,nn+§2 XHZH‘IT—E

1
=VneN,14+—>—>1——

De plus on sait que :

li (1+ 1)—1' (1 1)—1
i 2n/ i 2n/
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
X
lim—=1
n nm
4) On pose la suite (v,,) définie par :

T
vn € N, v, =xn—(nn+z)
On sait que :
T T
VnEN,m‘t+§2 XnZnT[—E

:02Xn—(nn+g)2

On peut faire apparaitre les premiers éléments de la suite (x;,) sur le graphe suivant :
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Exercice D.2 : a) Montrer que pour tout n € N, I’équation x3 + nx = 1 admet une unique solution réelle. On note u,,

cette solution.
b) Montrer que la suite (u,,) est strictement décroissante.
¢) En déduire qu’elle converge et calculer sa limite.

a) Soit n € N. On pose la fonction :
£ { R—-R
Mlxex3+nx—1
f,€ECI(R)etVx € R,f(x) =3x>+n>0sin>0
De méme on sait que fy: x = x3 est strictement croissante sur R.
On en déduit donc que f,, est strictement croissante sur R.

frf) n
“+00
fa /
—0

On a donc f, est :

_ continue sur R

__strictement croissante sur R

_ Change de signe sur R

Donc d’apreés le théoréme de la bijection, il existe un unique u, € R tel que f,(u,) =0

On en déduit donc que pour tout n € N, I’équation x3 + nx = 1 admet une unique solution réelle.

b) On sait que f},,; est croissante sur R. De plus on a :
fn+1(un) = (un)3 +(n+ 1)un = (un)3 +nu, +u, =1+u,
De plus on sait que :
f,(0) =-1< 0= f,(0) < f,(uy) = 0 < u, car f, est croissante
On en déduit donc que :
fapr(up) =1+u, >1
= fn+1(un) > fn+1(un+1)
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= u, > u,q car f,,, est croissante
On en déduit donc que la suite (u,) est décroissante.
¢) On a démontré précédemment que la suite (u,) était décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel
positif. On pose :

limu, =4>0
n

De plus on sait que :
1 1

< u, = <

" ud+n"n
On en déduit donc que :

1

VnEN,OSunSH

D’apres le théoréme des gendarmes on en déduit donc que :
limu, =0
n

On a la courbe suivante :

Y= af + na

Exercice D.3 : a) Montrer que pour tout n € N, I’équation x + x? + --- + x" = 1 admet une unique solution réelle
dans I’intervalle [0; 4+oo[. On note x,, cette solution.
b) Montrer que la suite (x,,) est monotone, puis convergente et calculer sa limite.

a) Soit n € N. On pose la fonction :
£ { [0; +0[— R
Pl x4+ x2 44 xD
f, € C1(R) et
VxERYfI(x)=1+2x++nx""1>0carx>0
On en déduit donc que f,, est strictement croissante sur R*.

r 10 +0o0
Ful) +
+00
f n /
0

On a donc f, est :

_ continue sur RY

_ strictement croissante sur R*

_f,(0) =0etf, - +coquand x = +o0
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Donc d’aprés le théoréme de la bijection, il existe un unique x, € R* tel que f,(x,) = 1
b)Ona:
vn €N, 1 (Xp) = Xp + X2 4+ 4+ )+ )™ =1+ (x )" > 1
On en déduit donc que :
fnt1(Xn) > fnp1 (Xn41)
Comme la fonction f;,,; est croissante on en déduit donc que : ;1 (X,) > fhe1 Xnt1) = Xn > Xp41
Donc la suite (x,,) est décroissante.
De plus (x,) est minorée par 0 donc elle converge vers un réel £,¢ > 0.
De plus on sait que :
vneN",n=>2f,(1)=n>1
= Vn €N, n>2f,(x,) <f,(1)
= Vn € N*,n > 2,x, < 1 car f, est croissante sur R*
De plus on sait que :
VvneEN" nN=>2,x,+ -+ x)"=1
=Xy = 1= xn) 21+ X + -+ (x,)"7?)
_ 2 1- (Xn)n_1
=1-(xp)" X T1ox,

On en déduit donc que :
1—(x n-1
vn € N*,n > 2,x, =1— (x,)? x#
1—-x,
De plus on sait que :
Vn>20<x,<x,<1
=>VvVn=>20< x)"1<(x)"t<1
Or on sait que :
lim(x,)" ' =0carx, <1
n
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
lim(x,)* 1 =0
n
On a donc par passage a la limite :
1—(x)"!

1—x,
1
=1-4%x
=7 ? -7

= L—f2=1—£—4°

X, = 1—(x,)% X

===
2

On en déduit donc que :

li 2
imx, =5

Partie E : Suites adjacentes

Exercice E.1 (La suite arithmético-géométrique) : Soit (a,b) € (R%)2. On pose :
(uo,vo) = (a,b)
VneNu, = m
u, + vy
2

Vne€E N,Vn+1 =

1) Montrer que :
VneN,0<u, <v,
2) Montrer que :

1
VnEN,Vn—unSF(VO—uO)

3) Montrer que u et v sont adjacentes. Que peut-on en déduire ?
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1) On va déja démontrer par récurrence que :
vn € N,u, >0etv, >0
On pose les propositions suivantes :
vn €N, P(n): "u, >0etv, >0"
Initialisation : n = 0
On aalorsuy = a > 0 etvy = b > 0. On en déduit donc que P (0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N, fixé. On suppose P (n) vraie. On a alors :

u, +v
Upt1 = +/UpVp > 0etvyy = % >0
Donc P(n + 1) est vraie.
Conclusion : P(0) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’apreés le principe de récurrence, P (n) est vraie pour tout
entier naturel n.

De plus on sait que :
. 2
v(a,b) € (R*)*(va—vb) =0
=a+b—-2Vab>0

+b

On en déduit donc que :
vVneN, vy —Uupyq =0
= VneN, v, =>u,
On en déduit donc que :
vneN,0<u, <v,
2) On va déja démontrer par récurrence que :

1
VnEN,vn—unSﬁ(vo—uO)

Pour cela on va déja démontrer que :
Vn — Up

vn € N, vy —Upyr < >

On sait que :

Vn — Up (un + vy

1
vn € N, (Vpy1 — Upyr) — 2 = 2 - Vn) + E(un - 2\/ UnVn )

— 1
= (57 + 5 (un — 2/

vn e N0 <u, <v,

Or on sait d’apres la question 1 que :

On en déduit donc que :
Up — Vp

Vn € N*, <0

Deplusona:
0<u, <v, = (uy)? < u,vy
= u, < Jupvy < 2. /uyvy
= u, —2,/u,v, <0

On en déduit donc que :
Vnh — Up

vn € N, ( Vn+1 un+1) -

= Vn € N*,Vn+1 — Up41 <
A présent on pose les propositions suivantes :

vneN,P(n):"VneN, v, —u, < —(vy—ugp)"

2n
Initialisation : n = 0
Onaalorsuy =a > 0etvy =b.

On en déduit donc que :
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Vo —Up = @(Vo — )
On en déduit donc que P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n € N, fixé. On suppose P(n) vraie. On a alors :

Vn — Up
Vn+1 — Upt1 = T

De plus d’aprés I’hypothése de récurrence on sait que :
Vp—Up = F(VO — Up)

On en déduit donc que :
1
Vn+1 — Un+1 STSEX
On en déduit donc que :
Vn+1 —Uptp = on+1 (VO - uo)
Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : P(0) est vraic et P(n) est héréditaire donc d’apres le principe de récurrence, P (n) est vraie pour tout
entier naturel n.

3) 1l faut montrer que (u,) et (v,) sont croissante et décroissante respectivement.

On sait que :
vn € N, uppq —uy =4/upvy — Uy = 1/un(wlvn - 1/un)
Or on sait d’apres la question 1 que :
vne N0 <u, <v,
On en déduit donc par croissance de la fonction x = /X que :

vn e N*, 0 < /u, < /vy

vn € N*,up41 = Uy

On en déduit donc que :

Donc la suite (up) est croissante a partir de 1.

Deplusona:

u, +v u, — Vv
%—Vn=%SOcalr‘v’nEI\I*,O<unSVIl

On en déduit donc que la suite (vy,) est décroissante a partir de 1.
De plus d’aprés la question 2 on sait que :

vneN, vy, g — vy, =

1
VnEN,VnEN,OSVn—unSﬁ(vo—uo)

De plus on sait que :
n

1 1 .
llrrln (E) =0 cars el-1;1]
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
lirrln(vn —u,) =0

Ainsi les deux suites (up) et (v,,) sont adjacentes car on a les trois propriétés suivantes :
_ (uy) est croissante
_ (vp) est décroissante
- lirrln(vn —u,) =0
On en déduit donc d’apres les propriétés des suites adjacentes que :

lign u, = lignvn =7

Cependant il est trés difficile d’obtenir la limite € !
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Exercice E.2 : On pose :
n
1
vneN,H, = ZE' u, = H, —In(n) etv, =H, —In(n+1)
k=1

1) a) Montrer que pour tout entier naturel n non nul :

1 n+1 1
< ln( ) <-
n+1 n n
b) Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

2) En déduire I’existence de y € R et d’une suite (w,,) qui converge vers 0 tels que pour tout n € N* :

n
1
Z K- In(n) + vy + wy, (y estappelée la constante d'Euler)
=1

3) Quelle est la limite de Hy, en +o0 ?
4) Déterminer la limite de :

~l =

2n
R, = Z
k=n

1) a) Il faut penser a la démonstration du lemme suivant (déja fait dans le chapitre 4 et dans ce TD exercice C1, 8) :

Lemme : Montrer que :

X
vx > —1,X+—1S In(1+x) <x

1ir¢ jnégalité : Montrons que :
X
-1,——<
vx > 1’x+1 <In(1+x)
On pose :
{ ]—=1,4+o[->R
- X
X P X-|-—1 — 11’1(1 + X)
On sait que f est dérivable sur | — 1; +oo[ (f € D(]-1; +00[)) et:
x+1)—x 1 =
(1 + x)? 14+x  (1+x)2

vx > —1,f'(x) =

On en déduit donc le tableau de variations suivant :

r | —1 +00

0
fa| + 0 -

0
7N

De plus comme f(0) = 0 on en déduit donc que :
vx > —1,f(x) <0
On a donc :

X
v —-1,——<In(1
X > 'X+1_n( +x)

2iéme jnégalité : Montrons que :
vx>—-1,x>In(1+x)
On pose :
(]—=1, 4[> R
{XP—)X—ln(l-l-X)
On sait que g est dérivable sur | — 1; +oo[ (g € D(]-1; +00[)) et :
1 X

vx>—1,g'(x)=1- =
* g'®) 1+x 14+x
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On en déduit donc le tableau de variations suivant :

r |—-1 0 +o0
glo)| — O +

AN

De plus comme g(0) = 0 on en déduit donc que :
vx>—-1,g(x) =0
On a donc :
vx > —1,x = In(1 + x)
On a donc :

X
vx > —1,X+—1Sln(1+x) <X

11 suffit ensuite de voir que :

1
Vn € N*’H > —1 donc:

1
. n 1 1
‘v’nEN,1 <ln(1+—)S—
_+1 n n
n+1 1
= Vn € N* Sln( )S—
1 n n

2) On sait que :

On en déduit donc que :

n+1 1 n
vn € N, uy,1 —u, = K In(n + 1)) ( K ln(n))

k=1 k=1

_ ! 1(n+1)<0 d’aprésla question 1
=171 n —)= (d"apresla question 1)

Donc la suite (u,) est décroissante.
De méme on a :
1

T In(n+ 1)

n
vn € N*,v, =H, —In(n+ 1) =z
=1

n+1
= VneN, vy —v, = ( ——ln(n+ 2)) ( ——ln(n+ 1))

k=1
1 1 <n+2
n+1 nn+1

Or on sait d’apres la question 1 que :

1 n+1 1 n+2 1
VnEN*,—Sln( )S—=>1n( )S
n+1 n n n+1 n+1

On en déduit donc que :
VHEN Vn+1_Vn20

Donc la suite (v,,) est croissante.
De plus on sait que :

1 1 n+1
vn € N, u, —v, = ——ln(n))—( ——ln(n+1)> =In(n+1) —In(n) =In
(3t (3 gL

k=1

Or on sait que :
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n+1 1
limln( ) = limIn (1 +H) =In(1) =0
n

n
On en déduit donc que :

lim(u, —v,) =0
n
Ainsi les deux suites (up) et (v,,) sont adjacentes car on a les trois propriétés suivantes :
_ (uy) est croissante
_ (vp) est décroissante
_lim(vy —u,) =0
n
On en déduit donc d’apreés les propriétés des suites adjacentes que les suites (u,,) et (v,,) convergent :
3¢ € R limu, =limv, = ¢
n n
¢) On sait que :
1
3¢ € R, limu,, = ¢ =lim ——In(n)
" "\ = K

On pose y cette limite et :
n

1
vn € N, w, = ZE_IH(H) -y
k=1
On a alors :

n
1
limw, =0etVn€ N*'EE: In(n) +y + wy,
n
k=1

d) On en déduit donc que :
limH, = lim(In(n) +y + wy) = +o
n n

e) On sait d’aprés la question ¢ que :

2n 1 2n 1 n—11
Vn € N*,ZE= ZE_ZE= (In(2n) +y+wyy) —(Un(n—1) +y+ wp_1)
k=n k=1 k=1

2n
=1In (n — 1) + Wy — Wy

Or on sait que :

2n
lim ln( ) = limIn =1n(2)

n n-— n 1 _ l

n

Partie F : Suites extraites
Exercice F.1 : Etudier la convergence de :
vVneN,u, = sin(E) +cos(ﬂ)
e 4 2

11 suffit de prendre deux suites extraites qui convergent vers deux limites différentes.

Ona:

4nm 4nm
Vn € N, uy, = sin (T) + cos <T) =1=limuy, =1
n

Deplusona:

~ ((Bn+ 2) (Bn+ 2)m

vn € N,ug, 4, = sin| ————— | + cos| —————
4 2

On a donc deux suites extraites de (u,,) qui ne convergent pas vers la méme limite.

Donc la suite (u,) diverge.

i
) = sin (th + E) + cos(4nm+m) =0 = limugy,, =1
n

Exercice F.2 : Etudier la convergence de :
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Vne€N,u, =sin(ns—“)+%

On sait que :
_ /3nm 1 ) 1
Vn € N, uz, = sin (T) + 3n = sin(nm) + I
= limu;, =0
n

Demémeona:

~((6n+ DT 1 V3
u6“+1zsm( 3 >+6r1+3 2 Ten+3
On a donc deux suites extraites de (u,) qui ne convergent pas vers la méme limite.
Donc la suite (u,) diverge.

| G

- llm Ugn+1 =
n

Exercice F.3 : Soit u une suite réelle monotone admettant une sous-suite convergente. Montrer que la suite u
converge.

Soit (uy,) une suite monotone tel que : I¢: N — N strictement croissante tel que (u(p(n)) converge.
1¢" cas : On suppose que (u,) est croissante
On sait que :

3¢ e R, lilrln Upm) =¥

On en déduit donc que :

Ve > 0,3n, € N,Vn = ng, |ugm) —£’| <e
De plus on sait que (uq,(n)) est croissante donc :
Vn € N,ugpm) < £

On en déduit donc que :
Ve>0,3n, EN,Vn =21y, 0< £ —uym) <€
Or on sait que (u,) est croissante. On en déduit donc que :
vn = @(ng), Upm) = Up = Ug(ny)
On en déduit donc que :
Ve>0,dng EN,Vn=np, 0 <l —u, <€ —uym) <€
On en déduit donc que (u,,) converge vers 4.
2¢éme ¢ag : On suppose que (u,,) est décroissante
On sait que :
3¢ € R, lirrln Upm) =¥
On en déduit donc que :
Ve > 0,9ny € N,Vn > n,,
De plus on sait que (u(p(n)) est décroissante donc :
vn e Nuym =7¢

u(p(n)_'€| <e€

On en déduit donc que :
Ve>0,3ng EN,Vn =1y, 0 < upm — ¥ <€
Or on sait que (up) est croissante. On en déduit donc que :
vn = @(ng), Ugm) < Up < Ug(ny)
On en déduit donc que :
Ve>0,3ng EN,Vn =2 np,0 Sup —f <uym —f<e€
On en déduit donc que (u,,) converge vers 4.
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Partie G : Suites récurrentes d’ordre 1

Exercice G.1 : On considére la suite définie ug = 0 et uy.q = /2u, + 3

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, u,, € [0; 3] :
0<u,<up1 <3

b) En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite.

Ici on peut étudier la fonction :
¢ { [0;3] = R
x> V2x+3

On a alors :
2 1

= >0
2V2x+3 V2x+3

vx € [0;3],f'(x) =

On en déduit donc les variations de f':

r |0 3
fl) +
3
f /
V3

On va démontrer par récurrence que :
VneN,0<u,<u,; <3
On pose :
VvneEN,P(n):"0<u, <upyq <3"
Initialisation : n = 0. On a :

On en déduit donc que :

Donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose P (n) vraie. On a alors :
0<u,<up1 <3
De plus on sait que f: x = v/2x + 3 est croissante sur [0; 3]. On en déduit donc que :
f(0) < f(uy) < f(up4q) < £(3)
= V3 < uppq SUpyz <3
= 0<up1 S Uy <3

On en déduit donc que P(n + 1) est vraie.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

2) (uy,) est une suite croissante majorée. Elle converge donc vers un réel compris entre 0 et 3 !

Cette suite converge vers £ qui vérifie :
£ =f(¥)
S 2 =20+3
& 2-20-3=0
On calcule A =4 +4 X 3 =16.0nadonc:

2—4 2+ 4
by ="——=—lout,="—7—=3

On en déduit donc que £ = 3.
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Exercice G2 : Etudier les suites définies par :
1
a)Vvn € N,upyq =2uy,(1—u,) b)uy=1/2 etVn € N,u,,; = 5(4 —Uup)
ovVneN,uy,; =uemetuyy=1 d)vVn€Nuy,; =In(1+ 2u,) etuy €ER

a) On pose f: x = 2x(1 — x) définie sur R.
On va étudier cette fonction.
On a le tableau de variations suivant :

On cherche les points fixes de f :
1
f(x) =x = 2x(1 —x) =x & x(1 — 2x) =0<:>xe{0;§}

. 1
1 cas:Siug € {0; E}
On a alors :
vn € N,u, = ug
Donc la suite est constante.

2ime eag tug € ]0;%[
On sait que f(]O; %D c ]0; %[
On en déduit donc que ]0 ; %[ est stable par f. De plus f est croissante sur ]0 ; %[ donc d’aprés une propriété du cours qui
se démontre par récurrence (presque) trivial, (u,,) est croissante ou décroissante, suivant le signe de u; — u
On sait que :
u; —ug = 2up(1l —uy) —uy =uy(l —2uy) >0caruyy € ]O;%[
On en déduit donc que

1
vneN,0<u, <upyq <E

Donc la suite (u,) est majorée et croissante, donc elle est convergente vers un point fixe de f, ici S car:
vneN,0<uy; <u,
. 1
3me cas :ug € ]E; 1[
\ L 1
On a alors d’apres le tableau de variation u; € ]O ; 5['
Cela revient au cas n°2.
4meeagiug=1=u;=0=VvVvneN,u, =0
Sieme cag tup < 0
On sait que f(]—o0; 0[) © ]—o0; 0 et que f est croissante sur |—oco; 0[. On en déduit donc que (u,,) est monotone.
Deplusona:
u1 - uO == uO(l - ZUO) < O
Donc la suite (u,) est décroissante. On a donc :
vneN,u, <uy; <0
Si la suite (uy,) était convergente, on se rameénerait a deux limites possibles, 0 ou > Or cela est impossible.

On en déduit donc que (u,,) diverge, et comme elle est décroissante, elle diverge vers 4o
61m¢ cas : uyg > 1 = uy < 0 et on se raméne au cas 5.




b)Ona:

u:
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1
u0=§

1
vn €N, u,.q = 5(4 —uy)

C’est une suite arithmético-géométrique. On peut alors expliciter une relation entre u,, et n.

On pose f:x — §(4 — X) définie sur R.

_ On cherche le point fixe
On résout :

1
f(x)=x(=>§(4—x)=x<=>x=1

_ On pose une suite auxiliaire

1 1 1
VvneN,v,=u,—1=VneN,v,; =ups; — 1 =§(4—un)—§(4—1) = —g(un—l)

On en déduit que (v,,) est géométrique de raison —% :

1 1
VnEN,unz——x(——> +1

On en déduit que :

n

2 3

limu, =1
n

De plus on peut démontrer que (u,,) et (u,,41) sont respectivement croissante et décroissante et adjacentes !

2

\

-0.5

c¢) On pose :

On sait que f € C1(R) et :

On a alors le tableau de variation suivant :

X

feore

vx € R, f'(x) = e *(1 —x)

—0 1 400

VN

On sait de plus que f(0) = 0. On en déduit donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (car f est continue)

donc :

On en déduit donc que [0; 1] est stable par f.

fo; 1) = 0:] < [0:1
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Comme uy = 1 € [0; 1], on en déduit donc que Vn € N, u, € [0; 1].
De plus f est croissante sur [0; 1] donc (u,,) est monotone.
Deplusona:

ul—u0=g—1<0

Donc la suite (uy,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel £ > 0 qui vérifie :
¢ = f(¥)
On résout :
f(x)=xeoxe*=xoxK-—1De*=0=x=0
Donc (uy,,) est décroissante et converge vers 0.
On peut le voir sur la courbe ci-dessous :

uu

04

0:2

pe 02 04 06 08 1 112

-0:2

d) On pose f:x = In(1 + 2x)
On sait que D¢ = ]— %; +00[ donc on peut déja écarter les cas ot uy < — %

On étudie la fonction f. On a :

D’aprés les variations on en déduit que f([0; +oo[) < [0; +oo[ donc [0; + o[ est stable par f.
De plus on peut voir que si ug € ]— %; O] alors u; < 0 et donc la suite (u,) n’est pas définie a partie de n = 2. On en

déduit donc qu’on étudie la suite :

. u, =0

v {Vn €N, upy1 =In(1 + 2uy,)
vn € N,u,,; = In(1 + 2u,) etuyg € R

1 cas:upg =0
Onaalors:Vn € N,u, =0
2ime cag i ug > 0
Comme la fonction f est croissante, (u,) est monotone.
On regarde alors le signe de u; — uy.

u; —ug = In(1 + 2uy) —ug
On va chercher le point fixe de f sur R*.
Ona:

f(x)=xo=oh(1+2x)=x=1+2x=e=eX—-2x—1=0
On pose g:x = e — 2x — 1 € CY(R*). On a alors :
vx>0,g'(x) =e*—-2

On a alors le tableau de variation suivant :
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=
)
)

g(x)

ol o | D
I
=
+

On sait que :
_g€C'(RY)
__ g est strictement croissante sur | In(2) + oo
_ g change de signe sur | In(2) ; +oo[
On en déduit que :
Al a €]0; +oo[, f(a) = 0 & Al a €]0; +oo[,In(1 + 2a) = «
On a alors le tableau de variation suivant :

On en déduit donc que :
f(J0; a) = ]0; af
On distingue alors deux cas.
e up€|0af
On a alors :
u; —ugp > 0 = (u,) est croissante
On en déduit donc que :
VneN,0 <u, <upyq < f(a)
Comme la suite (u,) est croissante et majorée, elle converge vers £ > 0, on en déduit donc que :
lign u, = a

On peut le voir sur la courbe suivante :

08

06

04

02

° Uy > o
On a alors :
u; —ugp < 0 = (u,) est décroissante
On en déduit donc que :
Vne N a<u,i1 <u,
On en déduit donc que la suite (u,,) est décroissante et minorée donc elle converge vers un point fixe, donc :
limu, =«
n
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On peut le voir sur le graphique ci-dessous :

rd
e
y=x
P 1 In(1+ 2x)
’ = 2x
L y =In(l + 2r)
7
s
2.5 2
e
7’
e
rd
2 7|
7’
rd
rd
1.5
7z
7 Ala.a)
+ o+
4
4
4
s
0.5 i
’
s
rd
(4
L) 7 05 1 1.8 ? 25 3 35 4 4.5 5 545 6 6.5 7
’ uy >
rd
Fa

Remarque : Nous n’avons pas déterminer la valeur de a. Peut étre que a est un nombre irrationnel et que 1’on ne peut
déterminer qu’une valeur approchée de a. Pour ce faire on doit trouver un encadrement de a. On peut faire un
programme Python avec deux suites adjacentes (u,,) et (v,,). On pourrait ainsi prendre :

{ uO = 1
v Upy1 = In(1 + 2uy,)

{ VO = 2

v

Vner = In(1 + 2vy)

D’apres ce que ’on vu précédemment (et je me suis aussi aidé de la courbe de géogébra pour voir que 1 < a < 2),
les deux suites sont adjacentes et convergent vers la méme limite.

On peut faire les programmes Python suivant :

e Avec la courbe :

for i in range(1,n+1):
u.append(m.log((1+2*u[i-1]),m.exp(1))) 181
v.append(m.log((1+2*v[i-1]),m.exp(1)))

import matplotlib.pyplot as plt 181 *

plt.plot([i for i in range(n+1)],u, "*r'") .

plt.plot([i for i in range(n+1)],v, ' *g') ] I

plt.show() N P L

‘ 0 2 4 6 8 10

'vthon 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul 5 2016,

e Avec les valeurs numériques :

>>> exG2TD9(19)
[1.0986122886681098, '<alpha<’,
[1.1622831138840004, '<alpha<’,
[1.2013392077833216, ‘'<alpha<’,

.6094379124341003 ]
.4395687003478859]
.3556128095102529“

def exG2TD9(n):
import math as m

u=[1] [1.2245628907790618, '<alpha<', 1.3113621775951037]
v=[2] [1.2459517114796799, ‘'<alpha<', 1.2738120607012113]
for 1 in range(l,n+1): [1.2504469809395082, '<alpha<’, 1.2662781178550395]

.2620217549714388]
.2596090547465428]
.258238836951012]

u.append(m.log((1+2*u[i-1]),m.exp(1))) |[1.2530183535615447, '<alpha<’,
v.append(m.log((1+2*v[i-1]),m.exp(1))) |[1.2544862562454582, '<alpha<',
print([u[i], '<alpha<',v[i]]) [1.2553232631394808, '<alpha<’,
>>>

1
1
1
1
[1.2381208022830934, '<alpha<', 1.287226327094801]
1
1
1
1
1
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Exercice G3 : Soit f la fonction définie sur [0; 1] par :
2

fim
2 —x?
On considére la suite (u,,) définie par u, € [0; 1] et la relation de récurrence :
uj
Upt1 = 2 urzl
1) Montrer que pour tout x € [0; 1[, 0 < f(x) < x < 1.
2) En déduire que 0 < u, < 1 puis que (u,,) est décroissante.
3) La suite (u,) a-t-elle une limite et si oui laquelle ?
1) 1 suffit d’étudier la fonction. f € C1([0;1]) et :
2x(1 —x?) + 2x83 2x
VX € 0, 1 ,f’ = =
On en déduit donc le tableau de variations suivant :
x |0 1
1
0

On en déduit donc que Vx € [0; 1], f(x) € [0; 1].
2) On sait que ug € [0; 1[ donc par une récurrence immédiate :

vn € N,u, € [0; 1]
De plus on sait que f est croissante donc (u,,) est monotone.

Deplusona:
2

up ug —up(2 —ug) up(ug +ug—2)

ul—u0=——u0=
2—u} 2—u} 2—uj

De plus on sait que :
2

1 9
VXER,X2+X—2=(X+E) —Zz(x+2)(x—1)

On en déduit donc que :
Vx € [0;1[, x> +x—2<0
On en déduit donc que :
u; —uy <0
On en déduit donc que (uy,) est décroissante.
3) La suite (u,) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers € € [0; 1].
De plus on sait que £ vérifie I’équation :
2

T2 2

Y S 2 +4-2)=0= L4 +2)(¢{-1)=0=

De plus on sait que :
VneEN,O<u,<u,<1
On en déduit donc que :
lilrln u,=¢4=0

£=0
£=1
£=-2




On a les illustrations suivantes :
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1 A aa
Y=z //’
/I/ ] 13
0 // Yoo g2
04 ,’,
/,/“ 000.0) 02 04 06 uunjl).ﬂ 1 12
def exG2TD9(n,a): "
u=[a] 0.8 1
for i in range(1,n+1): .
| u.append(u[i-1]**2/(2-u[i-1]**2)) .
import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot([i for i in range(n+1)],u, '*r") 0al
plt.show() .
0.2 4
0.0 A * - * *
dython 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul 5 201 0 1 2 3 2 7 s

Exercice G.4 : On pose :

Upp1 ==Up+2

u0=0
u:{ 1
3

1) Représenter les premiers termes de la suite et conjecturer son sens de variation et sa limite.

2) Ecrire un programme Python qui vous affiche la courbe obtenue en 1.
3) Exprimer u,, en fonction de n puis en déduire la limite de u,,.
4) Déterminer une formule explicite de :

n
Sn = Z Uk
k=0
5) Méme questions pour la suite définie par :
) u, =1
u. {un+1 =—u, +4

I)Ona:
(up) = (0; 2;;; )

La suite (u,) semble croissante.
On a la courbe suivante :
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y=—x+2

2)Ona:
def exG2TD9(n):
u=[@e]
import matplotlib.pyplot as plt
for i in range(l,n+1):
u.append(1/3*u[i-1]+2)
plt.plot([u[i-1],u[i-1]],[u[i-1],u[i]], 'r")

plt.plot([u[i—l],u[i]],[u[i],u[i]],'r') 34
plt.plot([@,6],[@,6],'g")
plt.plot([e,6],[2,4],'b") 2
plt.show()
11
o
Error: x and y must have same first dimension, but have shapes 0 1 3 3 2 s 5

3) La suite (u,) est arithmético-géométrique.
_On cherche le point fixe :

1
f(x):xﬁgx+2=x<:>x:2

_ On pose la suite auxiliaire :
vneN,v, =u, —3

1 1
=>VnEN,vn+1=un+1—3=§un—1=§(un—3)=§vn

vn e N,u, = (%)n (—3)+3=3 (1 - (%)n>

n

1
VnEN,lim(—) =0=limu, =3
n \3 n

On en déduit donc que :

De plus on sait que :

4)Ona:
- = 1 k 1- (%)n-l—l 9 1 n+1
VUEN.Sn=ZUk=Z3<1—(§) )=3(n+1)—3X—13(n+1)—z><<1—(§) )
k=0 k=0 1—§
5) On pose :
u, =1
u:{un+1 =—-u, +4

_ On cherche le point fixe :
fx) =—x+4=x=x=2
_ On pose une suite auxiliaire
vn€eN,v, =u, —2
=VneENvy, =uy1—2=—u,+4-2=—-(u, —2) =—-v,
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On en déduit donc que :
vneN,u, = (D=1 +2=(-1*1 +2
On en déduit donc que :
vn €N, u,, =1,uy541 =3
On peut le voir grace a un programme Python :

def exG2TD9(n):
u=[1]

for i in range(1l,n+1):
f u.append(-u[i-1]+4)
return |(u)

*** python 3.4.5 |Continuum Analytics, I
on win32, ***

>>>

*¥** Console de processus distant Réiniti
>>>

>>> exG2TD9(10)

(1, 3,1, 3,1, 3, 1, 3, 1, 3, 1]

Exercice G5 :Soit u la suite définie par récurrence par :

uO =2
u: 1 2
s =30+ )
n
1) Montrer que u,, existe et u,, > /2 pour tout n € N.
2) Montrer que :
2
u, — V2
Vn €N, un+1—\/§| S%
3) a) En déduire que :
1
Vn € N, un—\/f| SW

b) Donner la limite de (uy,).
4) Combien de termes de la suite faut-il calculer pour avoir une approximation de v2 a 10710 pres ?

1) Il suffit de prouver que :
1 2
vx > V2, f(x) :E(X-l_;) >2
: 1 2
On sait que f: x E(X + ;) € C’l([\/f; +OOD et:
1 2 1
VXZﬁ’f’(X):E(l_X_Z>_ x?2=-2)=>0

2x2
On a les variations suivantes :

AN RYD) +o0

S /

V2

On en déduit donc d’apres le TVI que :

(V2 +o0]) = [V2: 4]
On en déduit donc que [\/E, +00[ est stable par f.
Du plus on sait que ug = 2 > /2.




On en déduit donc par une récurrence immédiate que :
vn € N,u, = V2
2) On sait que :

1 2
Vn € N,un+1—\/§=—(un+——2\/§>
2 up
1 ((un)2 —2+/2u, + 2)
T2

Up

1 2
= 5 (1 =V2)

Or on sait que :
vn € N,u, = V21
On en déduit donc que :

1 2
Vn € N,unﬂ—\/fsz(un—\/f)

3)a)
vn € N,u, — \/__Zzn 1
On peut le faire par récurrence :
On pose la proposition Q, :
VnEN,Qn— \/_—Zznl
Initialisation : On a
—-V2=2-42< 1
1 1 -2 < = Py est vraie.
220-1 - ﬁ =1
Hérédité : Soit n un entier fixé. On suppose vraie Q, : up, — V2 < ﬁ
On a donc :
0<u,-— V2 < —— 521
1 \2

= (u, — \/_) < ( S 1) (car x » x? est croissante sur [0; +o0[)

On sait que :
1 2
VneNu,q —\/is—(un —\/5)
1 1 \°
SR CEH CRIRIEE =y

Orona:

101\ 1 11 11 |

2l7=) “ e

Donc Q41 est vraie.
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Conclusion : Q, est vraie et Q,, est héréditaire donc d’aprés le principe de récurrence, Q,, est vraie pour tout entier

naturel n :

vn € N,u, — \/_—22‘11

b) On sait que :
vneN,0<u, — \/_—W

Orona:
2
Vn €N, —/— 22n 1 2?
On sait que :

lim 2" = +o (car2 > 1)

n—-+co



. n
= lim 2% =4
n-+oco
= lim =0
no-+oo 22"

D’apres le théoréme des gendarmes :
lim u, —vV2=0
n—-+oo
On a donc :
lim u, =2
n—-+oo
¢) On a vu précédemment que :

1
VnEN,OSun—\ESW
On cherche :
0<u,—v2<107100
On résout :
1
-100

= 22"-1 > 10100 (car X o % est décroissante sur ]0; +00[>
On peut résoudre cette équation a « tatons » si I’on ne connait pas la fonction In ou log.
Sinon on a :
22"-1 > 1100
= In(2%"~1) > In(10'°%) (carx ~ In(x) est croissante sur ]0; +oo[ )
= (2" - 1)In(2) = 1001In(10)

1001n(10)

In(2)
1001n(10)

In(2)

=2">1+ (carln(2) > 0)

= In(2™) > In (1 + ) (carx » In(x) est croissante sur ]0; +oo[ )

1001In(10)
In(2)2In{1+4+——F~—
= nln(2) > n< + n2) >
1.+ 1001010)
=n=
In(2)
Or a la calculatrice on obtient :
In (1 + 1001n(10))
In(2) ~ 838
In(2) o
11 faut donc 9 étapes pour avoir une valeur approchée a 107100 de /2.
Ainsi ug est une valeur approchée de v2 a 107100,
Remarque : On peut faire un programme Python :
B@ ivlgsMta s us@pia-o-mmwERTLL S

lu=[2]
2for i in range(1,5):
3 u.append(1/2*(u[i-1]+2/u[i-1]))
4dprint(u)
Ainsi V2 ~ 1.414213562374689 4 1015
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Exercice G.6 : Soient x > 1, (u,) et (v,) définies par récurrence par :
( Uy =x;vg=1
| 1

vn €N uy,q = E(un +vy,)

2u,v
k vneN, vy, = —
u, + v,
1) Montrer que (u,) et (v,) sont bien définies et a termes strictement positifs.

2) Montrer que :
vn € N,u, = vy,
3) Montrer que (uy,) et (v,) convergent vers la méme limite.
4) Montrer que la suite (u,vy) est constante. En déduire la valeur de la limite commune a (u,) et (v,).

1) On peut faire une récurrence immeédiate. On pose :

vn € N,P(n): "u, > 0etv, > 0"
Initialisation : n = 0
Ona:uyg=x>0;vy=1>0.Donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie P(n). On a alors :
On a alors :

1 2u, vy
Upyq = Z(un +v,) >0etvy = m >0

On en déduit donc que P(n + 1) est vraie.

Conclusion : P(0) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’apreés le principe de récurrence, on en déduit donc que :
vn € N,u, >0etv, >0
2) On peut le faire par récurrence. On pose :
vn € N,Q(n): "u, = v,
Initialisation : n = 0
Ona:uyg=x>1= uy = v,y Donc Q(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie P(n). On a alors :
On a alors :
Uy = Vp

On a alors :

1 1 1

2 (un + Vn)z _ 2 (urzl + Vrzl + Zunvn) _ Z((un - Vn)z + 4'unVn) - 2u,vy
u, + vy - u, + vy B up + vy T up +vy,

On en déduit donc que Q(n + 1) est vraie.

1
Unyr = E(un +vy) =

Conclusion : Q(0) est vraie et Q(n) est héréditaire donc d’apreés le principe de récurrence, on en déduit donc que :
vn € N,u, > v,

3) 11 suffit de montrer que (u,) et (v,) sont adjacentes.

_ (uy) est décroissante.

1 1
Vn € N,uy.q — Uy =E(un+vn)—un =E(Vn—un) <0

_ (vp) est croissante.
2unVn _ Vn(un - Vn)

VneN, vy — Vg =———v,

= >0
u, + vy

u, + vy,

_lim(u, —vy) =0

On sait que les suites (u,) et (v,) sont respectivement décroissante et croissante. De plus on a :
VneN,1<vy<v,<u, <y

On en déduit que la suite (uy,) est décroissante minorée donc converge vers £, = 1 et (v,,) est croissante majorée

donc converge vers £, > 1.

De plus on sait que :
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2unVn _ (un + Vn)z - 4unvn _ (un - Vn)z
u, +v, 2(u, +vy) © 2(up 4 vy)

Vn €N, Upyqg —Vpyr = E(un +vy) —

Par passage a la limite on en déduit donc que :
2
PPN
2(41 +4,)

On raisonne par 1’absurde : Si 1 # ¥,
On a alors :

—4,=20#,+4,) =>4, =-3¢,<0
Impossible car £ > 1
On en déduit donc que :

4) On calcule :
unVn

U, + vy

1
vn € N, upy1Vnsg = E(un + Vn) X = UpVn

On en déduit donc que la suite (u,v,) est constante et :
Vn € N,upv, = #,£, = £?

€=,1UOV0 =\/§

On peut faire un programme Python pour illustrer la convergence des deux suites vers v/x :

Comme ¢ > 1 > 0 on en déduit donc que :

def f(x,y):
return(1/2*(x+y),2*x*y/(x+y)) ol s
def courbe(n,x): 451
u=[x] 4.0 4
v=[1] .
for i in range(1,n+1):
u.append(f(u[i-1],v[i-1])[@]) 307 *
v.append(f(u[i-1],v[i-1])[1]) 2.5 .
pr‘int(u[n],v[n]) - * * * * * * * * *
import matplotlib.pyplot as plt N
plt.plot([i for i in range(n+1)],u, " '*r") L
plt.plot([i for i in range(n+1)],v, " *g") 104 *
0 2 4 6 8 10

Co
=%% python 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul 5 2@16, 14:56:5@) [M5C v.16@8 32 bit (Intel)] on w .ﬂ.‘(-|-)| $|Q|E‘
>>> courbe(18,5)

2.23686797749979 2.23606797749979

Exercice G.7 : Soit (uy,) la suite définie par :
up €ER
{Vn € N,u,;q = sin(u,)
De plus on pose la fonction g définie sur R par g: X = sin(x) — x.

. m T
1) Etudier g sur [— > E]'
2) Montrer que :

VvheN,-1<uy, <1

3)On suppose que 0 < u; <1
a) Montrer que pour toutn > 1,0 < u, < 1.
b) En déduire que pour toutn = 1, up;1 < uy,.
¢) En déduire que (u,) converge et déterminer sa limite.
4) On suppose que —1 < u; < 0. Montrer que (up) converge et déterminer sa limite.

1) On saitque g € (;’1( —g,g]) et:

A 1<0
VX € —E,E],g(x)—cos(x)— <

On en déduit donc que :




5]

I
N
o
N

A

2) C’est une récurrence immédiate car :
vx € R, sin(x) € [—1; 1]

3) a) On pose :

vneN,P(n):"0<u,<1"
Initialisation : n = 0
On sait que u, € [0; 1] donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie P (n).
Onaalorsu, € [0;1] c [0; g] On en déduit donc que u,,; = sin(u,) € [0; 1].
Donc P(n + 1) est vraie.
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Conclusion : P(0) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’apreés le principe de récurrence, u,, € [0; 1] pour tout entier

naturel n.

b) On sait d’aprés la question 1) que :
vx € [0;1],sin(x) —x <0
De plus on sait d’aprés la question 2) a) que :
vn € N,u, € [0;1]
On en déduit donc que ;
vn € N,sin(uy) —u, <0=VneN,u,,; —u, <0
Donc la suite (uy,) est décroissante.
¢) On en déduit donc que la suite (u,) converge car elle est décroissante et minorée par 0.
On a donc :
1>+¢=>=0etf =sin(¥)
D’aprés 1’étude de la fonction g dans la question 1, on en déduit que £ = 0.
On peut le voir sur le graphique suivant :

14 T

4) On pose :
vneN,Q(n):"—1<u, <0"
Initialisation : n = 0
On sait que u, € [—1; 0] donc Q(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie Q(n).
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Onaalorsu, € [-1;0] c [—g; 0]. On en déduit donc que up,,4 = sin(u,) € [—1;0].

Donc Q(n + 1) est vraie.

Conclusion : Q(0) est vraie et Q(n) est héréditaire donc d’aprés le principe de récurrence, u, € [0; 1] pour tout entier
naturel n.

b) On sait d’apres la question 1) que :
vx € [-1;0],sin(x) —x =0
De plus on sait d’aprés la question 2) a) que :
vn € N,u, € [—1;0]

On en déduit donc que ;

vn € N,sin(u,) —u, =20 =Vn€eN,u,,; —u, =0
Donc la suite (u,) est croissante.
¢) On en déduit donc que la suite (u,) converge car elle est croissante et majorée par 0.
On a donc :

—1<¢<0etf =sin(¥)

D’apres I’étude de la fonction g dans la question 1, on en déduit que £ = 0.
On peut le voir sur le graphique suivant :

__/ // y==x -1

artie H : Suites linéaires récurrentes d’ordre
Partie H : Suites 1 tes d’ordre 2

Exercice H.1 : Donner le terme général et étudier la convergence des suites définies par (ug,u;) € R% et :

1
a)Vn € N, upyp = Upyq — Zun b) Upiz = Upyq — Eun C) Upyz = E(un+1 +uy,)

a) On résout I’équation caractéristique :

1 1\2
(Eq):rz—r+Z=O<:>(r——) =0

On en déduit donc que :
1
31(A,B) € R%,u, = (An + B) (E)
b) On résout I’équation caractéristique :
2 1_ — 2
(Eq).r —r+-=0=>A=i

2
On en déduit donc que :

1—i _in
1 ry = =e 4

2 _ o 2
r r+2 0= 14 in
r, = > =e4

On en déduit donc que :
n

in i
3!(A,B) € C?,vn € N,u, =A(e4) +B(e 4)

n

De plus on sait que (ug,u;) € R?, donc par une récurrence immédiate on en déduit donc que Vn € N, u,, € R.
On en déduit donc que :
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uy=A+B=A+B
in Jm _im_iw
u; = Ae4 + Be 4 = Ae4 + Be4

{ (A-B)+(B—A)=0

= in in

(A - E)e? + (B — /_\)e_T_: 0
— (A-B)et = (A—B)e &

= A=8B

On en déduit donc que :
n n

it it
3!(a,b) € R%,Vn € N,u, = (a +ib) (eT) + (a—ib) (e_T)

= 2Re <(a + ib) (eiTT[)n>

¢) On résout I’équation caractéristique :

1
L2 _
(Eq).r _EF_E_O
A—1+2—9
T4 T4
On a donc :
1 1 Lot 3_ 1
r2——r—z=04:) 1727, 2
r, =1

On en déduit donc que :

1 n
31(A,B) € R%,vn € N, uy, =A(——) +B

Exercice H.2 : Soit (uy; vo) € R2. On pose :

2u, + vy,
Uptr = T
VneN, u, + 2v,
Vne1 = T3
1) Explicitez u, et v, en fonction de n.
2) En déduire les limites des suites u et v.
1) On peut le faire de deux facons différentes.
Méthode 1 : Suite linéaire récurrentes d’ordre 2
On sait que :
2 1 2 1 u, + 2vy, 2 1 2 4 1
vne N, uy,, = §un+1 + §Vn+1 = §un+1 + §(T) = §un+1 + §un + 6(3un+1 - zun) = §un+1 - §un

On peut alors résoudre 1’équation caractéristique :

4 1 1
12— — —_ = —_—
(Eq):r 3T +3 O@re{ 3,1}

On en déduit donc que :
n

1
3! (A,B) € R%,vn € N, u, =A(—§) + B

On en déduit donc que :

1 n+1 1 n 1
VnEN,Vn=3un+1—2un=3<A<—§) +B>—2<A<—§) +B>=—A(—§> +B
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Méthode 2 : On peut remarquer que :
2u, +v, u,+2vy,

Upyq T Vper = 3 3 =Uup +Vy
Vn € N,
2uy+vy, u,+2vy up—vy
u -V = - =
n+1 n+1 3 3 3
On en déduit donc que :
u, + v, = up + vy
Vn €N, (up —vp)
U, —vh = T
On en déduit donc que :
uptvg 1 (ug—vp)
vheNuy,=———+=X
n 2 2 3n
uptvg 1 (ug—vp)
VheN v, =———=X
n 2 2 3n
2) D’apres la question 1), la méthode 2, on en déduit donc que :
. . Ug + Vo
limu, =limv, =
n n 2
On peut faire un programme Python pour illustrer ces deux suites :
def f(x,y): s
return (1/3*(2*%x+y),1/3*%(x+2*%y))
al
def courbe(n,a,b):
x=[a] 3 1 .
y=[b]
for i in range(1,n+1): 27 YL,
H . . * * * * *
x.append(f(x[i-1],y[i-1])[e]) N .t *
. y-append(f(x[i-1],y[1-1])[1]) .
print(x,y) 04
import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot([i for i in range(n+1)],x, '*r") -1
plt.plot([i for i in range(n+1)],y, '*g')
plt.show() 21 * ‘ . . . .
modulel 0 2 4 6 8 10

Ce ywthon

) -— O
*** Python 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul 5 2816, 14:56:58) [MSC v.1688 32 bi *|6|*| ‘*’|Q‘2|
»>»» courbe(1@,-2,5)
[-2, ©.3333333333333333, 1.111111111111111, 1.3703783703703702, 1.45679012345679, 1.4855967073189298, 1.4951989026063095, 1.4983996342021026, 1.4994655447340338, 1.49982218157!
.B83B8858582588886, 1.6296296296296293, 1.5432098765432896, 1.5144832921818695, 1.5843818973936894, 1.581688365797896, 1.58@5334552659648, 1.5881778184219878, 1.588859272807328!

Partie I : Suites complexes

Exercice I.1 : Etudier la convergence des suites complexes suivantes :
1) Pour tout entier naturel n, z, = x,, + iy, avec (Xq,yo) € R? et :

1
Xn+1 = E(Xn - Yn)
Vn € N,

1
Yn+1 = E(Xn + Yn)

2) Pour tout entier naturel n, z,, . = %zn +1.

1) On peut faire la méme chose que I’exercice précédent.
On sait que :

2 Xn+1 — an - Z(Xn - ZXn+1) = Xn+1 — EXn

1 1 1 1 /Xy +yn\ 1 1 1
vn € N, Xy 5 = EXn+1 - EYH+1 = EXn+1 _E< > )
On peut alors résoudre 1’équation caractéristique :

(E )'rz—r+1:0:>A:iZ

On en déduit donc que :
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1—1 _im
1 r{ = =e 4

2 _ - 2
r r+2—0<:> 14 in
I, = > =e4

On en déduit donc que :
n

in _im
3! (A,B) € C%,vn € N, x, =A<e4) +B<e 4)

n

De plus on sait que (Xg,X;) € R?, donc par une récurrence immédiate on en déduit donc que Vn € N, x,, € R.
On en déduit donc que :

Xo=A+B=A+B
in Jmo__im_im
X, = Ae4 +Be 4 = Ae4 + Be4

{ (A-B)+(B—-A)=0
= i im
(A—E)eT_+ (B—Ae 4 =0

_ In — _im
= (A—B)e4 = (A—B)e 4
= A=B

On en déduit donc que :
n i n

3!(a,b) € R%,Vn € N,x, = (a +ib) (eiTn> + (a—ib) (e_%>
= 2Re <(a + ib) (eifn)n)
=2 <§>n (acos (g n) — bsin (?))

aﬁ_bﬁ)zxo—yo

De plus on sait que

X0=Zaetxl=\/§<2 > >

On en déduit donc que :

a=2 a=2
2 L)'
a—p=20_J0 |p_20
2 2

On en déduit donc que :

De plus on sait que :
vn € N,y, = X, — 2Xp41

~(2) o) sosn(o) - (7) (s ) -nsm(*527)

= <g> Xo <cos (g n) — gcos <g (n+ 1))) — Yo (sin (g n) — gsin (g (n+ 1)))

Or on sait que :

cos (En) — gcos (g (n+ 1)> = cos (g n) — cos (g n) + sin (ng) = sin (ng)

Demémeona:

4 2 4 4 4 4
On en déduit donc que :

sin (E n) — Esin <g (n+ 1)> = sin (E n) — sin (E) + cos (E) = cos (E)
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V2 o m i
vneN,y, = <7> (XO sin (Zn) + yo cos (HZ))
On en déduit donc que :
2 inmt inw
vn €N, z, =x, +1iy, = - (Xoe4 +iy0e4)

On en déduit donc que :
limz, =0
n

On peut faire un programme Python pour illustrer cette suite

def f(x,y):
return (1/2%(x-y),1/2%(x+y))

def courbe(n,a,b): 3

x=[a]

y=[b] 5

for i in range(1,n+1):
x.append(f(x[i-1],y[i-1])[e])
y-append(f(x[i-1],y[i-1])[1]) 1

print(x,y)

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(x,y,'r")

plt.show()

T T T T T T
modulel -2 -1 0 1 2 3

ythan

*** python 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul 5 2016, 14:56:58) [MSC v.16@8 32 bit (Intel)]
>>> courbe(1@,3,4)
[3, -8.5, -2.8, -1.75, -8.75, @©.125, @.5, @.4375, @.1875, -@.83125, -0.125] [4, 3.5, 1.5, -8.25, -1.@, -B.875, -@.375, @.8625, ©.25, @.21875, 8.89375]

i
vn €N, z,,4 =§Zn+ 1

_ On cherche le point fixe :

i 1 2 20+2) 4 2,
f(Z)=Z<=>§Z+1=Z(:)Z=—%_1=2_i= z =§—I—§1
_ On pose une suite auxiliaire
On pose :
4 2
VnEN,vn—un—(g-i-gl)
4 2 i ir 4 2. i 4 2
VnEN,VnH=Zn+1—<§+§1)zzzn+1— E(—§—§1>+1)_E<Zn—(§+§l>>
On en déduit donc que :
.. n
VnEN,vn:(%) Vo
i\" 4 2 4 2
= Vn € N,u, <§) <ZO—<§+§1>>+(§+§1>
On en déduit donc que :
limz, ==+ =i
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On peut le voir sur un programme Python :
def f(x,y): 44
return (1-y/2,x/2)

def courbe(n,a,b): 3
x=[a]
y=[b] 2

for i in range(1,n+1):
x.append(f(x[i-1],y[i-1])[e])
y.append(f(x[i-1],y[i-11)[1]) 19

print(x,y)

import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(x,y, 'r"')

plt.show()

T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0

DM 1 Toussaint.py modulel

onsole Python "|€4_’| Qq(1|+ﬂ =

=
“*% python 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul 5 2816, 14:56:58) [MSC v.1688 32 bit (In|
»»> courbe(1@,3,4)

3, -1.e, ©.25, 1.25, ©.9375, ©.6875, ©.765625, ©.828125, ©.80359375, ©.79296875, ©.7973515625] [4, 1.5, -8.5, ©.125, ©.625, ©.46875, ©.34375, ©.3828125, @.4148625, @8.484296875, ©.396434375]

Exercice 1.2 : On considére la suite complexe (z,,) définie par :
zo =rel®(—-m< 0 <m),r>0

Zn + |2y

2
On désigne par r,, le module de z,, et par 6, I’argument de z,, tel que -t < 6 < .
1) Effectuer la construction géométrique de z, ., a partir de z,,.
2) a) Exprimer r, 44 en 0,44 en fonction de r,, et de 6.
b) En déduire la valeur de liltln On-

VneN,z, .1 =

3) a) Etudier la suite définie par :

0
VneN,u, = rnsin(ﬁ)
b) En déduire la limite de r;, puis celle de z,,.

1) On a la courbe suivante :

Mn(zn) Mo(z, +|za])

4 ®. &

hﬂn+1(zn+1)

2)a)Ona:
vneN,z, #0
On pose alors :

vn € N, z, = ryel®n
On a alors :
. _
rpe’n +r, 1y . O\ ifn
Znyy = ————=—(1+e%)=r cos(—)eZ
nt1 5 5 ( ) = racos (=
On va montrer par récurrence que :
0, T
vneN,—€ ___;_{
2 2

Initialisation : n = 0

. 0
On sait que 6 €] — ; n[= 70 =

N | @

m T
<24
272
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T . . . 0
Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose que 7“ € ]— g ; g[

On sait que :
vn €N <e“>ieTn (e“)>0 e“e] oI
, = _— f—t —_ J— —— =
n Zn41 = TpcoS(—-Je 'n COS |- car - >
On en déduit donc que :

0,\ i6n 0 0, T
Zns1 =TnCOS| " )€ 2 =rpqe"nttavec By, = > € ]_?5

On en déduit donc que la proposition est héréditaire.

Conclusion : Comme la propriété est vraie pour n=0 et est héréditaire, on en déduit alors que :

On On
n+1 gyec Iy, = Iy COS (7) etB,,1 = >

vn € N,z,.1 =y e®

b) La suite (0,,) est géométrique de raison —>onen déduit donc que :

0 1
VnEN,anz—gzlimen=Ocar§E]—1;1[
n

3) a) On sait que :

v AL
VneE N, Up4q = I'pyq SIN (W) =TIy COS (7) sin <2n+1)

] 0 /1 06 /1
sin (—2n+1) = sin (E X ﬁ) = sin <§ X en)
On en déduit donc que :

eN <6n)_(1 6) Iy in(6.) Iy (6) u,
v = — — X =—X =—X =—
n ,Upgyq = I'p COS > sin > n > sin(0, > sin o0+ >

On en déduit donc que la suite (u,) est géométrique de raison > On en déduit donc que :

Or on sait que :

1 0
vn €N, u, = on X g sin(0,) = ry, sin (—)

21’1
1 rysin(0
= vne N, = oo x 00
sin ()
De plus on sait que :
i 1 1 1 ’ X 1 (si0 % 0)
— X — == - =
noseo 20 “in ( 0 ) Oxo0sin(X) 6 °
21’1
On en déduit donc que :
ro sin(6
limz, _TosinG0) o g
n 0,

Sif=0=1zy € R"™ = Vn €N, z, =z, par une récurrence immédiate !

def f(x,y):
return ((x+(x**2+y**2)**(@.5))/2,y/2)

def courbe(n,a,b): 44
x=[a]
y=[b]
z=[str(x[0])+ +i ' +str(y[0])] 37
for i in range(1,n+1): *
: x.append(f(x[i-1],y[i-1])[e]) 21

y-append(f(x[i-1],y[i-1])[1])

z.append(str(x[i])+'i"+str(y[i])) .
print(z) 11
import matplotlib.pyplot as plt *
plt.plot(x,y, " '*r') . 3

T T T T T T T T
3.00 3.25 3.50 3.75 4.00 4.25 4.50 4.75

modulel

*** python 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul 5 2016, 14:56:5@) [MSC v.1600 32 bi
€3] #lals &
*** Console de processus distant Réinitialisée *** ‘ * * ==
>»> courbe(1@,3,5)

['3+i5", '4.41547594742265i2.5", '4.744784871300852611.25", '4.8257311543620889510.625", '4.84588356737873210.3125", '4.850916444298154i0.15625", '4.852174337193349i6.478125", '4.852«
.@1953125", '4.85258795488113410.989765625", '4.8525919681023710.0048828125"]




Page 57 sur 58

Exercice 1.3 : 1) Donner I’expression du terme général de la suite récurrente complexe (u,,) définie par :
uy =0
u; =1+4i
vVneNu,,=03-2)u,y; — (5 ->5)u,
2) Soit 8 €]0; m[. Déterminer le terme général de la suite réelle (u,,) définie par :
Upy=0=u =1letVn€N,uy,, —2cos(®)uyy; +u, =0

1) On résout I’équation caractéristique.
(Eq):ir?—(3—2Dr+ (5-51) =0
On calcule A:
A=(3-2i)2-4(5-51)=5-—12i— 20+ 20i = —15+ 8i = §% = (x + iy)?

On a alors :
x? —y?=-15
Xy =4 S (xy) =04 ou(xy) =(—1,-4)
x? +y? =152 +82 =17
On a alors :
_ _ 3-2i+1+4i . .
rz—(3—21)r+(5—51)=O@r1=f=2+1our2=1—31

On en déduit donc que :
31 (A,B) € C2,vn € N,u, = A2 +1)" + B(1 — 3i)"
De plus on sait que :
up=0=A+Betu; =AQR+i)+B(1—-3i)=1+4i
On en déduit donc que :
A(1+4)=1+4i=A=1etB=-1
On en déduit donc que :
vneNu,=2+)"—-(1-3)"
2) On résout 1’équation caractéristique.
(Eq):r? —2cos(®)r+1=0
On calcule A:
A = 4cos?() — 4 = (2isin(0))*
On a alors :
r2—2cos(0)r+1=0 e re {ee %}
1cas: 0+ 0
On en déduit donc que :
3! (A,B) € C%,vn € N, u,, = Ael®" 4 Be~i0n
De plus on sait que :
Uy=0=A+Betu; =Ael® +Be ¥ =1
= A(e® — e719) = 1
i

2 sin(0)

On en déduit donc que :
i

vn € N,u, = (—eierl + e‘ien)

2 sin(0)
sin(n0)
= VneN,u, = sin(0)
2ime cag: 0 =0
On a alors :
vn € N,uy,o — 2up; +u, =0
On a alors :

(Eg):r!—2r+1=0&er=1
On en déduit donc que :
vn € N,u, = (An + B)
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Comme uy = 0 etu; = 1 on en déduit alors que :
vn € N,u, =n
On peut illustrer cela grace a un programme Python :
def suite(n):
u=[e,1]
for i in range(2,n+1):
u.append(2*u[i-1]-u[i-2])
return (u)

modulel

Python 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc
on win32, ***

>>>

*** Console de processus distant Réinitial
>>>

>>> suite(18)

[0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10]




