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Correction TD 9 

 

Partie A : Ensemble usuel de nombres 

 

Exercice A1 : Déterminer les bornes supérieures et inférieures des ensembles suivants :  

A = {
n + 5

n + 1
; n ∈ ℕ} ; B = {

1

n
+ (−1)n; n ∈ ℕ∗}    C = {√x − ⌊x⌋;  x ∈ ℕ} 

 

1) On a :  

A = {
n + 5

n + 1
; n ∈ ℕ} 

On pose la suite (un) définie par :  

∀n ∈ ℕ, un =
n + 5

n + 1
= 1 +

4

n + 1
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un+1 − un = 4(
1

n + 2
−

1

n + 1
) = −

4

(n + 1)(n + 2)
< 0 

Donc la suite (un) est décroissante. 

On en déduit donc que :  

sup ({
n + 5

n + 1
; n ∈ ℕ}) = max({

n + 5

n + 1
; n ∈ ℕ}) = u0 = 5 

De plus on a :  

lim
n

n + 5

n + 1
= lim

n

1 +
5
n

1 +
1
n

= 1 

On en déduit donc que :  

inf ({
n + 5

n + 1
; n ∈ ℕ}) = 1  

De plus la borne inférieure n’est pas un minimum car :  

∀n ∈ ℕ, un = 1 +
4

n + 1
> 1 

 

2) On a :  

B = {
1

n
+ (−1)n; n ∈ ℕ∗} 

On pose la suite (un) définie par :  

∀n ∈ ℕ∗, un =
1

n
+ (−1)n 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ,−1 <
1

n
− 1 ≤

1

n
+ (−1)n ≤

1

n
+ 1 < 2 

On en déduit donc que la suite (𝑢𝑛) est bornée par -1 et 2. 

On a :  

∀n ∈ ℕ∗, u2n =
1

2n
+ 1 ≤ 1 +

1

2
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, 0 ≤ u2n ≤
3

2
 

De même on a :  

∀n ∈ ℕ, u2n+1 =
1

2n + 1
− 1 ≥ −1 

On en déduit donc que :  
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∀n ∈ ℕ∗, −1 ≤ un ≤
3

2
 

On en déduit donc que : 

 

sup ({
1

n
+ (−1)n; n ∈ ℕ∗}) = max({

1

n
+ (−1)n; n ∈ ℕ∗}) = u2 =

3

2
 

De plus on a :  

lim
n
u2n+1 = lim

n
(

1

2n + 1
− 1) = −1 

On en déduit donc que :  

inf ({
1

n
+ (−1)n; n ∈ ℕ∗}) = −1  

De plus la borne inférieure n’est pas un minimum car :  

∀n ∈ ℕ, u2n+1 =
1

2n + 1
− 1 > −1 

Remarque : On peut faire un programme Python pour observer l’allure de la courbe de la suite (𝑢𝑛) :  

 

 

3) On a :  

C = {√x − ⌊x⌋;  x ∈ ℝ+ } 

On sait que :  

∀x ∈ ℝ+ , x − 1 < ⌊x⌋ ≤ x 
On en déduit donc que :  

∀x ∈ ℝ, √x − ⌊x⌋ ≤ √x − x + 1 

Or on sait que :  

lim
x→+∞

(√x − x + 1) = lim
x→+∞

x (
1

√x
− 1 +

1

x
) = −∞ 

On en déduit donc que :  

inf({√x − ⌊x⌋;  x ∈ ℝ+ }) = −∞ 

De plus on a :  

∀x ∈ [0; 1[, √x − ⌊x⌋ = √x ≤ 1 

√x − ⌊x⌋ ≤ √x − x + 1 

On pose f: x ↦ √x − x + 1 

On va étudier f sur [1;+∞[. On sait que 𝒟([1;+∞[) et :  

∀x ≥ 1, f ′(x) =
1

2√x
− 1 =

1 − 2√x

2√x
 

Or on sait que :  

1 − 2√x > 0 ⟹ √x <
1

2
⟹ x <

1

4
 

On en déduit donc que f est décroissante sur [1;+∞[. De plus on sait que f(1) = 1. 

On en déduit donc que :  

∀x ∈ ℝ+, √x − ⌊x⌋ 
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On pose :  

∀n ∈ ℕ, un = 1 −
1

n + 1
 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ,√un − ⌊un⌋ = √1 −
1

n + 1
⟹ lim

n
un = 1 

Ainsi on peut en déduire que :  

sup({√x − ⌊x⌋;  x ∈ ℝ+ }) = 1 

Par contre on ne sait pas s’il est atteint ! 

On sait que :  

∀x ∈ [0; 1[, √x − ⌊x⌋ < 1 

De plus on sait que :  

f(1) = √1 − ⌊1⌋ = 0 

On en déduit donc que 1 n’est pas atteint sur [0; 1]. De plus on sait que :  

∀x > 1, √x − ⌊x⌋ < 1 

On en déduit donc que la borne supérieure n’est pas atteinte et : 

sup({√x − ⌊x⌋;  x ∈ ℝ+ }) = 1 

On a les courbes suivantes :  

 
 

Exercice A2 : Montrer les égalités suivantes :  

]−1; 1[ = ⋃ [−1+
1

n
; 1 −

1

n
]

n∈ℕ∗

 et [−1; 1] = ⋂ ]−1−
1

n
; 1 +

1

n
[

n∈ℕ∗

 

 

1) On veut montrer que :  

]−1; 1[ = ⋃ [−1 +
1

n
; 1 −

1

n
]

n∈ℕ∗

 

On raisonne par double inclusion. 

1er cas ∶  ]−1; 1[ ⊂ ⋃ [−1+
1

n
; 1 −

1

n
]

n∈ℕ∗

 

Soit x ∈ ]−1; 1[. On a donc :  

−1 < x < 1 

On pose :  

n = ⌊
1

1 + |x|
⌋ + 1 

On sait que :  

n = ⌊
1

1 − |x|
⌋ + 1 >

1

1 − |x|
 

⟹
1

n
< 1 − |x| ⟹ |x| < 1 −

1

n
< 1 
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⟹−1+
1

n
< x < 1 −

1

n
 

⟹ ∃n ∈ ℕ∗  (n = ⌊
1

1 + |x|
⌋ + 1) , x ∈ [−1 +

1

n
; 1 −

1

n
] 

⟹ ]−1; 1[ ⊂ ⋃ [−1 +
1

n
; 1 −

1

n
]

n∈ℕ∗

 

2ième cas ∶  ⋃ [−1 +
1

n
; 1 −

1

n
]

n∈ℕ∗

⊂ ]−1; 1[ 

On sait que : 

x ∈ ⋃ [−1+
1

n
; 1 −

1

n
]

n∈ℕ∗

 

⟹ ∃n ∈ ℕ∗, x ∈ [−1 +
1

n
; 1 −

1

n
] 

⟹ ∃n ∈ ℕ∗ − 1 < −1 +
1

n
≤ x ≤ 1 −

1

n
< 1 

⟹ x ∈] − 1; 1[ 

⟹ ⋃ [−1+
1

n
; 1 −

1

n
]

n∈ℕ∗

⊂ ]−1; 1[ 

On en déduit donc que  :  

]−1; 1[ = ⋃ [−1 +
1

n
; 1 −

1

n
]

n∈ℕ∗

 

2) On veut montrer que :  

[−1; 1] = ⋂ ]−1 −
1

n
; 1 +

1

n
[

n∈ℕ∗

 

On raisonne par double inclusion. 

1er cas ∶  [−1; 1] ⊂ ⋂ ]−1+
1

n
; 1 −

1

n
[

n∈ℕ∗

 

Soit x ∈ [−1; 1]. On a donc :  

−1 ≤ x ≤ 1 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, −1 −
1

𝑛
< −1 ≤ 𝑥 ≤ 1 < 1 +

1

𝑛
 

On en déduit donc que : 

x ∈ ⋂ ]−1−
1

n
; 1 +

1

n
[

n∈ℕ∗

 

Ainsi :  

[−1; 1] ⊂ ⋂ ]−1 +
1

n
; 1 −

1

n
[

n∈ℕ∗

 

2ième cas ∶  ⋂ ]−1 +
1

n
; 1 −

1

n
[

n∈ℕ∗

⊂ [−1; 1] 

On sait que : 

x ∈ ⋂ ]−1−
1

n
; 1 +

1

n
[

n∈ℕ∗

 

⟹ ∀n ∈ ℕ∗, −1 −
1

n
< x < 1 +

1

n
 

⟹∀n ∈ ℕ∗, |x| < 1 +
1

n
 

On raisonne par l’absurde. On suppose que x ∉ [−1; 1].  
On a :  



Page 5 sur 58 
 

x ∉ [−1; 1] ⟹ |x| > 1 ⟹ |x| > 1 +
|x| − 1

2
⟹ |x| > 1 +

        1      

2
|x| − 1

 

On pose :  

n = ⌊
2

|x| − 1
⌋ + 1 

On a alors :  

n ≥
2

|x| − 1
⟹

1

n
≤
|x| − 1

2
⟹ 1+

1

n
≤ 1 +

|x| − 1

2
< |x| 

On obtient une contradiction avec le fait que : 

∀n ∈ ℕ∗, |x| < 1 +
1

n
 

On en déduit donc que :  

x ∈ ⋂ ]−1 −
1

n
; 1 +

1

n
[

n∈ℕ∗

⟹ x ∈ [−1; 1] 

Ainsi :  

⋂ ]−1 +
1

n
; 1 −

1

n
[

n∈ℕ∗

⊂ [−1; 1] 

On en déduit donc que : 

⋂ ]−1 +
1

n
; 1 −

1

n
[

n∈ℕ∗

= [−1; 1] 

 

Exercice A3 : Déterminer les ensembles :  

I = ⋂ [−1;
1

n
]

n∈ℕ∗

 ; J = ⋂ ]−
1

n
;
1

n
[

n∈ℕ∗

; K =⋃[n, n + 1[ 

n∈ℤ

 

 

1) On veut montrer que : 

I = ⋂ [−1;
1

n
]

n∈ℕ∗

= [−1; 0] 

On va raisonner cela par double inclusion. 

1er cas ∶  [−1; 0] ⊂ ⋂ [−1;
1

n
]

n∈ℕ∗

 

Soit x ∈ [−1; 0]. On a alors :  

x ∈ [−1; 0] ⟹ ∀n ∈ ℕ∗, −1 ≤ x ≤
1

n
⟹ x ∈ ⋂ [−1;

1

n
]

n∈ℕ∗

 

On a donc :  

[−1; 0] ⊂ ⋂ [−1;
1

n
]

n∈ℕ∗

 

2ième cas : ⋂ [−1;
1

n
]n∈ℕ∗ ⊂ [−1; 0] 

On a :  

x ∈ ⋂ [−1;
1

n
]

n∈ℕ∗

⟹ ∀n ∈ ℕ∗, −1 ≤  x ≤  
1

n
 

On raisonne par l’absurde. 

On suppose que x ∉ [−1; 0]. On a alors :  

x > 0 

On a alors :  

x >
x

2
> 0 ⟹ x >

1

2
x

≥
1

⌊
2
x⌋ + 1

> 0 

Contradiction car : 
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∀n ∈ ℕ∗, x ≤  
1

n
 

On en déduit donc que :  

x ∈ ⋂ [−1;
1

n
]

n∈ℕ∗

⟹ x ∈ [−1; 0] 

On en déduit donc que :  

⋂ [−1;
1

n
]

n∈ℕ∗

⊂ x ∈ [−1; 0] 

On en déduit donc que :  

⋂ [−1;
1

n
]

n∈ℕ∗

= [−1; 0] 

 

2) On veut montrer que : 

J = ⋂ ]−
1

n
;
1

n
[

n∈ℕ∗

= {0} 

On va raisonner cela par double inclusion. 

1er cas ∶ {0} ⊂ ⋂ ]−
1

n
;
1

n
[

n∈ℕ∗

 

Soit x ∈ {0}. On a alors :  

x ∈ {0} ⟹ x = 0 ⟹ ∀n ∈ ℕ∗,
1

n
< x <

1

n
⟹ x ∈ ⋂ ]−

1

n
;
1

n
[

n∈ℕ∗

 

On a donc :  

{0} ⊂ ⋂ ]−
1

n
;
1

n
[

n∈ℕ∗

 

2ième cas : ⋂ ]−
1

n
;
1

n
[n∈ℕ∗ ⊂ {0} 

On a :  

x ∈ ⋂ ]−
1

n
;
1

n
[

n∈ℕ∗

⟹∀n ∈ ℕ∗, −
1

n
<  x <  

1

n
⟹ ∀n ∈ ℕ∗, |x| <

1

n
 

On raisonne par l’absurde. 

On suppose que x ≠ 0. On a alors :  

|x| > 0 

On a alors :  

|x| >
|x|

2
> 0 ⟹ x >

1

2
|x|

≥
1

⌊
2
|x|⌋

+ 1
> 0 

Contradiction car : 

∀n ∈ ℕ∗, |x| <
1

n
 

On en déduit donc que :  

x ∈ ⋂ ]−
1

n
;
1

n
[

n∈ℕ∗

⟹ x ∈ {0} 

On en déduit donc que :  

⋂ ]−
1

n
;
1

n
[

n∈ℕ∗

⊂ {0} 

On en déduit donc que :  

⋂ ]−
1

n
;
1

n
[

n∈ℕ∗

= {0} 

 

3) On veut montrer que :  
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K =⋃[n, n + 1[ 

n∈ℤ

= ℝ 

On raisonne par double inclusion 

1er cas : ⋃ [n, n + 1[ n∈ℤ ⊂ ℝ 

On sait que :  

∀n ∈ ℤ, [n; n + 1[⊂ ℝ⟹⋃[n, n + 1[ 

n∈ℤ

⊂ ℝ 

2ième cas : ℝ ⊂ ⋃ [n, n + 1[ n∈ℤ  

Soit x ∈ ℝ. On sait que :  

⌊x⌋ ≤ x < ⌊x⌋ + 1 

⟹ ∃n ∈ ℤ(n = ⌊x⌋), n ≤ x < n + 1 

⟹ x ∈⋃[n, n + 1[ 

n∈ℤ

 

⟹ℝ ⊂⋃[n, n + 1[ 

n∈ℤ

 

On en déduit donc que :  

ℝ =⋃[n, n + 1[ 

n∈ℤ

 

 

Exercice A4 : Soient A et B deux parties non vides majorées de ℝ. 

a) Montrer que :  

A ⊂ B ⟹ supA ≤ supB  
b) Montrer que A∪B admet une borne supérieur et déterminer sup(A ∪ B)  

c) Montrer que A ∩ B est majorée. Peut-on déterminer sup(A ∩ B) ? 

 

a) Soit (A, B) ∈ 𝒫(ℝ)2 tel que A ⊂ B. On a alors :  

∀a ∈ A, a ∈ B 

⟹ ∀a ∈ A, a ≤ sup(B) 

⟹ sup(A) ≤ sup(B) 
b) On sait que A et B deux parties non vides majorées de ℝ. On en déduit donc que :  

∃(a, b) ∈ ℝ2, sup(A) = a et sup(B) = b 

On en déduit donc que :  

∀x ∈ A ∪ B, {
x ∈ A
ou
x ∈ B

⟹ x ≤ max(a, b) 

On en déduit donc que A ∪ B admet une borne supérieure et :  

sup(A ∪ B) ≤ max(a, b) 
Réciproquement on sait que :  

max(a, b) ≤ sup(A ∪ B) 
On en déduit donc que :  

sup(A ∪ B) = max(sup(A) , sup(B)) 
c) 1er cas : A ∩ B = ∅ 

Alors A ∩ B est vide donc on ne peut pas parler de majorant ! 

2ième cas : A ∩ B ≠ ∅ 

On a alors :  

x ∈ A ∩ B ⟹ {
x ≤ sup(A)

x ≤ sup(B)
⟹ x ≤ min(sup(A) , sup(B)) 

Cependant on ne peut pas exprimer sup(A ∩ B) en fonction de sup(A) et sup(B). 

Par exemple on pose A = [0; 1] ∪ [2; 3] et B = [0;
1

2
] ∪ [4; 5] 

On a alors :  

sup(A) = 3, sup(B) = 5 et sup(A ∩ B) =
1

2
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Exercice A5 : Montrer que :  

∀ (x, y) ∈ ℝ2, x ≤ y ⟹ ⌊x⌋ ≤ ⌊y⌋ 

∀ (x, y) ∈ ℝ2, ⌊x⌋ + ⌊y⌋ ≤ ⌊x + y⌋ ≤ ⌊x⌋ + ⌊y⌋ + 1 

 

∀ (x, y) ∈ ℝ2, x ≤ y ⟹ {
⌊y⌋ ≤ x ≤ y

ou
x < ⌊y⌋ ≤ y

⟹ {
⌊x⌋ = ⌊y⌋
ou

⌊x⌋ < ⌊y⌋
⟹ ⌊x⌋ ≤ ⌊y⌋ 

On en déduit donc que :  

∀ (x, y) ∈ ℝ2, x ≤ y ⟹ ⌊x⌋ ≤ ⌊y⌋ 
De même on sait que : 

∀ (x, y) ∈ ℝ2, ⌊x + y⌋ = max({n ∈ ℤ, n ≤ x + y}) 
Or on sait que ⌊x⌋ + ⌊y⌋ ∈ {n ∈ ℤ, n ≤ x + y}. On en déduit donc que :  

∀ (x, y) ∈ ℝ2, ⌊x⌋ + ⌊y⌋ ≤ ⌊x + y⌋ 
De même on a :  

∀ (x, y) ∈ ℝ2, x = ⌊x⌋ + ϵx , ϵx ∈ [0; 1[, y = ⌊y⌋ + ϵy , ϵy ∈ [0; 1[ 

⟹ x+ y = ⌊x⌋ + ⌊y⌋ + ϵx + ϵy, ϵx + ϵy ∈ [0; 2[ 

⟹ ⌊x + y⌋ = ⌊⌊x⌋ + ⌊y⌋ + ϵx + ϵy⌋ ≤ ⌊x⌋ + ⌊y⌋ + ⌊ϵx + ϵy⌋ ≤ ⌊x⌋ + ⌊y⌋ + 1 

On en déduit donc que :  

∀ (x, y) ∈ ℝ2, ⌊x⌋ + ⌊y⌋ ≤ ⌊x + y⌋ ≤ ⌊x⌋ + ⌊y⌋ + 1 

 

Exercice A6 : Montrer que :  

∀ x ∈ [0;+∞[, ⌊x⌋ = ⌊
x

2
⌋ + ⌊

x + 1

2
⌋ 

 

Soit x ≥ 0. On va distinguer deux cas. 

1er cas : ⌊𝐱⌋ est pair. 

∃k ∈ ℕ, ⌊x⌋ = 2k ⟺ 2k ≤ x < 2k + 1 ⟺ k ≤
x

2
< k +

1

2
⟺ ⌊

x

2
⌋ = k  

De même on a :  

∃k ∈ ℕ, ⌊x⌋ = 2k ⟺ 2k ≤ x < 2k + 1 

⟺ 2k+ 1 ≤ x + 1 < 2k + 2 

⟺ k < k +
1

2
≤
x + 1

2
< k + 1 

⟺ ⌊
x + 1

2
⌋ = k 

On en déduit donc que :  

⌊x⌋ = 2k = ⌊
x

2
⌋ + ⌊

x + 1

2
⌋ 

2ième cas : ⌊𝐱⌋ est impair 

∃k ∈ ℕ, ⌊x⌋ = 2k + 1 ⟺ 2k + 1 ≤ x < 2k + 2 ⟺ k < k +
1

2
≤
x

2
< k + 1 ⟺ ⌊

x

2
⌋ = k  

De même on a :  

∃k ∈ ℕ, ⌊x⌋ = 2k + 1 ⟺ 2k + 1 ≤ x < 2k + 2 

⟺ 2k+ 2 ≤ x + 1 < 2k + 3 

⟺ k+ 1 ≤
x + 1

2
< k +

3

2
 

⟺ ⌊
x + 1

2
⌋ = k + 1 

On en déduit donc que :  

⌊x⌋ = 2k + 1 = ⌊
x

2
⌋ + ⌊

x + 1

2
⌋ 

Dans les deux cas on a démontré que :  
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⌊x⌋ = ⌊
x

2
⌋ + ⌊

x + 1

2
⌋ 

 

Partie B : Suites numériques – Monotonie et définition 

 

Exercice B1 : Ecrire les suites qui correspondent aux programmes Python suivant :  

   
 

1) On peut faire un tableau. 

On a :  

{
u0 = 2

∀n ∈ ℕ, un+1 = 3un + 2
 

2) De même on a :  

{
u0 = 1 = u1

∀n ∈ ℕ, un+2 = un+1 + un
 

C’est la fameuse suite de Fibonacci ! 

 

Exercice B2 : Déterminer le sens de variation des suites suivantes : 

u ∶  {
ℕ → ℝ

n⟼
n!

en
     v ∶  {

ℕ → ℝ

n⟼∑
n

n2 + k

n

k=1

 

 

1) On sait que :  

∀n ∈ ℕ, un > 0 

On a de plus :  

∀n ∈ ℕ,
un+1
un

=
(n + 1)!

en+1
×
en

n!
=
n + 1

e
 

Or on sait que e ∈ ]2; 3[. On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, n ≥ 2,
un+1
un

> 1 

De plus comme (un) est positive on en déduit donc que :  

∀n ≥ 2, un+1 > un 

La suite (un) n’est donc croissante qu’à partir du rang 2 ! 

2) On a :  

∀n ∈ ℕ∗, vn+1 − vn =∑
n+ 1

(n + 1)2 + k

n+1

k=1

−∑
n

n2 + k

n

k=1

 

=∑(
n + 1

(n + 1)2 + k
−

n

n2 + k
) +

1

n + 2

n

k=1

 

Or on sait que :  

∀k ∈ ⟦1; n⟧,
n + 1

(n + 1)2 + k
−

n

n2 + k
=
(n + 1)(n2 + k) − n((n + 1)2 + k)

((n + 1)2 + k)(n2 + k)
 

=
k − n2 − n

((n + 1)2 + k)(n2 + k)
 

On en déduit donc que :  
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∀k ∈ ⟦1; n⟧,
k − n2 − n

((n + 1)2 + k)(n2 + k)
≥

k − n2 − n

((n + 1)2 + n)(n2 + n)
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗,∑ (
n + 1

(n + 1)2 + k
−

n

n2 + k
)

n

k=1

≥∑(
k − n2 − n

((n + 1)2 + n)(n2 + n)
)

n

k=1

 

≥
1

((n + 1)2 + n)(n2 + n)
∑k

n

k=1

−
n

n2 + 3n + 1
 

≥
1

2(n2 + 3n + 1)
−

n

n2 + 3n + 1
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, vn+1 − vn ≥
1

2(n2 + 3n + 1)
−

n

n2 + 3n + 1
+

1

n + 2
 

≥
n2 + 3n + 1 − n2 − 2n

(n + 2)(n2 + 3n + 1)
 

≥
n + 1

(n + 2)(n2 + 3n + 1)
 

≥ 0 

On en déduit donc que la suite (un) est croissante. 

 

Remarque : On peut (et on va montrer dans la partie suivante) que la suite (un) converge. On a :  

∀k ∈ ⟦1; n⟧,
1

n2 + n
≤

1

n2 + k
≤

1

n2 + 1
 

⇒
n2

n2 + n
≤∑

n

n2 + k

n

k=1

≤
n2

n2 + 1
  

De plus on sait que :  

lim
n→+∞

n2

n2 + n
= lim

n→+∞

1

1 +
1
n

= 1 

De même on a :  

lim
n→+∞

n2

n2 + 1
= lim

n→+∞

1

1 +
1
n2

= 1 

D’après le théorème des gendarmes on en déduit donc que :  

lim
n→+∞

∑
n

n2 + k

n

k=1

= 1 

 

 

Partie C : Limite d’une suite 

 

Exercice C1 : Déterminer les limites des suites suivantes, avec n ∈ ℕ, n ≠ 0 et n ≠ 1 et x ∈ ℝ :  

1) un = √n + 1 − √n     2) un =
n3 + 5n

5n3 + cos(n) +
1
n2

  3) un =
an − bn

an + bn
, (a, b) ∈ (ℝ+∗)2  

4) un =
1

n2
∑⌊kx⌋

n

k=1

     5) un = ∑
1

√n2 + k

2n+1

k=1

    6) un =∑
1

√n2 + k

n2

k=1

  

7) un = √2 + (−1)2
n

      8) un = (1 +
x

n
)
n

   9) un = (ln(n))
1
n   10) un = (sin (

1

n
))

1
ln(n)

 

 

1) On sait que :  
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∀n ∈ ℕ∗, √n + 1 − √n =
1

√n + 1 + √n
 

De plus on sait que :  

lim
n
(√n + 1 + √n) = +∞⟹ lim

n
(√n + 1 − √n) = 0 

Illustration avec un programme Python pour les 20 premiers points :  

 
2) On sait que :  

∀n ∈ ℕ∗,
n3 + 5n

5n3 + cos(n) +
1
n2

=
1 +

5
n2

5 +
cos(n)
n3

+
1
n5

 

De plus on sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, −
1

n3
≤
cos(n)

n3
≤
1

n3
 

De plus on sait que :  

lim
n

1

n3
= 0 ⟹ lim

n

cos(n)

n3
= 0 (d′après le théorème des gendarmes)  

De plus on sait que :  

lim
n

5

n2
= lim

n

1

n3
= 0 

On en déduit donc que :  

lim
n

n3 + 5n

5n3 + cos(n) +
1
n2

=
1

5
 

 
3) Il faut distinguer les cas. 

1er cas :  𝐚 = 𝐛 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ, un = 0⟹ lim
n
un = 0 

2ième cas : 𝐚 < 𝐛 
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On a alors :  

∀(a, b) ∈ (ℝ+∗)2,
an − bn

an + bn
=
(
a
b
)
n
− 1

(
a
b
)
n
+ 1

 

De plus on sait que :  

0 <
a

b
< 1 ⟹ lim

n
(
a

b
)
n

= 0 

On en déduit donc que : 

lim
n
un = −1 

3ième cas : 𝐚 > 𝐛 

On a alors :  

∀(a, b) ∈ (ℝ+∗)2,
an − bn

an + bn
=
1 − (

b
a
)
n

1 + (
b
a
)
n ⟹ lim

n
un = 1 car lim

n
(
b

a
)
n

=0 

Illustration Python avec a = 2 et b = 1 puis a = 1 et b = 2 

 

 
4) On sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀x ∈ ℝ,∀k ∈ ⟦1; n⟧, kx − 1 < ⌊kx⌋ ≤ kx 
On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀x ∈ ℝ,
1

n2
∑(kx − 1)

n

k=1

<
1

n2
∑⌊kx⌋

n

k=1

≤
1

n2
∑(kx)

n

k=1

 

De plus on sait que :  

1

n2
∑(kx − 1)

n

k=1

=
1

n2
∑(kx)

n

k=1

−
1

n2
∑1

n

k=1

=
n + 1

2n
x −

1

n
 

De même on a :  
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1

n2
∑(kx)

n

k=1

=
n + 1

2n
x 

Or on sait que :  

lim
n

n + 1

n
= lim

n
(1 +

1

n
) = 1 

On en déduit donc que :  

lim
n

1

n2
∑(kx − 1)

n

k=1

=
x

2
= lim

n

1

n2
∑(kx)

n

k=1

 

On en déduit donc d’après le théorème des gendarmes que :  

lim
n

1

n2
∑⌊kx⌋

n

k=1

=
x

2
 

Illustration Python avec x = 6. 

 
 

 

5) On sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀x ∈ ℝ,∀k ∈ ⟦1; n⟧,
1

√n2 + n
<

1

√n2 + k
≤

1

√n2 + 1
 

⟹ ∑
1

√n2 + n

2n+1

k=1

≤ ∑
1

√n2 + k

2n+1

k=1

≤ ∑
1

√n2 + 1

2n+1

k=1

 

⟹
2n+ 1

√n2 + n
≤ ∑

1

√n2 + k

2n+1

k=1

≤
2n + 1

√n2 + 1
 

Or on sait que :  

lim
n

2n + 1

√n2 + n
= lim

n

2 +
1
n

√1 +
1
n

= 2 

De même on a :  

lim
n

2n + 1

√n2 + 1
= lim

n

2 +
1
n

√1 +
1
n2

= 2 

D’après le théorème des gendarmes on en déduit donc que :  

lim
n
∑

1

√n2 + k

2n+1

k=1

= 2 
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6) On sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀x ∈ ℝ, ∀k ∈ ⟦1; n2⟧,
1

√n2 + n
<

1

√n2 + k
 

⟹∑
1

√n2 + n

n2

k=1

≤ ∑
1

√n2 + k

2n+1

k=1

 

⟹
n2

√n2 + n
≤ ∑

1

√n2 + k

2n+1

k=1

 

Or on sait que :  

lim
n

n2

√n2 + n
= lim

n

n

√1 +
1
n

= +∞ 

D’après le théorème de comparaison on en déduit donc que :  

lim
n
∑

1

√n2 + k

n2

k=1

= +∞ 

 
7) On pose :  

∀n ∈ ℕ∗, un = (2 + (−1)
n)
1
n = e

1
n
ln(2+(−1)n)

 

On sait que :  

∀n ∈ ℕ, 1 ≤ 2 + (−1)n ≤ 3 

⟹ 0 ≤ ln(2 + (−1)n) ≤ ln(3)  car ln est croissante sur [1; 3] 
On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, 1 ≤ un ≤ e
3
n 

Or on sait que : 
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lim
n
e
3
n = 1 

On en déduit donc d’après le théorème des gendarmes que :  

lim
n
√2 + (−1)n
n

= 1 

 
8) On sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀ x ∈ ]−n;+∞[, (1 +
x

n
)
n

= e
nln(1+

x
n
)
  

On va démontrer le résultat suivant :  

 

Lemme :  Montrer que :  

∀x > −1,
x

x + 1
≤ ln(1 + x) ≤ x 

 

1ière inégalité : Montrons que :  

∀𝐱 > −𝟏,
𝐱

𝐱 + 𝟏
≤ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝐱) 

On pose :  

f: {
] − 1;+∞[→ ℝ

x ↦
x

x + 1
− ln(1 + x)

 

On sait que f est dérivable sur ] − 1;+∞[ (f ∈ 𝒟(]−1;+∞[)) et :  

∀x > −1, f ′(x) =
(x + 1) − x

(1 + x)2
−

1

1 + x
=

−x

(1 + x)2
 

On en déduit donc le tableau de variations suivant :  

 
De plus comme f(0) = 0 on en déduit donc que :  

∀x > −1, f(x) ≤ 0 

On a donc :  

∀x > −1,
x

x + 1
≤ ln(1 + x) 

 

2ième inégalité : Montrons que :  

∀𝐱 > −𝟏, 𝐱 ≥ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝐱) 
On pose :  

g: {
] − 1;+∞[→ ℝ

x ↦ x − ln(1 + x)
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On sait que g est dérivable sur ] − 1;+∞[ (g ∈ 𝒟(]−1;+∞[)) et :  

∀x > −1, g′(x) = 1 −
1

1 + x
=

x

1 + x
 

On en déduit donc le tableau de variations suivant :  

 
De plus comme g(0) = 0 on en déduit donc que :  

∀x > −1, g(x) ≥ 0 

On a donc :  

∀x > −1, x ≥ ln(1 + x) 
On a donc : 

∀x > −1,
x

x + 1
≤ ln(1 + x) ≤ x 

 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀ x ∈] − n;+∞[,

x
n

x
n
+ 1

≤ ln (1 +
x

n
) ≤

x

n
 

⟹∀n ∈ ℕ∗, ∀ x ∈] − n;+∞[,
x

x
n + 1

≤ nln (1 +
x

n
) ≤ x 

On en déduit donc d’après le théorème des gendarmes que : 

lim
n
nln (1 +

x

n
) = x 

On en déduit donc que :  

lim
n
(1 +

x

n
)
n

=ex 

Illustration Python avec x = 2 

 
9) On sait que :  

∀n ≥ 2, (ln(n))
1
n = e

1
n
ln(ln(n))  

De plus on sait par croissance comparée que :  

lim
n

ln(n)

n
= 0 

On en déduit donc que :  

lim
n

ln(ln(n))

n
= lim

n

ln(ln(n))

ln(n)
×
ln(n)

n
 = lim

N→+∞

ln(N)

N
× lim

n

ln(n)

n
= 0 
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On en déduit donc que :  

lim
n
(ln(n))

1
n = e0 = 1 

 
10) On sait que :  

∀n ≥ 2, (sin (
1

n
))

1
ln(n)

= e

ln(sin(
1
n
))

ln(n)  

De plus on sait que :  

∀n ≥ 2, ln (sin (
1

n
)) = ln (n sin (

1

n
)) − ln(n) 

⟹∀n ≥ 2,
ln (sin (

1
n))

ln(n)
=
ln (n sin (

1
n))

ln(n)
− 1 

Or on sait que :  

lim
x→0

sin(x)

x
= 1 ⟹ lim

n
n sin (

1

n
) = lim

n

sin (
1
n
)

1
n

= 1 

De plus on sait que :  

lim
n
ln(n) = +∞ 

On en déduit donc que :  

lim
n

ln (n sin (
1
n))

ln(n)
= 0 ⟹ lim

n
(sin (

1

n
))

1
ln(n)

= e−1 

 
 

 

Exercice C2 :  

1) Montrer que :  

∀ x ∈ ℝ, |sin(x) − x| ≤
x2

2
 



Page 18 sur 58 
 

2) En déduire :  

lim
n→+∞

∑sin(
k

n2
)

n

k=1

 

 

1) Il faut montrer que :  

∀x ∈ ℝ,−
x2

2
≤ sin(x) − x ≤

x2

2
 

Dans un premier temps nous allons démontrer le résultat suivant :  

 

Lemme :  

∀x ∈ ℝ+, sin(x) − x ≤ 0 

∀𝑥 ∈ ℝ−, sin(𝑥) − 𝑥 ≥ 0 

 

1er cas : 𝐱 ∈ ℝ+ 

On pose :  

g ∶  {
ℝ+ → ℝ

x ↦ sin(x) − x
 

On sait que f est dérivable sur ℝ+ et :  

∀x ∈ ℝ+, f ′(x) = cos(x) − 1 ≤ 0 

On a donc le tableau de variation suivant :  

 
On en déduit donc que :  

∀x ∈ ℝ+, sin(x) − x ≤ 0 

2ième cas : 𝐱 ≤ 𝟎 

On sait que :  

∀x ≤ 0, sin(−x) − (−x) ≤ 0 

⟹∀x ≤ 0, sin(x) − x ≥ 0 (par imparité de la fonction sinus) 
On en déduit donc que :  

∀x ∈ ℝ+, sin(x) − x ≤ 0 

∀x ∈ ℝ−, sin(x) − x ≥ 0 

 

On en déduit donc que :  

∀x ≥ 0, sin(x) − x ≤ 0 ≤
x2

2
 

∀x ≤ 0, sin(x) − x ≥ 0 ≥ −
x2

2
 

Nous allons à présent montrer que :  

∀x ∈ ℝ+, sin(x) − x +
x2

2
≥ 0 

On pose f: x ↦ −
x2

2
− sin(x) + x. On sait que f ∈ 𝒞2(ℝ+) et :  

∀x ≥ 0, f ′(x) = −x + 1 − cos(x) ⟹ f ′′(x) = sin(x) − 1 ≤ 0 

On en déduit donc le tableau suivant : 
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D’après les variations de la fonction f on en déduit que :  

∀x ≥ 0, f(x) ≤ 0 ⟹ ∀x ≥ 0, sin(x) − x ≥ −
x2

2
 

On en déduit donc que :  

∀x ≤ 0, sin(−x) − (−x) ≥ −
(−x)2

2
 

⟹∀x ≤ 0,− sin(x) + x ≥ −
x2

2
 

⟹∀x ≤ 0, sin(x) − x ≤
x2

2
 

Ainsi on a démontré que :  

∀x ∈ ℝ,−
x2

2
≤ sin(x) − x ≤

x2

2
 

On en déduit donc que :  

∀x ∈ ℝ, |sin(x) − x| ≤
x2

2
  

2) D’après la question précédente on sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀k ∈ ⟦1; n⟧, |sin (
k

n2
) −

k

n2
| ≤

k2

2n4
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀k ∈ ⟦1; n⟧, −
k2

2n4
+
k

n2
≤ sin(

k

n2
) ≤

k2

2n4
+
k

n2
 

⟹ ∀n ∈ ℕ∗,∑(−
k2

2n4
+
k

n2
)

n

k=1

≤∑sin (
k

n2
)

n

k=1

≤∑(
k2

2n4
+
k

n2
)

n

k=1

 

Or on sait que :  

∀n ∈ ℕ∗,∑(
k2

2n4
+
k

n2
)

n

k=1

=∑
k2

2n4

n

k=1

+∑
k

n2

n

k=1

 

=
n(n + 1)(2n + 1)

12n4
+
n(n + 1)

2n2
 

=
(n + 1)(2n + 1)

12n3
+
n + 1

2n
 

De même on a :  

∑(−
k2

2n4
+
k

n2
)

n

k=1

= −
(n + 1)(2n + 1)

12n3
+
n + 1

2n
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, −
(n + 1)(2n + 1)

12n3
+
n + 1

2n
≤∑sin(

k

n2
)

n

k=1

≤
(n + 1)(2n + 1)

12n3
+
n + 1

2n
 

Or on sait que :  
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lim
n

(n + 1)(2n + 1)

12n3
= lim

n

(1 +
1
n
) (2 +

1
n
)

12n
= 0 

lim
n

n + 1

2n
= lim

n

1 +
1
n

2
=
1

2
 

On en déduit donc d’après le théorème des gendarmes que :  

lim
n
∑sin(

k

n2
)

n

k=1

=
1

2
 

 
 

Exercice C3 (moyenne de Cesaro) : Soit (un)n∈ℕ∗ . On pose pour tout  

∀n ∈ ℕ∗, vn =
1

n
∑uk

n

k=1

=
u1 + u2 +⋯+ un

n
 

1) Montrer que si (un) est monotone, alors la suite (vn) est monotone et de même sens que (un). 

2) a) Montrer que si (un) converge vers 0, (vn) aussi. Que pensez-vous de la réciproque ? 

b) Montrer que si (un) converge versℓ ∈ ℝ, (vn) aussi.  

c) Montrer que si lim
n
(wn+1 −wn) = 0, alors lim

n

wn

n
= 0. Donner un exemple d’une telle suie qui ne soit pas 

convergente.  

  

1) On a :  

∀n ∈ ℕ∗, vn+1 − vn =
u1 + u2 +⋯+ un + un+1

n + 1
−
u1 + u2 +⋯+ un

n
 

⟹∀n ∈ ℕ∗, (n + 1)n(vn+1 − vn) = n(u1 + u2 +⋯+ un + un+1) − (n + 1)(u1 + u2 +⋯+ un) 

= nun+1 − (u1 + u2 +⋯+ un) 

=∑(un+1 − uk)

n

k=1

 

1er cas : (𝐮𝐧) est croissante 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀k ∈ ⟦1; n⟧, un+1 ≥ uk 

⟹∀n ∈ ℕ∗, (n + 1)n(vn+1 − vn) =  ∑(un+1 − uk)

n

k=1

≥ 0 

⟹ ∀n ∈ ℕ∗, vn+1 − vn ≥ 0 

Donc la suite (vn) est croissante. 

2ième cas : : (𝐮𝐧) est décroissante 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀k ∈ ⟦1; n⟧, un+1 ≤ uk 
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⟹∀n ∈ ℕ∗, (n + 1)n(vn+1 − vn) =  ∑(un+1 − uk)

n

k=1

≤ 0 

⟹ ∀n ∈ ℕ∗, vn+1 − vn ≤ 0 

Donc la suite (vn) est décroissante. 

On en déduit donc que si (un) est monotone, alors la suite (vn) est monotone et de même sens que (un) 
2) a) On sait que :  

lim
n
un = 0⟺ ∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ ℕ, ∀n ∈ ℕ, n ≥ n0, |un| ≤ ϵ 

On pose ϵ > 0. On en déduit donc que :  

∃n0 ∈ ℕ, ∀n ∈ ℕ, n ≥ n0, |
u1 + u2 +⋯+ un

n
| ≤

|u1| + ⋯+ |un0−1|

n
+
|un0| + ⋯+ |un|

n
 

≤
|u1| + ⋯+ |un0−1|

n
+
(n − n0 + 1)

n
ϵ 

Or on sait que :  

lim
n

|u1| + ⋯+ |un0−1|

n
= 0 et lim

n

(n − n0 + 1)

n
= 1 

On en déduit donc que :  

∀ϵ > 0, lim
n
|
u1 + u2 +⋯+ un

n
| ≤ ϵ 

On en déduit donc que :  

lim
n
|
u1 + u2 +⋯+ un

n
| = 0 ⟹ lim

n
vn = 0 

On en déduit donc que : 

lim
n
un = 0 ⟹ lim

n
vn = 0 

La réciproque est fausse. On trouve un contre-exemple.  

On pose un = (−1)
n+1 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ∗, 0 ≤
u1 + u2 +⋯+ un

n
≤
1

n
⟹ lim

n
vn = 0 

b) Dans cette question on suppose que (un) converge vers ℓ. On pose la suite (wn) suivante :  

∀n ∈ ℕ∗, wn = vn − ℓ 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ∗, wn =
u1 +⋯un

n
− ℓ 

=
u1 +⋯un

n
−
nℓ

n
 

=
(u1 − ℓ) +⋯+ (un − ℓ)

n
 

Or on sait d’après la question 2) a) que :  

lim
n
(un − ℓ) = 0 ⟹ lim

n
wn = 0⟹ lim

n
(vn − ℓ) = 0  

On en déduit donc que : 

lim
n
un = ℓ ⟹ lim

n
vn = ℓ 

c) Il faut penser à utiliser une moyenne de Césaro. On pose :  

∀n ∈ ℕ∗, un = wn+1 −wn 

On a alors d’après la question 2) a) :  

lim
n
un = 0⟹ lim

n

u1 +⋯+ un
n

= 0 

Or on a :  

∀n ∈ ℕ∗, u1 +⋯+ un =∑uk

n

k=1

=∑(wk+1 −wk)

n

k=1

= wn+1 −w1 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗,
u1 +⋯+ un

n
=
wn+1 −w1

n
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De plus on sait que :  

lim
n

u1 +⋯+ un
n

= 0 et lim
n

w1
n
= 0 

On en déduit donc que :  

lim
n

wn+1
n

= 0 

De plus on sait que :  

|
wn+1
n

| ≥ |
wn+1
n + 1

| 

On en déduit donc que :  

lim
n
|
wn+1
n + 1

| = 0 = lim
n

wn
n

 

Par exemple on peut poser :  

∀n ∈ ℕ,wn = √n 

On a alors :  

lim
n
(wn+1 −wn) = lim

n
(√n + 1 − √n) = lim

n
(

1

√n + 1 + √n
) = 0 

Pourtant on a :  

lim
n
wn = +∞ 

 

Exercice C4 : Ecrire à l’aide des quantificateurs les propriétés suivantes :  

1) La suite u ne converge par vers le réel ℓ 

2) La suite u ne diverge pas vers +∞ 

3) La suite u diverge 

 

 

On vous apprend ici à écrire les négations de certaines propositions.  

1) On sait que la suite (un) converge vers ℓ si et seulement si :  

∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ ℕ, ∀n ∈ ℕ, n ≥ n0, |un − ℓ| ≤ ϵ 
La négation devient :  

∃ϵ > 0, ∀n ∈ ℕ, ∃n0 ∈ ℕ, n0 > n, |un − ℓ| > ϵ 
2) De même on a :  

(un) diverge vers +∞ si et seulement si :  

∀A ∈ ℝ,∃n0 ∈ ℕ, ∀ n ∈ ℕ, n ≥ n0, un > A 

La négation devient :  

∃A ∈ ℝ,∀n ∈ ℕ, ∃n0 ∈ ℕ, n ≥ n0, un ≤ A 

3) On sait que (un) diverge si elle ne converge vers aucun réel ℓ. Avec la première question on obtient :  

∀ℓ ∈ ℝ, ∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ ℕ, ∀n ∈ ℕ, n ≥ n0, |un − ℓ| ≤ ϵ 
 

Exercice C5 (règle de d’Alembert) : Soit  (un)n∈ℕ ∈ (ℝ+
∗ )ℕ. On pose :  

∀n ∈ ℕ, vn =
un+1
un

  

On suppose que v converge vers une limite ℓ. Montrer que :  

1) Si ℓ<1, u converge vers 0 

2) Si ℓ>1, u diverge vers +∞ 

3) Que dire quand ℓ = 1 ? 

 

1) On sait que :  

lim
n

un+1
un

= ℓ < 1 et ∀n ∈ ℕ, un > 0 

On en déduit donc que :  

∃n0 ∈ ℕ, ∀n ≥ n0,
un+1
un

< 1⟹,∀n ≥ n0, un+1 < un 

On en déduit donc que la suite (un) est décroissante à partir d’un certain rang. 
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Comme elle est minorée par 0, elle converge vers un réel ℓ′ ≥ 0. 

Si 𝓵′ > 𝟎 on a alors :  

lim
n

un+1
un

=
ℓ′

ℓ′
= 1 

On obtient alors une contradiction avec le fait que :  

lim
n

un+1
un

< 1 

On en déduit donc que lim
n
un = 0 

2) On sait que :  

lim
n

un+1
un

= ℓ > 1 et ∀n ∈ ℕ, un > 0 

On en déduit donc que :  

∃n0 ∈ ℕ, ∀n ≥ n0,
un+1
un

> 1⟹,∀n ≥ n0, un+1 > un 

On en déduit donc que la suite (𝑢𝑛) est croissante à partir d’un certain rang. Donc soit elle converge vers un réel ℓ′ ≥

0 soit elle diverge vers +∞. 

Si la suite converge vers 𝓵′. On a alors :  

lim
n

un+1
un

=
ℓ′

ℓ′
= 1 

On obtient alors une contradiction avec le fait que :  

lim
n

un+1
un

> 1 

On en déduit donc que :  

lim
𝑛
𝑢𝑛 = +∞ 

3) Ici il suffit de prendre deux exemples.  

1er cas : On pose : 

∀𝐧 ∈ ℕ, 𝐮𝐧 = 𝐧 + 𝟏 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ, un > 0 et lim
n

un+1
un

= lim
n

n + 2

n + 1
= lim

n

1 +
2
n

1 +
1
n

= 1 

De plus on a :  

lim
n
un = +∞ 

2ième cas : De même on pose :  

∀𝐧 ∈ ℕ, 𝐮𝐧 =
𝟏

𝐧 + 𝟏
 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ, un > 0 et lim
n

un+1
un

= lim
n

n + 1

n + 2
= lim

n

1 +
1
n

1 +
2
n

= 1 

De plus on a :  

lim
n
un = 0 

On ne peut donc rien conclure. 

 

Exercice C6 : Montrer que la suite suivante converge :  

∀ n ∈ ℕ, un = ∑
1

k2

n

k=1

 

 

∀n ∈ ℕ∗, un+1 − un =∑
1

k2

n+1

k=1

−∑
1

k2

n

k=1

=
1

(n + 1)2
> 0 

Donc la suite (un) est croissante. 
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A présent il faut montrer que la suite est majorée !  

On a : 

∀n ∈ ℕ∗, ∀k ∈ ⟦1; n⟧, k2 = k × k ≥ k × (k − 1) 
On a alors :  

∀n ∈ ℕ∗, ∀k ∈ ⟦1; n⟧,
1

k2
≤

1

k(k − 1)
 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ∗, n ≥ 2,∑
1

k2

n

k=1

= 1 +∑
1

k2

n

k=2

≤ 1 +∑
1

k(k − 1)

n

k=1

  

Ensuite il faut voir que :  

∀k ∈ ⟦2; n⟧,
1

k(k − 1)
=
k − (k − 1)

k(k − 1)
=

1

k − 1
−
1

k
 

On en déduit donc que :  

∑
1

k(k − 1)

n

k=2

=∑(
1

k − 1
−
1

k
)

n

k=2

= 1 −
1

n
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, n ≥ 2,∑
1

k2

n

k=1

≤ 1 + 1 −
1

n
≤ 2 

Donc la suite (un) est majorée par 2. Comme elle est croissante, on en déduit donc que la suite converge. 

 

Remarque : Ici on ne peut pas voir vers quoi la suite converge. On verra dans l’année que :  

lim
n→+∞

∑
1

k2

n

k=1

=∑
1

k2

+∞

k=1

=
π2

6
 

 

Partie D : Convergence des suites implicites 
 

Exercice D.1 : On pose :   

∀n ∈ ℕ, In = ]nπ −
π

2
;  nπ +

π

2
[ 

On pose de plus l’équation :   

(E): tan(x) = x 
1) Soit n ∈ ℕ. Montrer que l’équation (E) admet une unique solution xn dans In 

2) Déterminer la limite de  xn 

3) Montrer que :  
1

nπ
xn → 1 

4) Montrer qu’il existe (xn) qui converge vers 0 telle que  

∀n ∈ ℕ, xn = nπ +
π

2
+ vn 

 

1) Soit n ∈ ℕ, on pose : 

fn : {
]nπ −

π

2
;  nπ +

π

2
[ → ℝ

x ↦ tan(x) − x
 

On sait que fn ∈ 𝒞
1(In) et :  

∀x ∈\In, f
′(x) =

1

cos2(x)
− 1 = tan2(x) ≥ 0 

On en déduit donc que (fn) est croissante.  

De plus on sait que fn
′(x) = 0 ⟺ {

tan(x) = 0
x ∈ In

⟺ x = nπ  

On en déduit donc que fn est strictement croissante sur In. 

De plus on a :  
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lim
x→nπ−

π
2

x>nπ−
π
2

fn(x) = −∞ et lim
x→nπ+

π
2

x<nπ+
π
2

fn(x) = +∞  

On a le tableau de variation suivant :  

 
On a donc fn est :  

_ continue sur In  

_ strictement croissante sur In 

_ Change de signe sur In 

Donc d’après le théorème de la bijection, il existe un unique xn ∈ In tel que fn(xn) = 0 

On en déduit donc que l’équation (E) admet une unique solution xn dans In. 

2) On sait que :  

∀n ∈ ℕ, xn ≥ nπ −
π

2
 

Or on sait que :  

lim
n
(nπ −

π

2
) = +∞ 

On en déduit donc par comparaison que :  

lim
n
xn = +∞ 

3) On sait que :  

∀n ∈ ℕ, nπ +
π

2
≥ xn ≥ nπ −

π

2
 

⟹∀n ∈ ℕ∗, 1 +
1

2n
≥
xn
nπ

≥ 1 −
1

2n
 

De plus on sait que :  

lim
n
(1 +

1

2n
) = lim

n
(1 −

1

2n
) = 1 

On en déduit donc d’après le théorème des gendarmes que :  

lim
n

xn
nπ

= 1 

4) On pose la suite (vn) définie par :  

∀n ∈ ℕ, vn = xn − (nπ +
π

2
) 

On sait que :  

∀n ∈ ℕ, nπ +
π

2
≥ xn ≥ nπ −

π

2
 

⟹ 0 ≥ xn − (nπ +
π

2
) ≥ 

 

On peut faire apparaitre les premiers éléments de la suite (xn) sur le graphe suivant :  
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Exercice D.2 : a) Montrer que pour tout 𝑛 ∈ ℕ, l’équation 𝑥3 + 𝑛𝑥 = 1 admet une unique solution réelle. On note 𝑢𝑛 

cette solution. 

b) Montrer que la suite (𝑢𝑛) est strictement décroissante. 

c) En déduire qu’elle converge et calculer sa limite. 

 

a) Soit n ∈ ℕ. On pose la fonction :  

fn : {
ℝ → ℝ

x ↦ x3 + nx − 1
 

fn ∈ 𝒞
1(ℝ) et ∀x ∈ ℝ, fn

′(x) = 3x2 + n > 0 si n > 0 

De même on sait que f0: x ↦ x3 est strictement croissante sur ℝ. 

On en déduit donc que fn est strictement croissante sur ℝ.  

 
On a donc fn est :  

_ continue sur ℝ  

_ strictement croissante sur ℝ 

_ Change de signe sur ℝ 

Donc d’après le théorème de la bijection, il existe un unique un ∈ ℝ tel que fn(un) = 0 

On en déduit donc que pour tout n ∈ ℕ, l’équation x3 + nx = 1 admet une unique solution réelle. 

b) On sait que fn+1 est croissante sur ℝ. De plus on a :   

fn+1(un) = (un)
3 + (n + 1)un = (un)

3 + nun + un = 1 + un 

De plus on sait que :  

fn(0) = −1 < 0 ⟹ fn(0) < fn(un) ⟹ 0 < un car fn est croissante 
On en déduit donc que :  

fn+1(un) = 1 + un > 1 

⟹ fn+1(un) > fn+1(un+1) 
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⟹ un > un+1 car fn+1 est croissante 
On en déduit donc que la suite (un) est décroissante. 

c) On a démontré précédemment que la suite (un) était décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel 

positif. On pose :  

lim
n
un = ℓ ≥ 0  

De plus on sait que :  

≤ un =
1

un
2 + n

≤
1

n
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, 0 ≤ un ≤
1

n
 

D’après le théorème des gendarmes on en déduit donc que :  

lim
n
un = 0 

 

On a la courbe suivante :  

 
 

Exercice D.3 : a) Montrer que pour tout n ∈ ℕ, l’équation x + x2 +⋯+ xn = 1 admet une unique solution réelle 

dans l’intervalle [0;+∞[. On note xn cette solution. 

b) Montrer que la suite (xn) est monotone, puis convergente et calculer sa limite. 

 

a) Soit n ∈ ℕ. On pose la fonction :  

fn : {
[0;+∞[→ ℝ

x ↦ x + x2 +⋯+ xn
 

fn ∈ 𝒞
1(ℝ) et  

∀x ∈ ℝ+, fn
′(x) = 1 + 2x +⋯+ nxn−1 > 0 car x ≥ 0 

On en déduit donc que fn est strictement croissante sur ℝ+.  

 
On a donc fn est :  

_ continue sur ℝ+  

_ strictement croissante sur ℝ+ 

_ fn(0) = 0 et fn → +∞ quand x → +∞  
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Donc d’après le théorème de la bijection, il existe un unique xn ∈ ℝ

+ tel que fn(xn) = 1 

b) On a :  

∀n ∈ ℕ, fn+1(xn) = xn + xn
2 +⋯+ (xn)

n + (xn)
n+1 = 1 + (xn)

n+1 > 1 

On en déduit donc que :  

fn+1(xn) > fn+1(xn+1) 
Comme la fonction fn+1 est croissante on en déduit donc que : fn+1(xn) > fn+1(xn+1) ⟹ xn > xn+1 

Donc la suite (xn) est décroissante. 

De plus (xn) est minorée par 0 donc elle converge vers un réel ℓ, ℓ ≥ 0. 

De plus on sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, n ≥ 2, fn(1) = n > 1 

⟹∀n ∈ ℕ∗, n ≥ 2, fn(xn) < fn(1) 

⟹ ∀n ∈ ℕ∗, n ≥ 2, xn < 1 car fn est croissante sur ℝ
+ 

De plus on sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, n ≥ 2, xn +⋯+ (xn)
n = 1 

⟹ xn = 1 − (xn)
2(1 + xn +⋯+ (xn)

n−2) 

= 1 − (xn)
2 ×

1 − (xn)
n−1

1 − xn
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, n ≥ 2, xn = 1 − (xn)
2 ×

1 − (xn)
n−1

1 − xn
 

De plus on sait que :  

∀n ≥ 2, 0 < xn ≤ x2 < 1 

⟹ ∀n ≥ 2,0 <  (xn)
n−1 ≤ (x2)

n−1 < 1 

Or on sait que :  

lim
n
(x2)

n−1 = 0 car x2 < 1 

On en déduit donc d’après le théorème des gendarmes que :  

lim
n
(xn)

n−1 = 0 

On a donc par passage à la limite :  

xn = 1 − (xn)
2 ×

1 − (xn)
n−1

1 − xn
 

⟹ ℓ = 1 − ℓ2 ×
1

1 − ℓ
 

⟹ ℓ− ℓ2 = 1 − ℓ − ℓ2 

⟹ ℓ =
1

2
 

On en déduit donc que :  

lim
n
xn =

1

2
 

 

Partie E : Suites adjacentes 

 

Exercice E.1 (La suite arithmético-géométrique) : Soit (a, b) ∈ (ℝ+
∗ )2. On pose :  

{
 

 
(u0, v0) = (a, b) 

∀ n ∈ ℕ, un+1 = √unvn

∀ n ∈ ℕ, vn+1 =
un + vn
2

 

1) Montrer que :  

∀ n ∈ ℕ∗, 0 < un ≤ vn 

2) Montrer que :  

∀ n ∈ ℕ, vn − un ≤
1

2n
(v0 − u0) 

3) Montrer que u et v sont adjacentes. Que peut-on en déduire ? 
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1) On va déjà démontrer par récurrence que :  

∀n ∈ ℕ, un > 0 et vn > 0 

On pose les propositions suivantes :  

∀n ∈ ℕ,𝒫(n) ∶ "un > 0 et vn > 0"  

Initialisation : 𝐧 = 𝟎 

On a alors u0 = a > 0 et v0 = b > 0. On en déduit donc que 𝒫(0) est vraie. 

Hérédité : Soit n ∈ ℕ, fixé. On suppose 𝒫(n) vraie. On a alors :  

un+1 = √unvn > 0 et vn+1 =
un + vn
2

> 0 

Donc 𝒫(n + 1) est vraie. 

Conclusion : 𝒫(0) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence, 𝒫(n) est vraie pour tout 

entier naturel n. 

 

De plus on sait que :  

∀(a, b) ∈ (ℝ+
∗
)
2
(√a − √b)

2
≥ 0 

⟹ a+ b − 2√ab ≥ 0 

⟹
a+ b

2
≥ √ab 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, vn+1 − un+1 ≥ 0 

⟹ ∀n ∈ ℕ, vn ≥ un 

On en déduit donc que :  

∀ n ∈ ℕ∗, 0 < un ≤ vn 

2) On va déjà démontrer par récurrence que :  

∀ n ∈ ℕ, vn − un ≤
1

2n
(v0 − u0) 

Pour cela on va déjà démontrer que :  

∀n ∈ ℕ∗, vn+1 − un+1 ≤
vn − un
2

 

On sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, ( vn+1 − un+1) −
vn − un
2

= (
un + vn
2

− vn) +
1

2
(un − 2√unvn ) 

= (
un − vn
2

) +
1

2
(un − 2√unvn ) 

Or on sait d’après la question 1 que :  

∀n ∈ ℕ∗, 0 < un ≤ vn 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗,
un − vn
2

< 0  

De plus on a :  

0 < un ≤ vn ⟹ (un)
2 ≤ unvn 

⟹ un ≤ √unvn ≤ 2√unvn 

⟹ un − 2√unvn < 0 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, ( vn+1 − un+1) −
vn − un
2

≤ 0 

⟹∀n ∈ ℕ∗, vn+1 − un+1 ≤
vn − un
2

  

A présent on pose les propositions suivantes :  

∀n ∈ ℕ, 𝒫(n) ∶ "∀ n ∈ ℕ, vn − un ≤
1

2n
(v0 − u0)"  

Initialisation : 𝐧 = 𝟎 

On a alors u0 = a > 0 et v0 = b. 

On en déduit donc que :  



Page 30 sur 58 
 

v0 − u0 =
1

20
(v0 − u0) 

On en déduit donc que 𝒫(0) est vraie. 

Hérédité : Soit n ∈ ℕ, fixé. On suppose 𝒫(n) vraie. On a alors :  

vn+1 − un+1 ≤
vn − un
2

 

De plus d’après l’hypothèse de récurrence on sait que :  

vn − un ≤
1

2n
(v0 − u0) 

On en déduit donc que :  

vn+1 − un+1 ≤
vn − un
2

≤
1

2
×
1

2n
(v0 − u0) 

On en déduit donc que :  

vn+1 − un+1 ≤
1

2n+1
(v0 − u0) 

Donc 𝒫(n + 1) est vraie. 

Conclusion : 𝒫(0) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence, 𝒫(n) est vraie pour tout 

entier naturel n. 

 

3) Il faut montrer que (un) et (vn) sont croissante et décroissante respectivement.  

On sait que :  

∀n ∈ ℕ, un+1 − un = √unvn − un = √un(√vn −√un) 

Or on sait d’après la question 1 que :  

∀n ∈ ℕ∗, 0 < un ≤ vn 

On en déduit donc par croissance de la fonction x ↦ √x que :  

∀n ∈ ℕ∗, 0 < √un ≤ √vn 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, un+1 ≥ un 

Donc la suite (un) est croissante à partir de 1. 

De plus on a :  

∀n ∈ ℕ, vn+1 − vn =
un + vn
2

− vn =
un − vn
2

≤ 0 car ∀n ∈ ℕ∗, 0 < un ≤ vn 

On en déduit donc que la suite (vn) est décroissante à partir de 1. 

De plus d’après la question 2 on sait que :  

∀n ∈ ℕ, ∀ n ∈ ℕ, 0 ≤ vn − un ≤
1

2n
(v0 − u0) 

De plus on sait que :  

lim
n
(
1

2
)
n

= 0 car
1

2
∈] − 1; 1[ 

On en déduit donc d’après le théorème des gendarmes que :  

lim
n
(vn − un) = 0 

Ainsi les deux suites (un) et (vn) sont adjacentes car on a les trois propriétés suivantes :  

_ (un) est croissante 

_ (vn) est décroissante 

_ lim
n
(vn − un) = 0 

On en déduit donc d’après les propriétés des suites adjacentes que :  

lim
n
un = lim

n
vn = ℓ 

Cependant il est très difficile d’obtenir la limite ℓ !  
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Exercice E.2 : On pose :  

∀ n ∈ ℕ∗, Hn =∑
1

k

n

k=1

,    un = Hn − ln(n)   et vn = Hn − ln(n + 1) 

1) a) Montrer que pour tout entier naturel n non nul :  
1

n + 1
≤ ln (

n + 1

n
) ≤

1

n
 

b) Montrer que les suites (un) et (vn) sont adjacentes. 

2) En déduire l’existence de γ ∈ ℝ et d’une suite (wn) qui converge vers 0 tels que pour tout n ∈ ℕ∗ :  

∑
1

k

n

k=1

= ln(n) + γ + wn (γ est appelée la constante d
′Euler) 

3) Quelle est la limite de Hn en +∞ ? 

4) Déterminer la limite de :  

Rn = ∑
1

k

2n

k=n

 

 

1) a) Il faut penser à la démonstration du lemme suivant (déjà fait dans le chapitre 4 et dans ce TD exercice C1, 8) : 

 

Lemme :  Montrer que :  

∀x > −1,
x

x + 1
≤ ln(1 + x) ≤ x 

 

1ière inégalité : Montrons que :  

∀𝐱 > −𝟏,
𝐱

𝐱 + 𝟏
≤ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝐱) 

On pose :  

f: {
] − 1;+∞[→ ℝ

x ↦
x

x + 1
− ln(1 + x)

 

On sait que f est dérivable sur ] − 1;+∞[ (f ∈ 𝒟(]−1;+∞[)) et :  

∀x > −1, f ′(x) =
(x + 1) − x

(1 + x)2
−

1

1 + x
=

−x

(1 + x)2
 

On en déduit donc le tableau de variations suivant :  

 
De plus comme f(0) = 0 on en déduit donc que :  

∀x > −1, f(x) ≤ 0 

On a donc :  

∀x > −1,
x

x + 1
≤ ln(1 + x) 

 

2ième inégalité : Montrons que :  

∀𝐱 > −𝟏, 𝐱 ≥ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝐱) 
On pose :  

g: {
] − 1;+∞[→ ℝ

x ↦ x − ln(1 + x)
 

On sait que g est dérivable sur ] − 1;+∞[ (g ∈ 𝒟(]−1;+∞[)) et :  

∀x > −1, g′(x) = 1 −
1

1 + x
=

x

1 + x
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On en déduit donc le tableau de variations suivant :  

 
De plus comme g(0) = 0 on en déduit donc que :  

∀x > −1, g(x) ≥ 0 

On a donc :  

∀x > −1, x ≥ ln(1 + x) 
On a donc : 

∀x > −1,
x

x + 1
≤ ln(1 + x) ≤ x 

 

Il suffit ensuite de voir que :  

∀n ∈ ℕ∗,
1

n
> −1 donc ∶  

∀n ∈ ℕ∗,

1
n

1
n + 1

≤ ln (1 +
1

n
) ≤

1

n
 

⟹ ∀n ∈ ℕ∗,
1

n + 1
≤ ln (

n + 1

n
) ≤

1

n
 

2) On sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, un = Hn − ln(n) = ∑
1

k

n

k=1

− ln(n) 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, un+1 − un = (∑
1

k

n+1

k=1

− ln(n + 1)) − (∑
1

k

n

k=1

− ln(n)) 

=
1

n + 1
− ln (

n + 1

n
) ≤ 0 (d′aprèsla question 1)  

Donc la suite (𝐮𝐧) est décroissante. 

De même on a :  

∀n ∈ ℕ∗, vn = Hn − ln(n + 1) = ∑
1

k

n

k=1

− ln(n + 1) 

⟹ ∀n ∈ ℕ∗, vn+1 − vn = (∑
1

k

n+1

k=1

− ln(n + 2)) − (∑
1

k

n

k=1

− ln(n + 1)) 

=
1

n + 1
− ln (

n + 2

n + 1
) 

Or on sait d’après la question 1 que :  

∀n ∈ ℕ∗,
1

n + 1
≤ ln (

n + 1

n
) ≤

1

n
⟹ ln (

n + 2

n + 1
) ≤

1

n + 1
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ∗, vn+1 − vn ≥ 0 

Donc la suite (𝐯𝐧) est croissante. 

De plus on sait que :  

∀n ∈ ℕ∗, un − vn = (∑
1

k

n

k=1

− ln(n)) − (∑
1

k

n

k=1

− ln(n + 1)) = ln(n + 1) − ln(n) = ln (
n + 1

n
) 

Or on sait que :  
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lim
n
ln (

n + 1

n
) = lim

n
ln (1 +

1

n
) = ln(1) = 0 

On en déduit donc que :  

𝐥𝐢𝐦
𝐧
(𝐮𝐧 − 𝐯𝐧) = 𝟎 

Ainsi les deux suites (un) et (vn) sont adjacentes car on a les trois propriétés suivantes :  

_ (un) est croissante 

_ (vn) est décroissante 

_ lim
n
(vn − un) = 0 

On en déduit donc d’après les propriétés des suites adjacentes que les suites (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛) convergent :  

∃ℓ ∈ ℝ, lim
𝑛
𝑢𝑛 = lim

𝑛
𝑣𝑛 = ℓ 

c) On sait que :  

∃ℓ ∈ ℝ, lim
𝑛
𝑢𝑛 = ℓ = lim

𝑛
(∑

1

k

n

k=1

− ln(n)) 

On pose 𝛾 cette limite et :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑤𝑛 =∑
1

k

n

k=1

− ln(n) − 𝛾 

On a alors :  

lim
n
wn = 0 et ∀n ∈ ℕ

∗,∑
1

k

n

k=1

= ln(n) + γ + wn 

d) On en déduit donc que :  

lim
n
Hn = lim

n
(ln(n) + γ + wn) = +∞ 

e) On sait d’après la question c que : 

∀n ∈ ℕ∗,∑
1

k

2n

k=n

=∑
1

k

2n

k=1

−∑
1

k

n−1

k=1

= (ln(2n) + γ + w2n) − (ln(n − 1) + γ + wn−1) 

= ln (
2n

n − 1
) +w2n −wn−1 

Or on sait que :  

lim
n
ln (

2n

n − 1
) = lim

n
ln(

2

1 −
1
n

) = ln(2) 

  

Partie F : Suites extraites 

 

Exercice F.1 : Etudier la convergence de :  

∀ n ∈ ℕ, un = sin (
nπ

4
) + cos (

nπ

2
) 

 

Il suffit de prendre deux suites extraites qui convergent vers deux limites différentes. 

On a :  

∀n ∈ ℕ, u4n = sin(
4nπ

4
) + cos (

4nπ

2
) = 1 ⟹ lim

𝑛
𝑢4𝑛 = 1 

De plus on a :  

∀n ∈ ℕ, u8n+2 = sin(
(8n + 2)π

4
) + cos(

(8n + 2)π

2
) = sin (2nπ +

π

2
) + cos(4nπ + π) = 0 ⟹ lim

n
u8n+2 = 1 

On a donc deux suites extraites de (un) qui ne convergent pas vers la même limite. 

Donc la suite (un) diverge. 

 

Exercice F.2 : Etudier la convergence de :  
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∀ n ∈ ℕ, un = sin (
nπ

3
) +

1

n
 

 

On sait que :  

∀n ∈ ℕ, u3n = sin (
3nπ

3
) +

1

3n
= sin(nπ) +

1

3n
 

⟹ lim
n
u3n = 0 

De même on a :  

u6n+1 = sin (
(6n + 1)π

3
) +

1

6n + 3
=
√3

2
+

1

6n + 3
⟹ lim

n
u6n+1 =

√3

2
 

On a donc deux suites extraites de (un) qui ne convergent pas vers la même limite. 

Donc la suite (un) diverge. 

 

Exercice F.3 : Soit u une suite réelle monotone admettant une sous-suite convergente. Montrer que la suite u 

converge.  

 

Soit (un) une suite monotone tel que : ∃φ:ℕ → ℕ strictement croissante tel que (uφ(n)) converge. 

1er cas : On suppose que (𝐮𝐧) est croissante 

On sait que :  

∃ℓ ∈ ℝ, lim
n
uφ(n) = ℓ 

On en déduit donc que :  

∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ ℕ, ∀n ≥ n0, |uφ(n) − ℓ| ≤ ϵ 

De plus on sait que (uφ(n)) est croissante donc :  

∀n ∈ ℕ, uφ(n) ≤ ℓ 

On en déduit donc que :  

∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ ℕ, ∀n ≥ n0, 0 ≤  ℓ − uφ(n) ≤ ϵ 

Or on sait que (un) est croissante. On en déduit donc que :  

∀n ≥ φ(n0), uφ(n) ≥ un ≥ uφ(n0) 

On en déduit donc que :  

∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ ℕ, ∀n ≥ n0, 0 ≤ ℓ − un ≤ ℓ − uφ(n) ≤ ϵ 

On en déduit donc que (un) converge vers ℓ. 

2ième cas : On suppose que (𝐮𝐧) est décroissante 

On sait que :  

∃ℓ ∈ ℝ, lim
n
uφ(n) = ℓ 

On en déduit donc que :  

∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ ℕ, ∀n ≥ n0, |uφ(n) − ℓ| ≤ ϵ 

De plus on sait que (uφ(n)) est décroissante donc :  

∀n ∈ ℕ, uφ(n) ≥ ℓ 

On en déduit donc que :  

∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ ℕ, ∀n ≥ n0, 0 ≤  uφ(n) − ℓ ≤ ϵ 

Or on sait que (un) est croissante. On en déduit donc que :  

∀n ≥ φ(n0), uφ(n) ≤ un ≤ uφ(n0) 

On en déduit donc que :  

∀ϵ > 0, ∃n0 ∈ ℕ, ∀n ≥ n0, 0 ≤ un − ℓ ≤ uφ(n) − ℓ ≤ ϵ 

On en déduit donc que (un) converge vers ℓ. 
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Partie G : Suites récurrentes d’ordre 1 

 

Exercice G.1 : On considère la suite définie u0 = 0 et un+1 = √2un + 3 

a) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, un ∈ [0; 3] :  

0 ≤ un ≤ un+1 ≤ 3 

b) En déduire que (un)  converge et déterminer sa limite.   

 

Ici on peut étudier la fonction :  

f: {
[0; 3] → ℝ

x ↦ √2x + 3
 

On a alors :  

∀x ∈ [0; 3], f ′(x) =
2

2√2x + 3
=

1

√2x + 3
> 0 

On en déduit donc les variations de f :  

 
On va démontrer par récurrence que :  

∀n ∈ ℕ, 0 ≤ un ≤ un+1 ≤ 3 

On pose :  

∀n ∈ ℕ,𝒫(n) ∶ " 0 ≤ un ≤ un+1 ≤ 3"  
Initialisation : n = 0. On a :  

u0 = 0, u1 = √3 

On en déduit donc que :  

0 ≤ u0 ≤ u1 ≤ 3 

Donc 𝒫(0) est vraie. 

Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose 𝒫(n) vraie. On a alors :  

0 ≤ un ≤ un+1 ≤ 3 

De plus on sait que f: x ↦ √2x + 3 est croissante sur [0; 3]. On en déduit donc que :  

f(0) ≤ f(un) ≤ f(un+1) ≤ f(3) 

⟹√3 ≤ un+1 ≤ un+2 ≤ 3   
  ⟹ 0 ≤ un+1 ≤ un+2 ≤ 3 

On en déduit donc que 𝒫(n + 1) est vraie. 

Conclusion : On conclut d’après le principe de récurrence. 

 

2) (un) est une suite croissante majorée. Elle converge donc vers un réel compris entre 0 et 3 !  

Cette suite converge vers ℓ qui vérifie :  

ℓ = f(ℓ) 

⟺ ℓ2 = 2ℓ + 3 

⟺ ℓ2 − 2ℓ − 3 = 0 

On calcule Δ = 4 + 4 × 3 = 16. On a donc :  

ℓ1 =
2 − 4

2
= −1 ou ℓ2 =

2 + 4

2
= 3 

On en déduit donc que ℓ = 3.  
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Exercice G2 : Etudier les suites définies par :  

a) ∀n ∈ ℕ, un+1 = 2un(1 − un)      b) u0 = 1/2  et ∀n ∈ ℕ, un+1 =
1

3
(4 − un)  

c) ∀n ∈ ℕ, un+1 = une
−un  et u0 = 1    d) ∀n ∈ ℕ, un+1 = ln(1 + 2un)  et u0 ∈ ℝ 

 

a) On pose f: x ↦ 2x(1 − x) définie sur ℝ. 

On va étudier cette fonction. 

On a le tableau de variations suivant :  

 
On cherche les points fixes de f : 

f(x) = x ⟺ 2x(1 − x) = x ⟺ x(1 − 2x) = 0 ⟺ x ∈ {0;
1

2
} 

1er cas : Si 𝐮𝟎 ∈ {𝟎;
𝟏

𝟐
} 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ, un = u0 

Donc la suite est constante. 

2ième cas : 𝐮𝟎 ∈ ]𝟎;
𝟏

𝟐
[ 

On sait que f (]0;
1

2
[) ⊂ ]0;

1

2
[ 

On en déduit donc que ]0;
1

2
[ est stable par f. De plus f est croissante sur ]0;

1

2
[ donc d’après une propriété du cours qui 

se démontre par récurrence (presque) trivial, (un) est croissante ou décroissante, suivant le signe de u1 − u0 

On sait que :  

u1 − u0 = 2u0(1 − u0) − u0 = u0(1 − 2u0) > 0 car u0 ∈ ]0;
1

2
[ 

On en déduit donc que  

∀n ∈ ℕ, 0 < un < un+1 <
1

2
 

Donc la suite (un) est majorée et croissante, donc elle est convergente vers un point fixe de f, ici 
1

2
 car :  

∀n ∈ ℕ, 0 < u0 ≤ un 

3ième cas : 𝐮𝟎 ∈ ]
𝟏

𝟐
; 𝟏[ 

On a alors d’après le tableau de variation u1 ∈ ]0;
1

2
[. 

Cela revient au cas n°2. 

4ième cas : 𝐮𝟎 = 𝟏⟹ 𝐮𝟏 = 𝟎⟹ ∀𝐧 ∈ ℕ∗, 𝐮𝐧 = 𝟎 

5ième cas : 𝐮𝟎 < 𝟎 

On sait que f(]−∞; 0[) ⊂ ]−∞; 0[ et que f est croissante sur ]−∞;0[. On en déduit donc que (un) est monotone. 

De plus on a :  

u1 − u0 = u0(1 − 2u0) < 0 

Donc la suite (un) est décroissante. On a donc :  

∀n ∈ ℕ, un ≤ u0 < 0 

Si la suite (un) était convergente, on se ramènerait à deux limites possibles, 0 ou
1

2
. Or cela est impossible. 

On en déduit donc que (un) diverge, et comme elle est décroissante, elle diverge vers +∞ 

6ième cas : 𝐮𝟎 > 𝟏 ⟹ 𝐮𝟏 < 𝟎 et on se ramène au cas 𝟓. 
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b) On a :  

u: {
u0 =

1

2

∀n ∈ ℕ, un+1 =
1

3
(4 − un) 

 

C’est une suite arithmético-géométrique. On peut alors expliciter une relation entre un et n. 

On pose f: x ↦
1

3
(4 − x) définie sur ℝ. 

_ On cherche le point fixe 

On résout :  

f(x) = x ⟺
1

3
(4 − x) = x ⟺ x = 1 

_ On pose une suite auxiliaire 

∀n ∈ ℕ, vn = un − 1 ⟹ ∀n ∈ ℕ, vn+1 = un+1 − 1 =
1

3
(4 − un) −

1

3
(4 − 1) = −

1

3
(un − 1) 

On en déduit que (vn) est géométrique de raison −
1

3
 :  

∀n ∈ ℕ, un = −
1

2
× (−

1

3
)
n

+ 1 

On en déduit que :  

lim
n
un = 1 

De plus on peut démontrer que (u2n) et (u2n+1) sont respectivement croissante et décroissante et adjacentes !  

 

 

c) On pose :  

f: {
ℝ → ℝ
x ↦ xe−x

 

On sait que f ∈ 𝒞1(ℝ) et :  

∀x ∈ ℝ, f ′(x) = e−x(1 − x) 
On a alors le tableau de variation suivant :  

 
On sait de plus que f(0) = 0. On en déduit donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires (car f est continue) 

donc :  

f([0; 1]) = [0;
1

e
] ⊂ [0; 1] 

On en déduit donc que [0; 1] est stable par f. 
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Comme u0 = 1 ∈ [0; 1], on en déduit donc que ∀n ∈ ℕ, un ∈ [0; 1]. 

De plus f est croissante sur [0; 1] donc (un) est monotone. 

De plus on a :  

u1 − u0 =
1

e
− 1 < 0 

Donc la suite (un) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers un réel ℓ ≥ 0 qui vérifie :  

ℓ = f(ℓ) 
On résout :  

f(x) = x ⟺ xe−x = x ⟺ (x − 1)e−x = 0⟺ x = 0 

Donc (un) est décroissante et converge vers 0. 

On peut le voir sur la courbe ci-dessous :  

 

 
 

d) On pose f: x ↦ ln(1 + 2x) 

On sait que 𝒟f = ]−
1

2
; +∞[ donc on peut déjà écarter les cas où u0 < −

1

2
. 

On étudie la fonction f. On a :  

 
D’après les variations on en déduit que f([0;+∞[) ⊂ [0;+∞[ donc [0; +∞[ est stable par f. 

De plus on peut voir que si u0 ∈ ]−
1

2
; 0] alors u1 < 0 et donc la suite (un) n’est pas définie à partie de n = 2. On en 

déduit donc qu’on étudie la suite :  

u: {
u0 ≥ 0

∀n ∈ ℕ, un+1 = ln(1 + 2un) 
 

∀n ∈ ℕ, un+1 = ln(1 + 2un)  et u0 ∈ ℝ 

1er cas : 𝐮𝟎 = 𝟎 

On a alors : ∀n ∈ ℕ, un = 0 

2ième cas : 𝐮𝟎 > 𝟎 

Comme la fonction f est croissante, (un) est monotone. 

On regarde alors le signe de u1 − u0. 

u1 − u0 = ln(1 + 2u0) − u0 

On va chercher le point fixe de f sur ℝ+. 

On a :  

f(x) = x ⟺ ln(1 + 2x) = x ⟺ 1+ 2x = ex ⟺ ex − 2x − 1 = 0 

On pose g: x ↦ ex − 2x − 1 ∈ 𝒞1(ℝ+). On a alors :  

∀x ≥ 0, g′(x) = ex − 2 

On a alors le tableau de variation suivant :  
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On sait que :  

_ g ∈ 𝒞1(ℝ+)  

_ g est strictement croissante sur ] ln(2) + ∞[ 

_ g change de signe sur ] ln(2) ;+∞[ 
On en déduit que :  

∃! α ∈]0;+∞[, f(α) = 0 ⟺ ∃! α ∈]0;+∞[, ln(1 + 2α) = α 

On a alors le tableau de variation suivant :  

 

On en déduit donc que :  

f(]0; α[) ⊂ ]0; α[ 
On distingue alors deux cas. 

 𝐮𝟎 ∈ ]𝟎; 𝛂[ 
On a alors :  

u1 − u0 > 0 ⟹ (un) est croissante 
On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, 0 < un ≤ un+1 ≤ f(α) 
Comme la suite (un) est croissante et majorée, elle converge vers ℓ > 0, on en déduit donc que :  

lim
n
un = α 

On peut le voir sur la courbe suivante :  

 
 𝐮𝟎 > 𝛂 

On a alors :  

u1 − u0 < 0⟹ (un) est décroissante 
On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, α < un+1 ≤ un 

On en déduit donc que la suite (un) est décroissante et minorée donc elle converge vers un point fixe, donc :  

lim
n
un = α 
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On peut le voir sur le graphique ci-dessous : 

 
Remarque : Nous n’avons pas déterminer la valeur de 𝛼. Peut être que 𝛼 est un nombre irrationnel et que l’on ne peut 

déterminer qu’une valeur approchée de 𝛼. Pour ce faire on doit trouver un encadrement de 𝛼. On peut faire un 

programme Python avec deux suites adjacentes (𝑢𝑛) et (𝑣𝑛). On pourrait ainsi prendre : 

u: {
u0 = 1

un+1 = ln(1 + 2un)
 

v: {
v0 = 2

vn+1 = ln(1 + 2vn)
 

D’après ce que l’on  vu précédemment (et je me suis aussi aidé de la courbe de géogébra pour voir que 1 < 𝛼 < 2), 

les deux suites sont adjacentes et convergent vers la même limite. 

On peut faire les programmes Python suivant :  

 

 Avec la courbe : 

 

 
 

 

 Avec les valeurs numériques :  
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 Exercice G3 : Soit f la fonction définie sur [0; 1] par :  

f:↦
x2

2 − x2
 

On considère la suite (un) définie par u0 ∈ [0; 1[ et la relation de récurrence :  

un+1 =
un
2

2 − un
2 

1) Montrer que pour tout x ∈ [0; 1[, 0 ≤ f(x) ≤ x ≤ 1. 

2) En déduire que 0 ≤ un < 1 puis que (un) est décroissante. 

3) La suite (un) a-t-elle une limite et si oui laquelle ? 

 

1) Il suffit d’étudier la fonction. f ∈ 𝒞1([0; 1]) et :  

∀x ∈ [0; 1], f ′(x) =
2x(1 − x2) + 2x3

(2 − x2)2
=

2x

(2 − x2)2
 

On en déduit donc le tableau de variations suivant :  

 
On en déduit donc que ∀x ∈ [0; 1], f(x) ∈ [0; 1]. 

2) On sait que u0 ∈ [0; 1[ donc par une récurrence immédiate : 

∀n ∈ ℕ, un ∈ [0; 1[ 
De plus on sait que f est croissante donc (un) est monotone. 

De plus on a :  

u1 − u0 =
u0
2

2 − u0
2 − u0 =

u0
2 − u0(2 − u0

2)

2 − u0
2 =

u0(u0
2 + u0 − 2)

2 − u0
2   

De plus on sait que :  

∀x ∈ ℝ, x2 + x − 2 = (x +
1

2
)
2

−
9

4
= (x + 2)(x − 1) 

On en déduit donc que :  

∀x ∈ [0; 1[, x2 + x − 2 < 0 

On en déduit donc que :  

u1 − u0 < 0 

On en déduit donc que (un) est décroissante. 

3) La suite (un) est décroissante et minorée par 0 donc elle converge vers ℓ ∈ [0; 1[. 
De plus on sait que ℓ vérifie l’équation :  

ℓ =
ℓ2

2 − ℓ2
⟹ ℓ(ℓ2 + ℓ − 2) = 0 ⟹ ℓ(ℓ + 2)(ℓ − 1) = 0 ⟹ {

ℓ = 0
ℓ = 1
ℓ = −2

 

De plus on sait que :  

∀n ∈ ℕ, 0 ≤ un < u0 < 1 

On en déduit donc que : 

lim
n
un = ℓ = 0 
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On a les illustrations suivantes :  

 

 
 

Exercice G.4 : On pose :  

u: {

u0 = 0

un+1 =
1

3
un + 2

 

1) Représenter les premiers termes de la suite et conjecturer son sens de variation et sa limite.  

2) Ecrire un programme Python qui vous affiche la courbe obtenue en 1.  

3) Exprimer 𝑢𝑛 en fonction de n puis en déduire la limite de 𝑢𝑛.  

4) Déterminer une formule explicite de :  

Sn =∑uk

n

k=0

 

5) Même questions pour la suite définie par :  

u: {
u0 = 1

un+1 = −un + 4
 

 

1) On a :  

(un) = (0; 2;
7

3
;… ) 

La suite (un) semble croissante. 

On a la courbe suivante :  
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2) On a :  

 
3) La suite (un) est arithmético-géométrique. 

_ On cherche le point fixe :  

f(x) = x ⟺
1

3
x + 2 = x ⟺ x = 2 

_ On pose la suite auxiliaire :  

∀n ∈ ℕ, vn = un − 3 

⟹∀n ∈ ℕ, vn+1 = un+1 − 3 =
1

3
un − 1 =

1

3
(un − 3) =

1

3
vn 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un = (
1

3
)
n

(−3) + 3 = 3(1 − (
1

3
)
n

) 

De plus on sait que :  

∀n ∈ ℕ, lim
n
(
1

3
)
n

= 0⟹ lim
n
un =3 

4) On a :  

∀n ∈ ℕ, Sn =∑uk

n

k=0

=∑3(1 − (
1

3
)
k

)

n

k=0

= 3(n + 1) − 3 ×
1 − (

1
3)

n+1

1 −
1
3

3(n + 1) −
9

2
× (1 − (

1

3
)
n+1

) 

5) On pose :  

u: {
u0 = 1

un+1 = −un + 4
 

_ On cherche le point fixe :  

f(x) = −x + 4 = x ⟹ x = 2 

_ On pose une suite auxiliaire 

∀n ∈ ℕ, vn = un − 2 

⟹ ∀n ∈ ℕ, vn+1 = un+1 − 2 = −un + 4 − 2 = −(un − 2) = −vn 
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On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un = (−1)
n(−1) + 2 = (−1)n+1 + 2 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, u2n = 1, u2n+1 = 3 

On peut le voir grâce à un programme Python :  

 
 

Exercice G5 :Soit u la suite définie par récurrence par :  

u: {

u0 = 2

un+1 =
1

2
(un +

2

un
)
 

1) Montrer que un existe et un ≥ √2 pour tout n ∈ ℕ. 

2) Montrer que :  

∀n ∈ ℕ, |un+1 −√2| ≤
|un − √2|

2

2
 

3) a) En déduire que :  

∀n ∈ ℕ, |un −√2| ≤
1

22
n−1

 

b) Donner la limite de (un). 

4) Combien de termes de la suite faut-il calculer pour avoir une approximation de √2 à 10−100 près ? 

 

1) Il suffit de prouver que :  

∀x ≥ √2, f(x) =
1

2
(x +

2

x
) ≥ √2 

On sait que f: x ↦
1

2
(x +

2

x
) ∈ 𝒞1([√2;+∞[) et :  

∀x ≥ √2, f ′(x) =
1

2
(1 −

2

x2
) =

1

2x2
(x2 − 2) ≥ 0 

On a les variations suivantes :  

 
On en déduit donc d’après le TVI que :  

f([√2;+∞[) = [√2;+∞[ 

On en déduit donc que [√2;+∞[ est stable par f. 

Du plus on sait que u0 = 2 ≥ √2. 
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On en déduit donc par une récurrence immédiate que :  

∀n ∈ ℕ, un ≥ √2 

2) On sait que :  

∀n ∈ ℕ, un+1 − √2 =
1

2
(un +

2

un
− 2√2) 

=
1

2
(
(un)

2 − 2√2un + 2

un
) 

=
1

2un
(un − √2)

2
 

Or on sait que :  

∀n ∈ ℕ, un ≥ √2 ≥ 1 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un+1 − √2 ≤
1

2
(un − √2)

2
 

3) a)  

∀n ∈ ℕ, un −√2 ≤
1

22
n−1

 

On peut le faire par récurrence :  

On pose la proposition Qn : 

∀n ∈ ℕ, Qn = "un − √2 ≤
1

22
n−1

" 

Initialisation : On a  

{
u0 − √2 = 2 − √2 < 1

1

22
0−1

=
1

20
= 1

 ⟹ u0 − √2 ≤
1

22
0−1

⟹ P0 est vraie.  

Hérédité : Soit n un entier fixé. On suppose vraie Qn ∶  un − √2 ≤
1

22
n−1

 

On a donc :  

0 ≤ un − √2 ≤
1

22
n−1

 

⟹ (un − √2)
2
≤ (

1

22
n−1

)
2

  (car x ↦ x2 est croissante sur [0;+∞[)   

On sait que :  

∀ n ∈ ℕ, un+1 − √2 ≤
1

2
(un − √2)

2
 

⟹ un+1 − √2 ≤
1

2
(un − √2)

2
≤
1

2
(

1

22
n−1

)
2

 

Or on a :  

1

2
(

1

22
n−1

)
2

=
1

2
×

1

(22
n−1)2

=
1

2
×

1

22
n×2−2

=
1

2
×

1

22
n+1−2

=
1

22
n+1−1

 

Donc Qn+1 est vraie.  

 

Conclusion : Q0 est vraie et Qn est héréditaire donc d’après le principe de récurrence, Qn est vraie pour tout entier 

naturel n :  

∀n ∈ ℕ, un −√2 ≤
1

22
n−1

 

b) On sait que : 

∀n ∈ ℕ, 0 ≤ un − √2 ≤
1

22
n−1

 

Or on a :  

∀n ∈ ℕ,
1

22
n−1

=
2

22
n 

On sait que :  

lim
n→+∞

2n = +∞ (car 2 > 1) 
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⟹ lim
n→+∞

22
n
= +∞ 

⟹ lim
n→+∞

2

22
n = 0 

D’après le théorème des gendarmes :  

lim
n→+∞

un − √2 = 0 

On a donc :  

lim
n→+∞

un = √2 

c) On a vu précédemment que :  

∀n ∈ ℕ, 0 ≤ un − √2 ≤
1

22
n−1

 

On cherche :  

0 ≤ un − √2 ≤ 10
−100 

On résout :  
1

22
n−1

≤ 10−100 

⟹ 22
n−1 ≥ 10100  ( car x ↦

1

x
 est décroissante sur ]0;+∞[ )  

On peut résoudre cette équation à « tâtons » si l’on ne connait pas la fonction ln ou log.  

Sinon on a :  

22
n−1 ≥ 10100 

⟹ ln(22
n−1) ≥ ln(10100) ( car x ↦ ln(x)  est croissante sur ]0;+∞[ ) 

⟹ (2n − 1) ln(2) ≥ 100 ln(10) 

⟹ 2n ≥ 1 +
100 ln(10)

ln(2)
 ( car ln(2) > 0) 

⟹ ln(2n) ≥ ln(1 +
100 ln(10)

ln(2)
) ( car x ↦ ln(x)  est croissante sur ]0;+∞[ ) 

⟹ nln(2) ≥ ln(1 +
100 ln(10)

ln(2)
) 

⟹ n ≥
ln (1 +

100 ln(10)
ln(2)

)

ln(2)
 

Or à la calculatrice on obtient :  

ln (1 +
100 ln(10)
ln(2)

)

ln(2)
≈ 8,38 

Il faut donc 9 étapes pour avoir une valeur approchée à 10−100 de √2. 

Ainsi u9 est une valeur approchée de √2 à 10−100. 

Remarque : On peut faire un programme Python : 

 
Ainsi √2 ≈ 1.414213562374689 à 10−15 
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Exercice G.6 : Soient x > 1, (un) et (vn) définies par récurrence par :  

{
 
 

 
 

u0 = x ; v0 = 1

∀n ∈ ℕ, un+1 =
1

2
(un + vn)

∀n ∈ ℕ, vn+1 =
2unvn
un + vn

 

1) Montrer que (un) et (vn) sont bien définies et à termes strictement positifs. 

2) Montrer que :  

∀n ∈ ℕ, un ≥ vn 

3) Montrer que (un) et (vn) convergent vers la même limite. 

4) Montrer que la suite (unvn) est constante. En déduire la valeur de la limite commune à (un) et (vn).  

 

1) On peut faire une récurrence immédiate. On pose :   

∀n ∈ ℕ,𝒫(n): "un > 0 et vn > 0" 
Initialisation : n = 0 

On a : u0 = x > 0 ; v0 = 1 > 0. Donc 𝒫(0) est vraie. 

Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie 𝒫(n). On a alors :  

On a alors :  

un+1 =
1

2
(un + vn) > 0 et vn+1 =

2unvn
un + vn

> 0 

On en déduit donc que 𝒫(n + 1) est vraie.  

 

Conclusion : 𝒫(0) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence, on en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un > 0 et vn > 0 

2) On peut le faire par récurrence. On pose :  

∀n ∈ ℕ, 𝒬(n): "un ≥ vn" 
Initialisation : n = 0 

On a : u0 = x > 1 ⟹ u0 ≥ 𝑣0. Donc 𝒬(0) est vraie. 

Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie 𝒫(n). On a alors :  

On a alors :  

𝑢𝑛 ≥ 𝑣𝑛 

On a alors :  

un+1 =
1

2
(un + vn) =

1
2
(un + vn)

2

un + vn
=

1
2
(un
2 + vn

2 + 2unvn)

un + vn
=

1
2
((un − vn)

2 + 4unvn)

un + vn
≥
2unvn
un + vn

 

On en déduit donc que 𝒬(n + 1) est vraie.  

 

Conclusion : 𝒬(0) est vraie et 𝒬(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence, on en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un ≥ vn 

3) Il suffit de montrer que (un) et (vn) sont adjacentes.  

_ (𝐮𝐧) est décroissante. 

∀n ∈ ℕ, un+1 − un =
1

2
(un + vn) − un =

1

2
(vn − un) < 0 

_ (𝐯𝐧) est croissante. 

∀n ∈ ℕ, vn+1 − vn =
2unvn
un + vn

− vn =
vn(un − vn)

un + vn
> 0 

_ 𝐥𝐢𝐦
𝐧
(𝐮𝐧 − 𝐯𝐧) = 𝟎 

On sait que les suites (un) et (vn) sont respectivement décroissante et croissante. De plus on a :  

∀n ∈ ℕ, 1 ≤ v0 ≤ vn ≤ un ≤ u0 

On en déduit que la suite (un) est décroissante minorée donc converge vers ℓ1 ≥ 1 et (vn) est croissante majorée 

donc converge vers ℓ2 ≥ 1. 

De plus on sait que :  
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∀n ∈ ℕ, un+1 − vn+1 =
1

2
(un + vn) −

2unvn
un + vn

=
(un + vn)

2 − 4unvn
2(un + vn)

=
(un − vn)

2

2(un + vn)
 

Par passage à la limite on en déduit donc que :  

ℓ1 − ℓ2 =
(ℓ1 − ℓ2)

2

2(ℓ1 + ℓ2)
 

On raisonne par l’absurde : Si ℓ1 ≠ ℓ2 

On a alors :  

ℓ1 − ℓ2 = 2(ℓ1 + ℓ2) ⟹ ℓ1 = −3ℓ2 < 0 

Impossible car ℓ1 ≥ 1 

On en déduit donc que :  

ℓ1 = ℓ2 = ℓ 

4) On calcule :  

∀n ∈ ℕ, un+1vn+1 =
1

2
(un + vn) ×

2unvn
un + vn

= unvn 

On en déduit donc que la suite (unvn) est constante et :  

∀n ∈ ℕ, unvn = ℓ1ℓ2 = ℓ
2 

Comme ℓ ≥ 1 > 0 on en déduit donc que :  

ℓ = √u0v0 = √x 

On peut faire un programme Python pour illustrer la convergence des deux suites vers √x :  

 
 

Exercice G.7 : Soit (un) la suite définie par :  

{
u0 ∈ ℝ

∀n ∈ ℕ, un+1 = sin(un)
 

De plus on pose la fonction g définie sur ℝ  par g: x ↦ sin(x) − x. 

1) Etudier g sur [−
π

2
;
π

2
]. 

2) Montrer que :  

∀n ∈ ℕ∗, −1 ≤  un ≤ 1 

3) On suppose que 0 ≤  u1 ≤ 1 

a) Montrer que pour tout n ≥ 1, 0 ≤ un ≤ 1. 

b) En déduire que pour tout n ≥ 1, un+1 ≤ un. 

c) En déduire que (un) converge et déterminer sa limite. 

4) On suppose que −1 ≤ u1 ≤ 0. Montrer que (un) converge et déterminer sa limite. 

 

1) On sait que g ∈ 𝒞1 ([−
π

2
;
π

2
]) et :  

∀x ∈ [−
π

2
;
π

2
] , g′(x) = cos(x) − 1 ≤ 0 

On en déduit donc que :  
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2) C’est une récurrence immédiate car :  

∀x ∈ ℝ, sin(x) ∈ [−1; 1] 
3) a) On pose :  

∀n ∈ ℕ,𝒫(n) ∶ "0 ≤ un ≤ 1" 
Initialisation : n = 0 

On sait que u0 ∈ [0; 1] donc 𝒫(0) est vraie. 

Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie 𝒫(n). 

On a alors un ∈ [0; 1] ⊂ [0;
π

2
]. On en déduit donc que un+1 = sin(un) ∈ [0; 1]. 

Donc 𝒫(n + 1) est vraie. 

Conclusion : 𝒫(0) est vraie et 𝒫(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence, un ∈ [0; 1] pour tout entier 

naturel n. 

 

b) On sait d’après la question 1) que :  

∀x ∈ [0; 1], sin(x) − x ≤ 0 

De plus on sait d’après la question 2) a) que :  

∀n ∈ ℕ, un ∈ [0; 1] 
On en déduit donc que ;  

∀n ∈ ℕ, sin(un) − un ≤ 0⟹ ∀n ∈ ℕ, un+1 − un ≤ 0 

Donc la suite (un) est décroissante. 

c) On en déduit donc que la suite (un) converge car elle est décroissante et minorée par 0.  

On a donc :  

1 ≥ ℓ ≥ 0 et ℓ = sin(ℓ) 
D’après l’étude de la fonction g dans la question 1, on en déduit que ℓ = 0. 

On peut le voir sur le graphique suivant :  

 
4) On pose :  

∀n ∈ ℕ, 𝒬(n) ∶ " − 1 ≤ un ≤ 0" 
Initialisation : n = 0 

On sait que u0 ∈ [−1; 0] donc 𝒬(0) est vraie. 

Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie 𝒬(n). 



Page 50 sur 58 
 

On a alors un ∈ [−1; 0] ⊂ [−
π

2
; 0]. On en déduit donc que un+1 = sin(un) ∈ [−1; 0]. 

Donc 𝒬(n + 1) est vraie. 

Conclusion : 𝒬(0) est vraie et 𝒬(n) est héréditaire donc d’après le principe de récurrence, un ∈ [0; 1] pour tout entier 

naturel n. 

 

b) On sait d’après la question 1) que :  

∀x ∈ [−1; 0], sin(x) − x ≥ 0 

De plus on sait d’après la question 2) a) que :  

∀n ∈ ℕ, un ∈ [−1; 0] 
On en déduit donc que ;  

∀n ∈ ℕ, sin(un) − un ≥ 0⟹ ∀n ∈ ℕ, un+1 − un ≥ 0 

Donc la suite (un) est croissante. 

c) On en déduit donc que la suite (un) converge car elle est croissante et majorée par 0.  

On a donc :  

−1 ≤ ℓ ≤ 0 et ℓ = sin(ℓ) 
D’après l’étude de la fonction g dans la question 1, on en déduit que ℓ = 0. 

On peut le voir sur le graphique suivant :  

 

Partie H : Suites linéaires récurrentes d’ordre 2 

 

Exercice H.1 : Donner le terme général et étudier la convergence des suites définies par (u0, u1) ∈ ℝ
2 et :  

a) ∀n ∈ ℕ, un+2 = un+1 −
1

4
un  b)  un+2 = un+1 −

1

2
un    c) un+2 =

1

2
(un+1 + un)   

 

a) On résout l’équation caractéristique :  

(Eq): r
2 − r +

1

4
= 0 ⟺ (r −

1

2
)
2

= 0 

On en déduit donc que :  

∃! (A, B) ∈ ℝ2, un = (An + B) (
1

2
)
n

 

b) On résout l’équation caractéristique :  

(Eq): r
2 − r +

1

2
= 0 ⟹ Δ = i2 

On en déduit donc que :  

r2 − r +
1

2
= 0 ⟺ {

r1 =
1 − i

2
= e−

iπ
4

r2 =
1 + i

2
= e

iπ
4

  

On en déduit donc que :  

∃! (A, B) ∈ ℂ2, ∀n ∈ ℕ, un = A(e
iπ
4 )

n

+ B(e−
iπ
4 )

n

 

De plus on sait que (u0, u1) ∈ ℝ
2, donc par une récurrence immédiate on en déduit donc que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 ∈ ℝ.  

On en déduit donc que :  
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{
u0 = A+ B = A̅ + B̅

u1 = Ae
iπ
4 + Be−

iπ
4 = A̅e

iπ
4 + B̅e

iπ
4

 

⟹ {
(A − B̅) + (B − A̅) = 0

(A − B̅)e
iπ
4 + (B − A̅)e−

iπ
4 = 0

 

⟹ (A− B̅)e
iπ
4 = (A − B̅)e−

iπ
4  

⟹ A = B̅ 

On en déduit donc que :  

∃! (a, b) ∈ ℝ2, ∀n ∈ ℕ, un = (a + ib) (e
iπ
4 )

n

+ (a − ib) (e−
iπ
4 )

n

 

= 2ℛe((a + ib) (e
iπ
4 )

n

) 

= 2(
√2

2
)

n

(acos (
π

4
n) − bsin (

nπ

4
)) 

c) On résout l’équation caractéristique :  

(Eq): r
2 −

1

2
r −

1

2
= 0 

Δ =
1

4
+ 2 =

9

4
 

On a donc :  

r2 −
1

2
r −

1

2
= 0 ⟺ {

r1 =
1

4
−
3

4
= −

1

2
r2 = 1

 

On en déduit donc que :  

∃! (A, B) ∈ ℝ2, ∀n ∈ ℕ, un = A(−
1

2
)
n

+ B 

 

Exercice H.2 : Soit (u0; v0) ∈ ℝ
2. On pose :  

∀ n ∈ ℕ, {
un+1 =

2un + vn
3

vn+1 =
un + 2vn

3

 

1) Explicitez un et vn en fonction de n.  

2) En déduire les limites des suites u et v.  

 

1) On peut le faire de deux façons différentes. 

Méthode 1 : Suite linéaire récurrentes d’ordre 2 

 

On sait que :  

∀n ∈ ℕ, un+2 =
2

3
un+1 +

1

3
vn+1 =

2

3
un+1 +

1

3
(
un + 2vn

3
) =

2

3
un+1 +

1

9
un +

2

9
(3un+1 − 2un) =

4

3
un+1 −

1

3
un 

On peut alors résoudre l’équation caractéristique :  

(Eq): r
2 −

4

3
r +

1

3
= 0 ⟺ r ∈ {−

1

3
; 1} 

On en déduit donc que :  

∃! (A, B) ∈ ℝ2, ∀n ∈ ℕ, un = A(−
1

3
)
n

+ B 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, vn = 3un+1 − 2un = 3(A(−
1

3
)
n+1

+ B) − 2(A(−
1

3
)
n

+ B) = −A(−
1

3
)
n

+ B 
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Méthode 2 : On peut remarquer que :  

∀n ∈ ℕ, {
un+1 + vn+1 =

2un + vn
3

+
un + 2vn

3
= un + vn

un+1 − vn+1 =
2un + vn

3
−
un + 2vn

3
=
un − vn
3

  

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, {

un + vn = u0 + v0

un − vn =
(u0 − v0)

3n
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un =
u0 + v0
2

+
1

2
×
(u0 − v0)

3n
 

∀n ∈ ℕ, vn =
u0 + v0
2

−
1

2
×
(u0 − v0)

3n
 

2) D’après la question 1), la méthode 2, on en déduit donc que :  

lim
n
un = lim

n
vn =

u0 + v0
2

 

 

On peut faire un programme Python pour illustrer ces deux suites :  

 
 

Partie I : Suites complexes 

 

Exercice I.1 : Etudier la convergence des suites complexes suivantes :  

1) Pour tout entier naturel n, zn = xn + iyn avec (x0, y0) ∈ ℝ
2 et :  

∀n ∈ ℕ, {
xn+1 =

1

2
(xn − yn)

yn+1 =
1

2
(xn + yn)

 

2) Pour tout entier naturel n, zn+1 =
i

2
zn + 1. 

 

1) On peut faire la même chose que l’exercice précédent. 

On sait que :  

∀n ∈ ℕ, xn+2 =
1

2
xn+1 −

1

2
yn+1 =

1

2
xn+1 −

1

2
(
xn + yn
2

) =
1

2
xn+1 −

1

4
xn −

1

4
(xn − 2xn+1) = xn+1 −

1

2
xn 

On peut alors résoudre l’équation caractéristique :  

(Eq): r
2 − r +

1

2
= 0 ⟹ Δ = i2 

On en déduit donc que :  
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r2 − r +
1

2
= 0 ⟺ {

r1 =
1 − i

2
= e−

iπ
4

r2 =
1 + i

2
= e

iπ
4

  

On en déduit donc que :  

∃! (A, B) ∈ ℂ2, ∀n ∈ ℕ, xn = A(e
iπ
4 )

n

+ B(e−
iπ
4 )

n

 

De plus on sait que (x0, x1) ∈ ℝ
2, donc par une récurrence immédiate on en déduit donc que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛 ∈ ℝ.  

On en déduit donc que :  

{
x0 = A + B = A̅ + B̅

x1 = Ae
iπ
4 + Be−

iπ
4 = A̅e

iπ
4 + B̅e

iπ
4

 

⟹ {
(A − B̅) + (B − A̅) = 0

(A − B̅)e
iπ
4 + (B − A̅)e−

iπ
4 = 0

 

⟹ (A− B̅)e
iπ
4 = (A − B̅)e−

iπ
4  

⟹ A = B̅ 

On en déduit donc que :  

∃! (a, b) ∈ ℝ2, ∀n ∈ ℕ, xn = (a + ib) (e
iπ
4 )

n

+ (a − ib) (e−
iπ
4 )

n

 

= 2ℛe((a + ib) (e
iπ
4 )

n

) 

= 2(
√2

2
)

n

(acos (
π

4
n) − bsin (

nπ

4
)) 

De plus on sait que  

x0 = 2a et x1 = √2(
a√2

2
−
b√2

2
) =

x0 − y0
2

 

On en déduit donc que : 

{
a =

x0
2

a − b =
x0 − y0
2

⟹ {
a =

x0
2

b =
y0
2

 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, xn = (
√2

2
)

n

(x0 cos (
π

4
n) − y0 sin (n

π

4
)) 

De plus on sait que :  

∀n ∈ ℕ, yn = xn − 2xn+1 

= (
√2

2
)

n

(x0 cos (
π

4
n) − y0 sin (n

π

4
)) − (

√2

2
)

n+1

(x0cos(
π

4
(n + 1)) − y0sin(

(n + 1)π

4
)) 

= (
√2

2
)

n

(x0 (cos (
π

4
n) −

√2

2
cos (

π

4
(n + 1))) − y0 ((sin (

π

4
n) −

√2

2
sin(

π

4
(n + 1))))) 

Or on sait que :  

cos (
π

4
n) −

√2

2
cos (

π

4
(n + 1)) = cos (

π

4
n) − cos (

π

4
n) + sin (n

π

4
) = sin (n

π

4
) 

De même on a :  

sin (
π

4
n) −

√2

2
sin(

π

4
(n + 1)) = sin (

π

4
n) − sin (

nπ

4
) + cos (

nπ

4
) = cos (

nπ

4
) 

On en déduit donc que :  
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∀n ∈ ℕ, yn = (
√2

2
)

n

(x0 sin (
π

4
n) + y0 cos (n

π

4
)) 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, zn = xn + iyn = (
√2

2
)

n

(x0e
inπ
4 + iy0e

inπ
4 ) 

On en déduit donc que :  

lim
n
zn = 0 

On peut faire un programme Python pour illustrer cette suite 

 
2) On a :  

∀n ∈ ℕ, zn+1 =
i

2
zn + 1 

_ On cherche le point fixe :  

f(z) = z ⟺
i

2
z + 1 = z ⟺ z = −

1

i
2
− 1

=
2

2 − i
=
2(i + 2)

5
=
4

5
+
2

5
i 

_ On pose une suite auxiliaire 

On pose :  

∀n ∈ ℕ, vn = un − (
4

5
+
2

5
i) 

∀n ∈ ℕ, vn+1 = zn+1 − (
4

5
+
2

5
i) =

i

2
zn + 1 − (

i

2
(−

4

5
−
2

5
i) + 1) =

i

2
(zn − (

4

5
+
2

5
i)) 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, vn = (
i

2
)
n

v0 

⟹ ∀n ∈ ℕ, un = (
i

2
)
n

(z0 − (
4

5
+
2

5
i)) + (

4

5
+
2

5
i) 

On en déduit donc que :  

lim
n
zn =

4

5
+
2

5
i 
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On peut le voir sur un programme Python :  

 
 

Exercice I.2 : On considère la suite complexe (zn) définie par : 

{
z0 = re

iθ(−π < θ ≤ π), 𝑟 > 0

∀n ∈ ℕ, zn+1 =
zn + |zn|

2

 

On désigne par rn le module de zn et par θn l’argument de zn tel que −π < θ ≤ π. 

1) Effectuer la construction géométrique de zn+1 à partir de zn. 

2) a) Exprimer rn+1 en θn+1 en fonction de rn et de θn.  

b) En déduire la valeur de lim
n
θn. 

3) a) Etudier la suite définie par : 

∀ n ∈ ℕ, un = rn sin (
θ

2n
) 

b) En déduire la limite de rn puis celle de zn. 

 

1) On a la courbe suivante :  

 
2) a) On a :  

∀n ∈ ℕ, zn ≠ 0 

On pose alors :  

∀n ∈ ℕ, zn = rne
iθn 

On a alors :  

zn+1 =
rne

iθn + rn
2

=
rn
2
(1 + eiθn) = rn cos (

θn
2
) e

iθn
2  

On va montrer par récurrence que :  

∀n ∈ ℕ,
θn
2
∈ ]−

π

2
;
π

2
[  

Initialisation : n = 0 

On sait que θ ∈] − π; π[⟹
θ0

2
=

θ

2
∈ ]−

π

2
;
π

2
[ 
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Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose que 
θn

2
∈ ]−

π

2
;
π

2
[ 

On sait que :  

∀n ∈ ℕ, zn+1 = rn cos (
θn
2
) e

iθn
2 ⟹ rn cos (

θn
2
) > 0 car 

θn
2
∈ ]−

π

2
;
π

2
[  

On en déduit donc que :  

zn+1 = rn cos (
θn
2
) e

iθn
2 = rn+1e

iθn+1  avec θn+1 =
θn
2
∈ ]−

π

2
;
π

2
[ 

On en déduit donc que la proposition est héréditaire. 

Conclusion : Comme la propriété est vraie pour n=0 et est héréditaire, on en déduit alors que :  

∀n ∈ ℕ, zn+1 = rn+1e
iθn+1  avec rn+1 = rn cos (

θn
2
)  et θn+1 =

θn
2

 

b) La suite (θn) est géométrique de raison 
1

2
, on en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, θn =
θ0
2n
⟹ lim

n
θn = 0 car

1

2
∈ ]−1; 1[  

3) a) On sait que :  

∀ n ∈ ℕ, un+1 = rn+1 sin (
θ

2n+1
) = rn cos (

θn
2
) sin (

θ

2n+1
) 

Or on sait que :  

sin (
θ

2n+1
) = sin (

1

2
×
θ

2n
) = sin (

1

2
× θn) 

On en déduit donc que :  

∀ n ∈ ℕ, un+1 = rn cos (
θn
2
) sin (

1

2
× θn) =

rn
2
× sin(θn) =

rn
2
× sin (

θ

2n+1
) =

un
2

 

On en déduit donc que la suite (un) est géométrique de raison 
1

2
. On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un =
1

2n
× r0 sin(θ0) = rn sin (

θ

2n
) 

⟹ ∀n ∈ ℕ∗, rn =
1

2n
×
r0 sin(θ0)

sin (
θ
2n
)

 

De plus on sait que :  

lim
n→+∞

1

2n
×

1

sin (
θ
2n)

=
1

θ
lim
X→0

X

sin(X)
=
1

θ 
 (si θ ≠ 0) 

On en déduit donc que : 

lim
n
zn =

r0 sin(θ0)

θ0
 si θ ≠ 0 

Si θ = 0 ⟹ z0 ∈ ℝ
+∗ ⟹ ∀n ∈ ℕ, zn = z0 par une récurrence immédiate ! 
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Exercice I.3 : 1) Donner l’expression du terme général de la suite récurrente complexe (un) définie par :  

{

u0 = 0
u1 = 1 + 4i

∀ n ∈ ℕ, un+2 = (3 − 2i)un+1 − (5 − 5i)un

 

2) Soit θ ∈]0; π[. Déterminer le terme général de la suite réelle (un) définie par : 

u0 = 0 = u1 = 1 et ∀n ∈ ℕ, un+2 − 2cos(θ) un+1 + un = 0 

 

1) On résout l’équation caractéristique. 

(Eq): r
2 − (3 − 2i)r + (5 − 5i) = 0 

On calcule Δ: 

Δ = (3 − 2i)2 − 4(5 − 5i) = 5 − 12i − 20 + 20i = −15 + 8i = δ2 = (x + iy)2 

On a alors :  

{

x2 − y2 = −15
xy = 4

x2 + y2 = √152 + 82 = 17

⟺ (x, y) = (1,4) ou (x, y) = (−1,−4) 

On a alors :  

r2 − (3 − 2i)r + (5 − 5i) = 0 ⟺ r1 =
3 − 2i + 1 + 4i

2
= 2 + i ou r2 = 1 − 3i 

On en déduit donc que :  

∃! (A, B) ∈ ℂ2, ∀n ∈ ℕ, un = A(2 + i)
n + B(1 − 3i)n 

De plus on sait que :  

u0 = 0 = A + B et u1 = A(2 + i) + B(1 − 3i) = 1 + 4i 
On en déduit donc que :  

A(1 + 4i) = 1 + 4i ⟹ A = 1et B = −1 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un = (2 + i)
n − (1 − 3i)n 

2) On résout l’équation caractéristique. 

(Eq): r
2 − 2cos(θ) r + 1 = 0 

On calcule Δ: 

Δ = 4 cos2(θ) − 4 = (2isin(θ))
2
 

On a alors :  

r2 − 2cos(θ) r + 1 = 0 ⟺ r ∈ {eiθ; e−iθ} 

1er cas : 𝛉 ≠ 𝟎 

On en déduit donc que :  

∃! (A, B) ∈ ℂ2, ∀n ∈ ℕ, un = Ae
iθn + Be−iθn 

De plus on sait que :  

u0 = 0 = A + B et u1 = Ae
iθ + Be−iθ = 1 

⟹A(eiθ − e−iθ) = 1 

A = −
i

2 sin(θ)
 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un =
i

2 sin(θ)
(−eiθn + e−iθn) 

⟹∀n ∈ ℕ, un =
sin(nθ)

sin(θ)
 

2ième cas : 𝛉 = 𝟎 

On a alors :  

∀n ∈ ℕ, un+2 − 2un+1 + un = 0 

On a alors :  

(Eq): r
2 − 2r + 1 = 0 ⟺ r = 1 

On en déduit donc que :  

∀n ∈ ℕ, un = (An + B) 
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Comme u0 = 0 et u1 = 1 on en déduit alors que :  

∀n ∈ ℕ, un = n 

On peut illustrer cela grâce à un programme Python :  

 
 

 


