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Correction DS n°3 

 

Exercice 1 : Calcul d’une intégral 

On pose :  

𝑓 ∶  {
ℝ → ℝ

𝑥 ↦ 𝑙𝑛 (𝑥 + √𝑥2 + 1) 

1)  Déterminer l’ensemble de définition de f. 

2)  Démontrer que 𝑓 est impaire. 

3)  Démontrer que :  

∀𝑥 ∈ 𝒟𝑓 , 𝑓
′(𝑥) =

1

√𝑥2 + 1
 

4)  Démontrer que 𝑓 réalise une bijection de 𝑓 dans un ensemble à déterminer. 

5) Démontrer que :  

𝑓−1 = 𝑠ℎ 

 

Dans toute la suite on cherche à calculer : 

𝐼 = ∫
1

(𝑥 + 1)√𝑥2 + 𝑥 + 1
𝑑𝑥

1

0

 

6) A l’aide du changement de variable 𝑢 =
1

𝑥+1
 démontrer que :  

𝐼 = ∫
1

√𝑢2 − 𝑢 + 1
𝑑𝑢

1

1
2

 

7) En déduire que :  

𝐼 =
1

2
𝑙𝑛(3) 

 

1) On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑥2 + 1 > 𝑥2 

⟹ ∀𝑥 ∈ ℝ,√𝑥2 + 1 > √𝑥2 𝑐𝑎𝑟 𝑥 ↦ √𝑥 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 ℝ+ 

⟹ ∀𝑥 ∈ ℝ,√𝑥2 + 1 > |𝑥| ≥ −𝑥 

⟹ ∀𝑥 ∈ ℝ,√𝑥2 + 1 + 𝑥 > 0 

On en déduit donc que 𝒟f = ℝ 

2) On a :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(−𝑥) = 𝑙𝑛 (√1 + (−𝑥)2 + (−𝑥)) = 𝑙𝑛 (√1 + 𝑥2 − 𝑥) = 𝑙𝑛 (
(√1 + 𝑥2 − 𝑥)(√1 + 𝑥2 + 𝑥)

√1 + 𝑥2 + 𝑥
) = 

= 𝑙𝑛 (
1

√1 + 𝑥2 + 𝑥
) = − 𝑙𝑛 (√1 + 𝑥2 + 𝑥) = −𝑓(𝑥) 

On en déduit donc que 𝑓 est impaire.  

3) On étudie f sur ℝ ∶ 

∀𝑥 ≥ 0, 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛(𝑢(𝑥))  𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑢: 𝑥 ↦ √𝑥2 + 1 + 𝑥 

On sait que u est dérivable sur ℝ et :  

∀𝑥 ≥ 0, 𝑢′(𝑥) =
2𝑥

2√𝑥2 + 1
+ 1 =

𝑥 + √𝑥2 + 1

√𝑥2 + 1
> 0 

On en déduit donc que : 

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓′(𝑥) =

𝑥 + √𝑥2 + 1

√𝑥2 + 1

√𝑥2 + 1 + 𝑥
=

1

1√𝑥2 + 1
 

4) On cherche à présent la limite de f en +∞.   

Or on sait que :  
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𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

(𝑥 + √𝑥2 + 1) = +∞ 

On en déduit donc que :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ (𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑠é𝑒) 

Par imparité on en déduit que :  

𝑙𝑖𝑚
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ 

 

On sait que f est :  

 Continue sur ℝ 

 Strictement croissante sur ℝ 

 f(ℝ) = ℝ 

Donc d’après le théorème des valeurs intermédiaires (ou son corollaire ou le théorème de la bijection), on a :  

∀𝑦 ∈ ℝ, ∃! 𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) = 𝑦 

On en déduit que f est bijective de ℝ dans ℝ. 

5) On peut le faire de différentes méthodes. 

Méthode 1 : On calcule :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑠ℎ(𝑥)) = 𝑙𝑛 (𝑠ℎ(𝑥) + √1 + 𝑠ℎ2(𝑥)) = 𝑙𝑛(𝑠ℎ(𝑥) + 𝑐ℎ(𝑥)) = 𝑙𝑛(𝑒𝑥) = 𝑥 

On en déduit donc que 𝑓−1 = 𝑠ℎ car 𝑓 est bijective. 

Méthode 2 : On résout :  

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⟺ 𝑙𝑛 (𝑥 + √1 + 𝑥2) = 𝑦 ⟺ 𝑥 +√1 + 𝑥2 = 𝑒𝑦 ⟺ 1+ 𝑥2 = (𝑒𝑦 − 𝑥)2 ⟺ 1 = 𝑒2𝑦 − 2𝑥𝑒𝑦 

On en déduit donc que :  

𝑓(𝑥) = 𝑦 ⟺ 𝑥 =
𝑒2𝑦 − 1

2𝑒𝑦
=
𝑒𝑦 − 𝑒−𝑦

2
= 𝑠ℎ(𝑦) 

On en déduit donc que 𝑓−1 = 𝑠ℎ. 

Partie B : Une intégrale à calculer 

1) On cherche :  

𝐼 = ∫
1

(𝑥 + 1)√𝑥2 + 𝑥 + 1
𝑑𝑥

1

0

 

On pose u =
1

x+1
 

_ On calcule les bornes 

𝑥 = 0 ⟹ 𝑢 = 1 

𝑥 = 1 ⟹ 𝑢 =
1

2
 

_ Calcul du du 

On sait que 𝑥: 𝑢 ↦
1

𝑢
− 1 ∈ 𝒞1 ([

1

2
; 1]) et :  

𝑑𝑥

𝑑𝑢
= −

1

𝑢2
⟹ 𝑑𝑥 = −

1

𝑢2
𝑑𝑢 

_ On remplace 

∫
1

(𝑥 + 1)√𝑥2 + 𝑥 + 1
𝑑𝑥

1

0

= ∫
𝑢

√(
1
𝑢 − 1)

2

+ (
1
𝑢 − 1) + 1

−
1

𝑢2
𝑑𝑢

1
2

1

 

= ∫
1

𝑢√
1 − 2𝑢 + 𝑢2 − 𝑢

𝑢2

𝑑𝑢

1

1
2

 

= ∫
1

√𝑢2 − 𝑢 + 1
𝑑𝑢

1

1
2

 

2) On sait que :  
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∀𝑢 ∈ ℝ, 𝑢2 − 𝑢 + 1 = (𝑢 −
1

2
)
2

+
3

4
 

On en déduit donc que :  

∫
1

√𝑢2 − 𝑢 + 1
𝑑𝑢

1

1
2

= ∫
1

√(𝑢 −
1
2)
2

+
3
4

𝑑𝑢

1

1
2

= ∫

2

√3

√(
2

√3
𝑢 −

1

√3
)
2

+ 1

𝑑𝑢

1

1
2

 

Ici on peut faire un changement de variable ou bien directement utiliser la dérivée de la fonction :  

𝑥 ↦ 𝑙𝑛((
2

√3
𝑢 −

1

√3
) + √(

2

√3
𝑢 −

1

√3
)
2

+ 1) 

On a alors :  

∫

2

√3

√(
2

√3
𝑢 −

1

√3
)
2

+ 1

𝑑𝑢

1

1
2

= [𝑙𝑛((
2

√3
𝑢 −

1

√3
) + √(

2

√3
𝑢 −

1

√3
)
2

+ 1)]

1
2

1

= 𝑙𝑛(
1

√3
+ √

4

3
) − 𝑙𝑛(1) = 

= 𝑙𝑛(√3) =
1

2
𝑙𝑛(3)  

 

Exercice 2 : Une nouvelle somme de cosinus 

 

On pose : 

∀𝑥 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛(𝑥) = ∑(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) 

1) a) Déterminer la valeur de S0(x), pour tout x ∈ ℝ. 

b) Déterminer la valeur de S3 (
π

2
). 

2) a) Rappeler la formule du binôme de Newton sur ℂ. 

b) En déduire la valeur de Sn(0) pour tout n ∈ ℕ. 

3) a) Démontrer que : 

∀𝑧 ∈ ℂ, ∀𝑛 ∈ ℕ,∑ (
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑧𝑘 = (1 + 𝑧)𝑛 

b) Démontrer par récurrence que : 

∀(𝑎0, … , 𝑎𝑛) ∈ ℂ
𝑛+1,∑ℛ𝑒(𝑎𝑖)

𝑛

𝑘=0

= ℛ𝑒 (∑𝑎𝑖

𝑛

𝑘=0

) 

c) En déduire des deux questions précédentes que : 

∀𝑥 ∈ ℝ,∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛(𝑥) = ℛ𝑒((1 + 𝑒
𝑖𝑥)

𝑛
) 

4) Démontrer que : 

∀𝑥 ∈ ℝ,∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑆𝑛(𝑥) = 2
𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑛 (

𝑥

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑛𝑥

2
) 

5) Résoudre 𝑆𝑛(𝑥) = 0 

 

1) a) On a : 

∀𝒙 ∈ ℝ, 𝑺𝟎(𝒙) = ∑(
𝟎

𝒌
)

𝟎

𝒌=𝟎

𝒄𝒐𝒔(𝒌𝒙) = 𝒄𝒐𝒔(𝟎) = 𝟏 

b) On a : 
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𝑺𝟑 (
𝝅

𝟐
) = ∑(

𝟑

𝒌
)

𝟑

𝒌=𝟎

𝒄𝒐𝒔 (
𝒌𝝅

𝟐
) = 𝟏 + (

𝟑

𝟏
) 𝒄𝒐𝒔 (

𝝅

𝟐
)

⏟    
=𝟎

+ (
𝟑

𝟐
) 𝒄𝒐𝒔(𝝅)⏟    

=−𝟏

+ (
𝟑

𝟑
) 𝒄𝒐𝒔 (

𝟑𝝅

𝟐
)

⏟      
=𝟎

= 𝟏 − 𝟑 = −𝟐 

2) a) On a : 

∀ (𝒙; 𝒚) ∈ ℂ𝟐, ∀ 𝒏 ∈ ℕ, (𝒙 + 𝒚)𝒏 =∑(
𝒏

𝒌
)𝒙𝒌𝒚𝒏−𝒌

𝒏

𝒌=𝟎

 

b) On a : 

∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑺𝒏(𝟎) = ∑(
𝒏

𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

𝒄𝒐𝒔(𝒌 × 𝟎 ) = ∑(
𝒏

𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

= 𝟐𝒏 

3) On a :  

∀𝒙 ∈ ℝ,∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑺𝒏(𝒙) = ∑(
𝒏

𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

𝒄𝒐𝒔(𝒌 × 𝒙) =  ∑ (
𝒏

𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

𝓡𝒆(𝒆𝒊𝒌𝒙) = 𝓡𝒆(∑(
𝒏

𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

𝒆𝒊𝒌𝒙) = 

= 𝓡𝒆(∑(
𝒏

𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

(𝒆𝒊𝒙)
𝒌
 ) = 𝓡𝒆((𝟏 + 𝒆𝒊𝒙)

𝒏
) 

4) On sait que : 

∀𝑥 ∈ ℝ, 1 + 𝑒𝑖𝑥 = 𝑒
𝑖𝑥
2 (𝑒−

𝑖𝑥
2 + 𝑒

𝑖𝑥
2 ) = 2 𝑐𝑜𝑠 (

𝑥

2
) 𝑒

𝑖𝑥
2  

On a donc : 

∀𝑥 ∈ ℝ, ∀𝑛 ∈ ℕ, (1 + 𝑒𝑖𝑥)
𝑛
= (2 𝑐𝑜𝑠 (

𝑥

2
) 𝑒

𝑖𝑥
2 )

𝑛

= 2𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑛 (
𝑥

2
) 𝑒

𝑖𝑛𝑥
2  

On a donc : 

∀𝒙 ∈ ℝ, ∀𝒏 ∈ ℕ, 𝑺𝒏(𝒙) = ∑(
𝒏

𝒌
)

𝒏

𝒌=𝟎

𝒄𝒐𝒔(𝒌 × 𝒙) = 𝓡𝒆(𝟐𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒏 (
𝒙

𝟐
) 𝒆

𝒊𝒏𝒙
𝟐  ) = 𝟐𝒏 𝒄𝒐𝒔𝒏 (

𝒙

𝟐
) 𝒄𝒐𝒔 (

𝒏𝒙

𝟐
) 

5) On a : 

𝑆𝑛(𝑥) = 0 ⇔ 2𝑛 𝑐𝑜𝑠𝑛 (
𝑥

2
) 𝑐𝑜𝑠 (

𝑛𝑥

2
) = 0 ⟺

{
 

 𝑐𝑜𝑠
𝑛 (
𝑥

2
) = 0

𝑜𝑢

𝑐𝑜𝑠 (
𝑛𝑥

2
) = 0

⟺

{
 

 
𝑥

2
=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋

𝑜𝑢
𝑛𝑥

2
=
𝜋

2
+ 𝑘𝜋

; 𝑘 ∈ ℤ 

⟺ {

𝒙 = 𝝅+ 𝟐𝒌𝝅
𝒐𝒖

𝒙 =
𝝅

𝒏
+
𝟐𝒌𝝅

𝒏

; 𝒌 ∈ ℤ 

 

Exercice 3 : Un logarithme complexe 

 

 Le but de cet exercice est d’étendre la fonction 𝑙𝑛: ]0;+∞[→ ℝ en une fonction définie sur le demi-plan 

complexe :  

𝒫+ = {𝑎 + 𝑖𝑏 ∈ ℂ; 𝑎 > 0} 
On rappelle pour cela la définition de l’exponentielle complexe :  

exp : {
ℂ → ℂ

𝑥 + 𝑖𝑦 ↦ 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦
 

1)  a) Représentez 𝒫+ sur votre copie.  

b) Démontrer que :  

exp (1 +
𝑖𝜋

2
) = 𝑒 × 𝑖 

2)  Démontrer que 𝑒𝑥𝑝 n’est pas injective.  

3)  Démontrer que 𝑒𝑥𝑝 définie une surjection de ℂ dans ℂ∗. 

4)  Dans cette question on pose : 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦, (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2. Montrer que :  
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exp(𝑧) = 𝑎 + 𝑖𝑏 ⟺

{
 
 

 
 𝑒𝑥 = √𝑎2 + 𝑏2

cos(𝑦) =
𝑎

√𝑎2 + 𝑏2

sin(𝑦) =
𝑏

√𝑎2 + 𝑏2

 

Ce résultat nous invite à poser la fonction suivante :  

𝜑: {
𝒫+ → ℂ

𝑎 + 𝑖𝑏 ↦
1

2
ln(𝑎2 + 𝑏2) + 𝑖𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑏

𝑎
)
 

 a) Montrer que 𝜑 est injective.  

(Indication : On pourra montrer que 𝜑(𝑎 + 𝑖𝑏) = 𝜑(𝑎′ + 𝑖𝑏′) si et seulement si 𝑎 = 𝑎′𝑒𝑡 𝑏 = 𝑏′). 
b) On pose : 

𝒟 = {𝑥 + 𝑖𝑦 ∈ ℂ,−
𝜋

2
< 𝑦 <

𝜋

2
} 

Représentez 𝒟 sur votre copie.  

c) Montrer que :  

∀𝑧 ∈ 𝒟, exp(𝑧) ∈ 𝒫+ 

d) Montrer que :  

∀𝑧 ∈ 𝒟,𝜑(exp(𝑧)) = 𝑧 
e) En déduire que 𝜑 définie une bijection de 𝒫+ dans 𝒟.   

 

Remarque : On peut ainsi définir le logarithme complexe sur 𝒫+ en posant :  

∀𝑎 + 𝑖𝑏 ∈ 𝒫+, ln(𝑎 + 𝑖𝑏) =
1

2
ln(𝑎2 + 𝑏2) + 𝑖𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑏

𝑎
) 

On a alors une extension du logarithme sur 𝒫+.  

 

1)  b) On a :  

𝐞𝐱𝐩(𝟏 +
𝒊𝝅

𝟐
) = 𝒆𝟏 × 𝒆𝒊

𝝅
𝟐 = 𝒆 × 𝒊 𝒄𝒂𝒓 𝒆𝒊

𝝅
𝟐 = 𝐜𝐨𝐬 (

𝝅

𝟐
) + 𝒊𝒔𝒊𝒏 (

𝝅

𝟐
) = 𝒊 

2) On a :  

𝐞𝐱𝐩(𝟏 + 𝟐𝝅𝒊) = 𝒆𝟏𝒆𝟐𝒊𝝅 = 𝒆 = 𝐞𝐱𝐩(𝟏) 
Donc 𝑒𝑥𝑝 n’est pas injective.  

3) On sait que :  

∀𝑧 ∈ ℂ∗, ∃𝜃 ∈ ℝ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑧 = |𝑧|𝑒𝑖𝜃 𝑎𝑣𝑒𝑐 |𝑧| > 0 

On a donc :  

𝒛 = 𝐞𝐱𝐩(𝒍𝒏(|𝒛|) + 𝒊𝜽) 
Ainsi 𝑒𝑥𝑝 définie une surjection de ℂ dans ℂ∗.  
4)  On a :  

exp(𝑧) = exp(𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝑒𝑥𝑒𝑖𝑦 = 𝑒𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑦) + 𝑖𝑒𝑥 sin(𝑦) 
On a donc :  

exp(𝑧) = 𝑎 + 𝑖𝑏 ⟺ {
𝑒𝑥 cos(𝑦) = 𝑎

𝑒𝑥 sin(𝑦) = 𝑏
 

De plus on a :  

|exp(𝑧)| = 𝑒𝑥 = √𝑎2 + 𝑏2 
On en déduit donc que :  

𝐞𝐱𝐩(𝒛) = 𝒂 + 𝒊𝒃 ⟺ {

𝒆𝒙 𝐜𝐨𝐬(𝒚) = 𝒂

𝒆𝒙 𝐬𝐢𝐧(𝒚) = 𝒃

𝒆𝒙 = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐
⟺

{
 
 

 
 𝒆𝒙 = √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

𝐜𝐨𝐬(𝒚) =
𝒂

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

𝐬𝐢𝐧(𝒚) =
𝒃

√𝒂𝟐 + 𝒃𝟐

 𝒄𝒂𝒓 √𝒂𝟐 + 𝒃𝟐 > 𝟎 

5)  a) On résout :  

𝜑(𝑧) = 𝜑(𝑧′) ⟹ 𝜑(𝑎 + 𝑖𝑏) = 𝜑(𝑎′ + 𝑖𝑏′) 
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⟹

{
 

 
1

2
ln(𝑎2 + 𝑏2) =

1

2
ln((𝑎′)2 + (𝑏′)2)

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (
𝑏

𝑎
) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑏′

𝑎′
)

 

⟹ {
𝑎2 + 𝑏2 = (𝑎′)2 + (𝑏′)2

𝑏

𝑎
=
𝑏′

𝑎′
 𝑐𝑎𝑟 ln 𝑒𝑡 arctan 𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒𝑠 𝑠𝑢𝑟 𝑙𝑒𝑢𝑟 𝑒𝑛𝑠𝑒𝑚𝑏𝑙𝑒 𝑑𝑒 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛 

⟹ {

𝑎2 + 𝑏2 = (𝑎′)2 + (𝑏′)2

𝑏2 = 𝑎2 × (
𝑏

𝑎
)
2  

⟹ 𝑎2 (1 + (
𝑏

𝑎
)
2

) = (𝑎′)2 (1 + (
𝑏′

𝑎′
)

2

) 

⟹ 𝑎2 = (𝑎′)2  𝑐𝑎𝑟
𝑏

𝑎
=
𝑏′

𝑎′
 𝑒𝑡 1 + (

𝑏

𝑎
)
2

≥ 1 𝑑𝑜𝑛𝑐 1 + (
𝑏

𝑎
)
2

≠ 0 

De plus on sait que 𝑎 > 0 𝑒𝑡 𝑎′ > 0. On en déduit donc que :  

𝑎2 = (𝑎′)2 ⟹ 𝒂 = 𝒂′ 
De plus comme :  

𝒃

𝒂
=
𝒃′

𝒂′
 

On en déduit donc que 𝑏 = 𝑏′. 

Ainsi on a :  

𝜑(𝑧) = 𝜑(𝑧′) ⟹  𝑧 = 𝑧′ 
c) On a :  

∀𝑧 ∈ 𝒟, 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑦 ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[  

On a alors :  

𝑒𝑧 = 𝑒𝑥𝑒
𝑖𝜋
2 = 𝑒𝑥 cos(𝑦) + 𝑖𝑒𝑥 sin(𝑦) 

Or on sait que :  

𝑦 ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[ ⟹ cos(𝑦) > 0 

Ainsi on a :  

ℛ𝑒(𝑒𝑧) = 𝑒𝑥 cos(𝑦) > 0 

On en déduit donc que :  

∀𝒛 ∈ 𝓓, 𝐞𝐱𝐩(𝒛) ∈ 𝓟+ 

d) D’après la question précédente, on sait que :  

∀𝑧 ∈ 𝒟, exp(𝑧) ∈ 𝒫+ 

Ainsi on a :  

∀𝑧 ∈ 𝒟, exp(𝑧) ∈ 𝒟𝜑.  𝑂𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦,−
𝜋

2
< 𝑦 <

𝜋

2
 𝑑𝑜𝑛𝑐: 

φ(exp(𝑧)) = 𝜑(exp(𝑥 + 𝑖𝑦)) 

= 𝜑(𝑒𝑥 cos(𝑦) + 𝑖𝑒𝑥 sin(𝑦)) =
1

2
ln(𝑒2𝑥(cos2(𝑦) + sin2(𝑦))) + 𝑖𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 (

𝑒𝑥 sin(𝑦)

𝑒𝑥 cos(𝑦)
) 

=
1

2
ln(𝑒2𝑥) + 𝑖𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(tan(𝑦)) 

Or 𝑦 ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[ , 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(tan(𝑦)) = 𝑦 

On en déduit donc que : 

𝛗(𝐞𝐱𝐩(𝒛)) = 𝒛 

Ainsi 𝑧 admet un antécédent par 𝜑. Donc 𝜑 est surjective.  

 e) Ainsi 𝜑 est injective et surjective, donc bijective.  
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Problème de Bâle 

 

 Le but de ce problème est de démontrer ce résultat au combien célèbre et si cher à Léo :  

∑
1

𝑛2

+∞

𝑛=1

=
𝜋2

6
 

 

Pour cela nous allons définir la suite :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐼𝑛 = ∫ cos
2𝑛(𝑡)

𝜋
2

0

𝑑𝑡 

Partie A : Une expression explicite de 𝑰𝒏 

1)  a) Montrer que 𝐼0 =
𝜋

2
. 

 b) Calculer 𝐼1. 

 c) Montrer que :  

𝐼2 =
3𝜋

16
 

2)  a) Montrer, en utilisant la linéarité de l’intégrale, que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛 = ∫𝑠𝑖𝑛(𝑡) × [−𝑠𝑖𝑛(𝑡) × cos
2𝑛(𝑡)] 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

 b) En déduire à l’aide d’une IPP que :  

𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛 = −
1

2𝑛 + 1
𝐼𝑛+1 

 c) En déduire que :  

𝐼𝑛+1 =
2𝑛 + 1

2𝑛 + 2
𝐼𝑛 

3)  Démontrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐼𝑛 =
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
𝜋

2
  

 

Partie B : Deux nouvelles suites 𝑱𝒏 𝒆𝒕 𝑲𝒏 

 

 Dans cette partie on pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐽𝑛 = ∫ 𝑡
2 cos2𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 𝑒𝑡 𝐾𝑛 =
22𝑛(𝑛!)2

(2𝑛)!
𝐽𝑛 

1)  Calculer 𝐽0. 

2)  a) Démontrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐼𝑛 = 𝑛(2𝑛 − 1)𝐽𝑛−1 − 2𝑛
2𝐽𝑛 

 b) En déduire que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗,
𝜋

4𝑛2
= 𝐾𝑛−1 − 𝐾𝑛 

 c) Montrer que :  

∀𝑁 ∈ ℕ∗,
𝜋

4
∑

1

4𝑛2

𝑁

𝑛=1

=
𝜋3

24
− 𝐾𝑁 

 

Partie C : Montrons que 𝐥𝐢𝐦𝑲𝑵 = 𝟎 

 

1)  Montrer que :  

∀𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
] , 0 ≤ 𝑥 ≤

𝜋

2
𝑠𝑖𝑛(𝑥) 
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2)  En déduire d’après la croissance de l’intégrale et les résultats des parties 𝐴 et 𝐵 que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 0 ≤ 𝐾𝑁 ≤
𝜋3

16(𝑛 + 1)
 

3)  En déduire la solution du problème de Bâle.  

 

Partie A :  

1)  a) On a :  

𝑰𝟎 = ∫ 𝐜𝐨𝐬
𝟐×𝟎(𝒕)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 = ∫𝒅𝒕

𝝅
𝟐

𝟎

=
𝝅

𝟐
 

 b) On a :  

𝑰𝟏 = ∫ 𝐜𝐨𝐬
𝟐(𝒕)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 = ∫
𝟏 + 𝐜𝐨𝐬(𝟐𝒕)

𝟐

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 = [𝒕 +
𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒕)]

𝟎

𝝅
𝟐
=
𝝅

𝟒
 

c) On cherche : 

𝐼2 = ∫cos
4(𝑡)

𝜋
2

0

𝑑𝑡 

Or on sait que :  

∀𝑡 ∈ ℝ, (cos(𝑡))4 = (
𝑒𝑖𝑡 + 𝑒−𝑖𝑡

2
)

4

=
1

16
(𝑒4𝑖𝑡 + 4𝑒2𝑖𝑡 + 6 + 4𝑒−2𝑖𝑡 + 𝑒−4𝑖𝑡) 

=
3

8
+
1

8
cos(4𝑡) +

1

2
cos(2𝑡) 

On en déduit donc que :  

𝑰𝟐 = ∫ 𝐜𝐨𝐬
𝟒(𝒕)

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 = [
𝟑

𝟖
𝒕 +

𝟏

𝟑𝟐
𝐬𝐢𝐧(𝟒𝒕) +

𝟏

𝟒
𝐬𝐢𝐧(𝟐𝒕)]

𝟎

𝝅
𝟐
=
𝟑𝝅

𝟏𝟔
 

2)  a) On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐼𝑛+1 − 𝐼𝑛 = ∫ cos
2(𝑛+1)(𝑡)

𝜋
2

0

𝑑𝑡 −∫ cos2𝑛(𝑡)

𝜋
2

0

𝑑𝑡 = ∫ cos2𝑛(𝑡) (cos2(𝑡) − 1)

𝜋
2

0

𝑑𝑡 

= ∫ 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒏(𝒕) (−𝐬𝐢𝐧𝟐(𝒕))

𝝅
𝟐

𝟎

𝒅𝒕 = ∫ 𝒔𝒊𝒏(𝒕) × [−𝒔𝒊𝒏(𝒕) × 𝐜𝐨𝐬𝟐𝒏(𝒕)] 𝒅𝒕

𝝅
𝟐

𝟎

 

 b) On effectue une IP en posant :  

𝑢′(𝑡) = −𝑠𝑖𝑛(𝑡) × cos2𝑛(𝑡) 𝑒𝑡 𝑣(𝑡) = sin(𝑡) 
On a alors :  

∫ 𝑠𝑖𝑛(𝑡) × [−𝑠𝑖𝑛(𝑡) × cos2𝑛(𝑡)] 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= [sin(𝑡) ×
cos2𝑛+1(𝑡)

2𝑛 + 1
]
0

𝜋
2

−∫ cos(𝑡)
cos2𝑛+1(𝑡)

2𝑛 + 1

𝜋
2

0

𝑑𝑡 

=
−1

2𝑛 + 1
∫ cos2𝑛+2(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= −
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
𝑰𝒏+𝟏 

 c) On a :  

𝑰𝒏+𝟏 − 𝑰𝒏 = −
𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
𝑰𝒏+𝟏⟹ 𝑰𝒏+𝟏 (𝟏 +

𝟏

𝟐𝒏 + 𝟏
) = 𝑰𝒏 ⟹ 𝑰𝒏+𝟏 =

𝟐𝒏 + 𝟏

𝟐𝒏 + 𝟐
𝑰𝒏 

3) Ici on peut le faire de deux façons différentes. 

M1 : Par récurrence (c’est la plus classique) 

On pose :  
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∀𝑛 ∈ ℕ,𝒫(𝑛) = "𝐼𝑛 =
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛)!
×
𝜋

2
" 

Initialisation : 𝑛 = 0 

On a :  

𝐼0 =
𝜋

2
 

(2 × 0)!

22×0(0)!
×
𝜋

2
=
1

1
×
𝜋

2
=
𝜋

2
  

Donc 𝒫(0) est vraie. 

Hérédité : Soit 𝑛 un entier naturel. On suppose 𝒫(𝑛) vraie. On a alors :  

𝐼𝑛 =
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
𝜋

2
 

De plus on sait que :  

𝐼𝑛+1 =
2𝑛 + 1

2𝑛 + 2
𝐼𝑛 

On a donc :  

𝐼𝑛+1 =
2𝑛 + 1

2𝑛 + 2
×

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
𝜋

2
=
(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 2)

22(𝑛 + 1)2
×

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
𝜋

2
=

(2𝑛 + 2)!

22𝑛+2[(𝑛 + 1)!]2
×
𝜋

2
 

On a donc :  

𝐼𝑛+1 =
[2(𝑛 + 1)]!

22(𝑛+1)[(𝑛 + 1)!]2
×
𝜋

2
 

Donc 𝒫(𝑛) est héréditaire.  

Conclusion : On conclut d’après le principe de récurrence.  

M2 : En réitérant le procédé 

On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐼𝑛 =
2𝑛 − 1

2𝑛
𝐼𝑛−1 

=
2𝑛 − 1

2𝑛
×
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
𝐼𝑛−2 

= ⋮  𝑒𝑛 𝑟é𝑖𝑡é𝑟𝑎𝑛𝑡 𝑙𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑐é𝑑é 

=
2𝑛 − 1

2𝑛
×
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
× …×

1

2
× 𝐼0 

=
𝟐𝒏(2𝑛 − 1)(𝟐𝒏 − 𝟐)(2𝑛 − 3)…× 3 × 𝟐 × 1

(𝟐𝒏 × (𝟐𝒏 − 𝟐) × …× 𝟒 × 𝟐) × (2𝑛 × (2𝑛 − 2) × …× 4 × 2)
×
𝜋

2
 

=
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
𝜋

2
 

 

Partie B  

 

1) On a :  

𝑱𝟎 = ∫ 𝒕
𝟐 𝐜𝐨𝐬𝟐×𝟎(𝒕) 𝒅𝒕

𝝅
𝟐

𝟎

= ∫ 𝒕𝟐𝒅𝒕

𝝅
𝟐

𝟎

=
𝝅𝟑

𝟐𝟒
 

2)  a) On a grâce à une IPP :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐼𝑛 = ∫1 × cos
2𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= [𝑡 × cos2𝑛(𝑡)]0

𝜋
2

⏟          
=0

+ 2𝑛∫ 𝑡 × sin(𝑡) × cos2𝑛−1(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

On effectue de nouveau une IPP :  
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∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐼𝑛 = 2𝑛∫ 𝑡 × sin(𝑡) × cos
2𝑛−1(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= 2𝑛

(

 [
𝑡2

2
× sin(𝑡) × cos2𝑛−1(𝑡)]

0

𝜋
2

⏟                  
=0

−∫
𝑡2

2
× cos(𝑡) × cos2𝑛−1(𝑡) − (2𝑛 − 1)

𝑡2

2
× sin2(𝑡) cos2𝑛−2(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0
)

  

= −2𝑛∫
𝑡2

2
× cos2𝑛(𝑡) 𝑑𝑡 + 2𝑛(2𝑛 − 1)

𝜋
2

0

∫
𝑡2

2
× (1 − cos2(𝑡)) cos2𝑛−2(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

= −𝑛𝐽𝑛 + 𝑛(2𝑛 − 1)𝐽𝑛−1 − 𝑛(2𝑛 − 1)𝐽𝑛 

= 𝑛(2𝑛 − 1)𝐽𝑛−1 − 𝑛(1 + 2𝑛 − 1)𝐽𝑛 

= 𝒏(𝟐𝒏 − 𝟏)𝑱𝒏−𝟏 − 𝟐𝒏
𝟐𝑱𝒏 

b) On sait que :  

{

𝐼𝑛 = 𝑛(2𝑛 − 1)𝐽𝑛−1 − 2𝑛
2𝐽𝑛

𝐼𝑛 =
(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
𝜋

2

 

On en déduit donc que :  

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
𝜋

2
= 𝑛(2𝑛 − 1)𝐽𝑛−1 − 2𝑛

2𝐽𝑛 

De plus on sait que :  

𝐾𝑛 =
22𝑛(𝑛!)2

(2𝑛)!
𝐽𝑛 

On en déduit donc que :  

𝐾𝑛−1 =
22𝑛−2[(𝑛 − 1)!]2

(2𝑛 − 2)!
𝐽𝑛−1 

On a donc :  

(2𝑛)!

22𝑛(𝑛!)2
×
𝜋

2
= 𝑛(2𝑛 − 1)𝐽𝑛−1 − 2𝑛

2𝐽𝑛 

⟹
𝜋

4𝑛2
×

(2𝑛)!

22𝑛−1[(𝑛 − 1)!]2
=  𝑛(2𝑛 − 1)𝐽𝑛−1 − 2𝑛

2𝐽𝑛 

⟹
𝜋

4𝑛2
= 𝑛(2𝑛 − 1) ×

22𝑛−1[(𝑛 − 1)!]2

(2𝑛)!
𝐽𝑛−1 − 2𝑛

2 ×
22𝑛−1[(𝑛 − 1)!]2

(2𝑛)!
𝐽𝑛 

= 𝑛(2𝑛 − 1) ×
22𝑛−1[(𝑛 − 1)!]2

(2𝑛)(2𝑛 − 1)(2𝑛 − 2)!
𝐽𝑛−1 −

22𝑛[𝑛!]2

(2𝑛)!
𝐽𝑛 

=
22𝑛−2[(𝑛 − 1)!]2

(2𝑛 − 2)!
𝐽𝑛−1 −

22𝑛[𝑛!]2

(2𝑛)!
𝐽𝑛 

= 𝑲𝒏−𝟏 −𝑲𝒏 

 

c) On a d’après la question précédente :  

∀𝑁 ∈ ℕ∗,
𝜋

4
∑

1

𝑛2

𝑁

𝑛=1

= ∑
𝜋

4𝑛2

𝑁

𝑛=1

= ∑(𝐾𝑛−1 − 𝐾𝑛)

𝑁

𝑛=1

=
𝑝𝑎𝑟 𝑡é𝑙𝑒𝑠𝑐𝑜𝑝𝑎𝑔𝑒

𝐾0 − 𝐾𝑁  

Or on a :  

𝐾0 =
22×0 × (0!)2

(2 × 0)!
𝐽0 =

𝜋3

24
 

On en déduit donc que :  

∀𝑵 ∈ ℕ∗,
𝝅

𝟒
∑

𝟏

𝒏𝟐

𝑵

𝒏=𝟏

=
𝝅𝟑

𝟐𝟒
− 𝑲𝑵 

 

Partie C :  
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1)  Montrons que (cf ex B1 du TD 4) : 

∀ 𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
] ,
2

𝜋
𝑥 ≤ 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 

On pose :  

𝑓 ∶  {
[0;
𝜋

2
] → ℝ

𝑥 ↦
2

𝜋
𝑥 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥)

 

On sait que f est dérivable sur [0;
π

2
] et :  

∀𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
] , 𝑓′(𝑥) =

2

𝜋
− 𝑐𝑜𝑠(𝑥) 

De plus on sait que :  

 cos est continue 

 cos est strictement décroissante sur [0;
π

2
] 

 cos(0) = 1 et cos (
π

2
) = 0 

Donc d’après le théorème de la bijection (ou théorème des valeurs intermédiaires), pour tout y ∈ [0; 1], il existe un 

unique x ∈ [0;
π

2
] telle que cos(x) = y. 

Or on sait que :  

0 <
2

𝜋
< 1 

On en déduit donc qu’il existe un unique α ∈]0; 1[ tel que cos(α) =
2

π
 

On a donc le tableau de variation suivant :  

 
On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
] ,
2

𝜋
𝑥 − 𝑠𝑖𝑛(𝑥) ≤ 0 

On en déduit donc que :  

∀𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
] ,
2

𝜋
𝑥 ≤ 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 

On en déduit donc que :  

∀𝒙 ∈ [𝟎;
𝝅

𝟐
] , 𝟎 ≤ 𝒙 ≤

𝝅

𝟐
𝒔𝒊𝒏(𝒙) 

b) On sait d’après la question précédente que :  

∀𝑡 ∈ [0;
𝜋

2
] , 0 ≤ 𝑡 ≤

𝜋

2
𝑠𝑖𝑛(𝑡) 

⟹ 0 ≤ 𝑡2 ≤ (
𝜋

2
)
2

𝑠𝑖𝑛2(𝑡)  𝑐𝑎𝑟 𝑥 ↦ 𝑥2 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒 𝑠𝑢𝑟 [0;
𝜋

2
] 

⟹∫0𝑑𝑡

𝜋
2

0

≤ ∫ 𝑡2 𝑐𝑜𝑠2𝑁(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

≤ ∫ (
𝜋

2
)
2

𝑠𝑖𝑛2(𝑡) 𝑐𝑜𝑠2𝑁(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 (𝑝𝑎𝑟 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑐𝑒 𝑑𝑒 𝑙′𝑖𝑛𝑡é𝑔𝑟𝑎𝑙𝑒) 

⟹ 0 ≤ 𝐽𝑁 ≤
𝜋2

4
∫ 𝑠𝑖𝑛2(𝑡) 𝑐𝑜𝑠2𝑁(𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

⟹ 0 ≤ 𝐽𝑁 ≤
𝜋2

4
(𝐼𝑁 − 𝐼𝑁+1) 

De plus on sait que :  
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𝐼𝑁 − 𝐼𝑁+1 =
1

2𝑁 + 1
𝐼𝑁 

On a donc :  

0 ≤ 𝐽𝑁 ≤
1

2𝑁 + 1
𝐼𝑁 ×

𝜋2

4
 

⟹ 0 ≤ 𝐽𝑁 ≤
1

2𝑁 + 1
×

(2𝑁)!

22𝑁(𝑁!)2
×
𝜋

2
 ×
𝜋2

4
 

⟹ 𝟎 ≤
𝟐𝟐𝑵(𝑵!)𝟐

(𝟐𝑵)!
𝑱𝑵 ≤

𝝅𝟑

𝟖
×

𝟏

𝟐𝑵 + 𝟏
≤
𝝅𝟑

𝟏𝟔𝑵
 

3) On sait que :  

lim
𝑁

𝜋3

16𝑁
= 0 

On en déduit donc d’après le théorème des gendarmes que :  

lim
N
KN = 0 

On en déduit donc que :  

lim(
𝜋

4
∑

1

𝑛2

𝑁

𝑛=1

) =
𝜋3

24
 

On a donc :  

𝒍𝒊𝒎
𝑵
 ∑

𝟏

𝒏𝟐

𝑵

𝒏=𝟏

=
𝝅𝟐

𝟔
= ∑

𝟏

𝒏𝟐

+∞

𝒏=𝟏

 

 


