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|Exercice 1: Calcul d’une intégralj

On pose :
R->R

f: {len(x+ x2+1)
1) Déterminer I’ensemble de définition de f.
2) Démontrer que f est impaire.
3) Démontrer que :

1

Vx € Dy, f'(x) Ny
4) Démontrer que f réalise une bijection de f dans un ensemble a déterminer.
5) Démontrer que :

ft=sh

Dans toute la suite on cherche a calculer :

1
1
sz dx
J (x+DVx2+x+1

6) A I’aide du changement de variable u = ﬁ démontrer que :

1
1
R —
I Vu? —u+1
2
7) En déduire que :
1
I = El?’l(3)

I)Ona:
Vx € Rx%+1>x2

= Vx € R,v/x2 + 1> +/x2 car x » x est croissante sur Rt

=SVxERVx2+1> x| > —x

>VxeERVx2+1+x>0
On en déduit donc que Dy = R
2)Ona:

Vx €R, f(—x) = ln(\/l + (—x)* + (—x)) = ln(xll + x? —x) = ln(

1
= in(—=—)=-mn
V1+x?+x (
On en déduit donc que f est impaire.
3) On étudie fsur R :

Vx =0, f(x) = ln(u(x)) avecu:x - \Jx?+1+x

On sait que u est dérivable sur R et :

vx > 0.2/ () 2x 1 x+\/x2+1>
x=20u'(x) =—m— =—
2Vx%+1 VxZ +1
On en déduit donc que :
x+Vx?+1
%2 1
Vi ER fl(x) =2 +1 _

VxZ24+1+x 1Vx2+1

4) On cherche a présent la limite de fen +oco.
Or on sait que :

1+x2+x) =—f(x)

(\/1+_xz—x)(\/1+—x2+x)> B
VI+xZ+x a
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lim (x+ x2+1) = 400
X—+00
On en déduit donc que :
li?ll f(x) = 4+ (par composée)
X—+00
Par imparité on en déduit que :
lim f(x) = —o0

X——00
On sait que fest :
e Continue sur R
e Strictement croissante sur R
e f(R)=R
Donc d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (ou son corollaire ou le théoréme de la bijection), on a :
VyeERIIxER, f(x)=y
On en déduit que f est bijective de R dans R.

5) On peut le faire de différentes méthodes.
Méthode 1 : On calcule :

vx € R, f(sh(x)) = In (sh(x) +J1+ shz(x)) = In(sh(x) + ch(x)) = In(e*) = x
On en déduit donc que f~! = sh car f est bijective.
Méthode 2 : On résout :
f(x):y@ln(x+ 1+x2)=y<:>x+\/1+x2 =e?ol1+xl=(e"-x)2 = 1=e? —2xeY
On en déduit donc que :

e’ —1 e¥—e™¥

f)=yeox= ey = > = sh(y)

On en déduit donc que f~! = sh.
Partie B : Une intégrale a calculer
1) On cherche :

1
1
I=f dx
(x+1DVx2+x+1

0

1
On pose u = —
X+1

_ On calcule les bornes

x=0>u=1
=1= !
x = u=3
_ Calcul du du
; . 1_ 1(|L. .
Onsaltquex.ul—)u l1ecC ([2,1])et.
dx 1 1
EZ—ﬁﬁdx:—ﬁdu
_ On remplace
1
1 2
Y S
X = ——du
g (c+ DV +x+1 1\[1 12 1 )Vt u?
(7-1) +G-1)+
1
du

1—-2u+u?—-u
)

u

I
I Nl —
NIH%HQ
—_
QU
<

uz—u+1

2) On sait que :
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On en déduit donc que :

1 1 1
1 1
S S S——
uc—u-+ 1 3
1 1 4 1
z W=D 1
Ici on peut faire un changement de variable ou bien directement utiliser la dérivée de la fonction :

O (el e

On a alors :
1 2 5 !
.[ d l (2 1)+ (2 1)+1 l 1+ 4 In(1)
u=|n||l—u—-—— —Uu—— =n|— —|=In =
) 2 vw T \E T V33
1 1
2 Tu — 7) +1 5
1
= ln(\/§) = Eln(3)
I[Exercice 2 : Une nouvelle somme de cosinus
On pose :

n

n
Vx ER,Vn€N,S,(x) = Z (k) cos(kx)
k=0
1) a) Déterminer la valeur de S, (x), pour tout x € R.
b) Déterminer la valeur de S; G)

2) a) Rappeler la formule du bindme de Newton sur C.
b) En déduire la valeur de S,,(0) pour toutn € N.
3) a) Démontrer que :

Vz€eCVneEN, E (n)zk =([1+2)"
k
k=0
b) Démontrer par récurrence que :

v(ao, ..., a,) € C**1, z Re(a;) = Re (zn: al)

k=0
¢) En déduire des deux questions précédentes que :

Vx € R VnEN,S,(x) = .‘Re((l + eix)n)
4) Démontrer que :

Vx € R,Vn €N, S,(x) = 2" cos™ (g) cos (nz_x)

5) Résoudre S,,(x) = 0

I)a)Ona:
0
0
VX ER,Sy(x) = cos(kx) = cos(0) =1
> (0
b)Ona:
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525 = (2)eos (59) = 1 () s (5) 4 () eosa ) os(3) =13 2

k=0 =0 =1 =0
2)a)Ona:
n
n
V(y)eClvneN, (x+y"= Z (k) xkyn—k
k=0
b)Ona:
n n
vn e N,S,(0) =Z(n)cos(k><0) =Z(n) = 2n
o 'n k k
k=0 k=0
3)Ona:

e o : S
Vx ER,VnEN,S,(x) = kzzo (k) cos(k X x) = Z (k) fRe(e”‘") = Re (Z (k) elkx) _

k=0 k=0

— Re <z () ()" ) = Re((1+€)")
4) On sait que : 0 ' ' '

. 129 _ix ix x E
Vx ER, 1+ e =e2 <e 2 +62)=2cos(§)e2

On a donc :
- n .
Vx € R, Vn €N, (1 + ei")n = (2 cos (g) e%) = 2" cos™ (g) e%
On a donc :
n .
VxelR,VnEN,Sn(x):Z(Z)cos(kxx)=Re(2"cos"(;)e%)=2"cos”(§)cos(¥)
k=0
5)Ona:
cosn(f)=0 f=—+k7T
X nx 2 2 2
Sp(x) =0 & 2" cos™ (—) cos (—) =0 ou = ou k€T
S i DR L.
cos(z)— > =3 T
x=m+ 2kn
ou
x=—+—
n n

|Exercice 3 : Un logarithme complexe|

Le but de cet exercice est d’étendre la fonction [n: ]0; +oo[— R en une fonction définie sur le demi-plan

complexe :
Pt ={a+ib€C;a>0}
On rappelle pour cela la définition de I’exponentielle complexe :
C-C
exp: {x + iy > e*e

1) a) Représentez P* sur votre copie.

b) Démontrer que :

in )
exp(1+?) =eXi
2) Démontrer que exp n’est pas injective.

3) Démontrer que exp définie une surjection de C dans C*.
4) Dans cette question on pose : z = x + iy, (x,y) € R%. Montrer que :
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([ e*=+a%+ b2

| a

exp(z) =a+ib & cos(y) = Va2 t b2
b

sin = —
O =Tevr

Pt > C

Ce résultat nous invite a poser la fonction suivante :

: 1 b
Phla+ib o Eln(a2 + b?) + iarctan (E)
a) Montrer que @ est injective.
(Indication : On pourra montrer que @(a + ib) = @(a’ + ib") si et seulement sia = a’et b = b").
b) On pose :

D={x+iy€(C,—g<y<g}

Représentez D sur votre copie.
¢) Montrer que :
vz € D,exp(z) € Pt
d) Montrer que :
vz €D, p(exp(2)) =z
¢) En déduire que ¢ définie une bijection de P* dans D.

Remarque : On peut ainsi définir le logarithme complexe sur P en posant :
1 b
VYa+ib € P*,In(a + ib) = Eln(a2 + b?%) + iarctan (E)

On a alors une extension du logarithme sur P™.

1) b)Ona:
in i . i L3 .. (T ,
exp(1+?> =elxeZ=exicare'?z = cos(E)+lsm(E) =1
2)Ona:
exp(1 + 2mi) = ele?™ = e = exp(1)
Donc exp n’est pas injective.
3) On sait que :
vz € C*,360 € Rtel que z = |z|e®® avec |z| > 0
On a donc :
z = exp(In(|z|) + i6)
Ainsi exp définie une surjection de C dans C*.
4) Ona:
exp(z) = exp(x +iy) = e*e?” = e*cos(y) + ie* sin(y)
On a donc :
X —
exp(z) =a+ib & {sz(:;((;)) _ Z

Deplusona:

lexp(2)| = e* =+ a? + b?
( e*=.a?+ b?

e*cos(y) =a lcos(y) _ a
exp(z) =a+ib =i e'siny) =b < Ja2 + b2 car+a?+ b2 >0
e=Vatb |Gyt

¢(2) = ¢(z') = ¢(a +ib) = ¢(a’ + ib’)

On en déduit donc que :

5) a) On résout :
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In(a? + b?) = —ln((a )2+ (b")?)

(
- {k arctan (2) = artan (&)

aZ + b2 — (ar)z + (b/)z
= b b car In et arctan sont bijectives sur leur ensemble de définition

N =

a a
a?+b? = (a")? + (b')?

= b\ 2
b2=a2x(—>
a

b 2 bl 2
(o) )
a a
U N b\? b\?
= a° = (a') car—=—,et1+(—> 21d0nc1+<—) 0
a a a a
De plus on sait que a > 0 et a’ > 0. On en déduit donc que :
a?=(@)=a=a
De plus comme :

b b

a a
On en déduit donc que b = b'.
Ainsiona:

p(2) =)= z=12
c)Ona:
Vz €D, z—x+lyavecy€]—— =

On a alors :

i
e? =e*e2 =e*cos(y) +ie*sin(y)
Or on sait que :
y € ]—E,E[ = cos(y) >0
2°2
Ainsiona:
Re(e?) = e*cos(y) >0
On en déduit donc que :
vz € D,exp(z) € P*
d) D’aprés la question précédente, on sait que :
vz € D,exp(z) € P*
Ainsiona:
T T
vz € D,exp(z) € D,. Onposez = x + iy,—z <y< 5 donc:
¢(exp(2)) = @(exp(x +iy))
= @(e* cos(y) + ie* sin(y)) = lln(ez"(cosz( ) + sin?(y))) + iarctan ¢’ sinky)
@ y Y 2 Y Y e* cos(y)
1
= Eln(ezx) + iarctan(tan(y))

Orye ]—g;g[,donc arctan(tan(y)) =y
On en déduit donc que :
@(exp(2)) =z
Ainsi z admet un antécédent par ¢. Donc ¢ est surjective.
e) Ainsi @ est injective et surjective, donc bijective.
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|Pr0bléme de Bﬁle|

Le but de ce probléme est de démontrer ce résultat au combien célébre et si cher a Léo :
+00
2

Zl_n
n? 6

n=1

Pour cela nous allons définir la suite :

vn €N, I, = | cos®™(t)dt
Partie A : Une expression explicite de I,,
1) a) Montrer que I, = %
b) Calculer I;.
¢) Montrer que :
L 3
27 16
2) a) Montrer, en utilisant la linéarité de 1’intégrale, que :
T

2
vneN, L, — I, = fsin(t) x [—sin(t) x cos?™(t)] dt

0
b) En déduire a I’aide d’une IPP que :
1
e

¢) En déduire que :

2n+1
3) Démontrer que :
B (2n)! T
vn €N, In = W X E
Partie B : Deux nouvelles suites J,, et K,,
Dans cette partie on pose :
221 (n1)?

vn€N,J, = | t?cos®™(t)dt et K, =

@n)! "

O — iy

1) Calculer /.

2) a) Démontrer que :
vn € N*, I, =n(2n — 1)J,_, — 2n?J,
b) En déduire que :
I
vn € N*,m =K, 1— K,
¢) Montrer que :
N
VNEN*EZ ! _n3 K
4 L 4n? 24 N
n=

Partie C : Montrons que limKy = 0

2 2
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2) En déduire d’apres la croissance de I’intégrale et les résultats des parties A et B que :
3
s
VvneEN,0< Ky <———
n N=T6(n + 1)

3) En déduire la solution du probléme de Bale.
Partie A :
1) a)Ona:

n

T
2

I, :fcoszxo(t) dtzfdtz
0

b)Ona:

n
2

1+ 2t
cos?(t)dt = IL()
0

I, =
1 2

dt = [t+1 ' (Zt)]i—n
= 4Sln 0—4

S ——In

¢) On cherche :

I, = | cos*(t)dt

Or on sait que :
4

eit e—lt 1
Vt € R, (cos(t))* = <—> 16( et + 4e?! + 6 + 4o 4+ g7

o] w | T

1 1
+ 3 cos(4t) + 5 cos(2t)
On en déduit donc que :

3 1 1
I, = | cos*(t)dt = [ t +—sin(4t) + —sm(Zt)] =

8 ' 32 4 o 16

o — iy

2) a)Ona:
Vi VA
2 2

T
2

VneEN, I, —1I,= f cos2* ) (¢) dt — f cos?™(t) dt = f cos?™(t) (cos?(t) — 1) dt
0

0 0
T

z 2
= j cos?™(t) (—sin?(t)) dt = f sin(t) x [—sin(t) x cos?™(t)] dt

0
b) On effectue une IP en posant :

u'(t) = —sin(t) x cos?™(t) et v(t) = sin(t)

On a alors :
T
2 2n+1(t) 2n+1( )
] X [—si X cos?™ = |si X
jsm(t) [—sin(t) x cos“™(t)] dt [sm(t) 1 ] f s(t) 1
0 s
2
= ! fc052”+2(t)dt=——l
2n+1 2n+1 "t
0
c)Ona:
1 1 2n+1
In+1_1n=_2n+11n+1:1n+1<1+2n+1>=In=>1n+1 nt+2 ™

3) Ici on peut le faire de deux fagons différentes.
M1 : Par récurrence (c’est la plus classique)
On pose :
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n (Zn)' nll
vneN,P(n)="I, = 22n( )l _
Initialisation : n =0
Ona:
; m
°72
(2 x0)! Xn_lxn_n
22X000)1 72 172 2

Donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel. On suppose P(n) vraie. On a alors :
(2n)! T
"=y 2
De plus on sait que :

2n+1
Inyq = o+ Zln
On a donc :
; 2n+1 (2n)! Xn (2n+1)(2n+2)>< (2n)! Xn (2n + 2)! T
= X —_= —_= —
T on+2 22n(nhH2 " 2 22(n+ 1)2 22n(nh2 " 2 22nF2[(n+ 1)!]?
On a donc :
[2(n+ D] T

1 = 26D 1 DI
Donc P(n) est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
M2 : En réitérant le procédé
Ona:

I
2n 2n—2 2
=i enréitérant le procédé
Zn— 1 2n 3 1
X ..X=XIy

2n 2n 2 2
2n(2n—-1)2n—-2)2n—3)..x3x2x1

= X
2nx2n—-2)X .. Xx4x2)x(2nx 2n—-2) X ..x4x2) 2

(]

B (2n)! s
=222 12
Partie B
1)Ona:
™ T
2 2
2 cos?X0(t) dt t2dt ™
= t = = —
f cos“*%(t) f >4
0 0

2) a) On a grace a une IPP :

|I
El

O\[\H:]O\N

vn € N*, I 1 X cos?™(t) dt

T

= [t x coszn(t)]g +2n
=0

t X sin(t) X cos?™ 1(¢t) dt

On effectue de nouveau une IPP :



Vs
2

vn € N* I, = 2nf t X sin(t) X cos?™ " 1(t) dt
0

t2

Page 10 sur 12

2 .
=2n <[% x sin(t) x coszn‘l(t)]2 = | X cos(t) x cos®™ () —(2n—1) % x sin?(t) cos?™ 2(t) dt)
0 0

=0
T

o

=-nJ, +n(2n—-1)J-1 —n2n—1)J,
=n@2n—1)J,, —n(1+2n-1)J,
=n2Zn-1)J, 1 — anln

b) On sait que :

I, =n@2n — 1)J,_4 — 2n?),

(2n)! T

= 2z * 2

On en déduit donc que :

(2n)! T
2z <7 " n2n —1)Jp-1 — 2n%J,
De plus on sait que :
22n(n!)2
Kn=——~—/n
(2n)!

On en déduit donc que :

B 22n—2 [(Tl _ 1)|]2

K, .=
n-t (2n —2)!

On a donc :
(2n)! /s
2 <7 " n2n —1)Jp-1 — 2n%,
- T " (2n)!
4n? = 2271 (n — 1)!]?

= n(2n—DJp-1 — 2n%,

n-1

22n—1[(n _ 1)[]2 22n—1[(n _ 1)|]2

T
A _ )
= A= n(2n—1) x 2] Jn—1—2n° X

0 ) 221 (n - 1)!]? 22[nl!]?
== DX S e - Dan— U T @
_ 2272 [(n — 1)!1]? 22" n!]?

(2n)!

@2n-2)! ‘™' (o "
=K, 1—-K,

¢) On a d’apres la question précédente :

N N N
nen IV LN Sk =k
"4 n2_ 4n2_ n-1 n partéle_scopage 0

n=1 n=1 n=1

Orona:
22X0 X (0[)2 7'[3
Ky=—7+——Jo==—
0 (2 x 0)! Jo=27

On en déduit donc que :

Partie C :

Ky

2
tz
=-2n = % cos?™(t)dt + 2n(2n— 1) f = % (1 — cos?(t)) cos?™ 2(t) dt
0

n
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1) Montrons que (cfex Bl du TD 4) :
Ty 2
VxE€E [0;—],—x < sin(x)
21°m

On pose :

x - —x — sin(x)
T

On sait que f est dérivable sur [0 ; g] et :

Vx € [OE] f'(x) = E — cos(x)
2l T
De plus on sait que :
e  cos est continue

e  Cos est strictement décroissante sur [0 ; g]
e cos(0) =1etcos (g) =0
Donc d’aprés le théoréme de la bijection (ou théoréme des valeurs intermédiaires), pour tout y € [0; 1], il existe un
unique X € [0; g] telle que cos(x) =y.
Or on sait que :
2
0<=x1
s
L . . . 2
On en déduit donc qu’il existe un unique a €]0; 1] tel que cos(a) = -

On a donc le tableau de variation suivant :

o=

& 0 o
g—ccﬁ(m) — ¢

+
I 0\ —

0

On en déduit donc que :
my 2 )
Vx € [O;—],—x —sin(x) <0
20
On en déduit donc que :
T 2 )
Vx € [0;—],—x < sin(x)
2
On en déduit donc que :
Vx € [O-E] 0<x< Esin(x)
] 2 ’ — — 2
b) On sait d’apres la question précédente que :
s T
Vvt € [O;E]'O <t< Esm(t)
Ty 2 T
=0<t’< (—) sin?(t) car x = x? est croissante sur [O;E]

2

T

2
2

s Vs
2 2
T
= f 0dt < f t? cos?N(t)dt < f (E) sin?(t) cos?N(t) dt (par croissance de l'intégrale)
0 0 0

=0

IA

Inv < sin?(t) cos?N(t) dt

| J,
o — Uiy

2
=0<Jy< T(IN —Ins1)

IA

De plus on sait que :
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1
Iy — Iy = mlzv

On a donc :

7.[2

Iy X —
2N+1 V7 4
0 < L (2N)! T
= _
SIvSonia 22N(ND2 " 2
22N (N1)? w? 1
=>0<——Jy<—X <—
(2N)! 8 "2N+1~ 16

0<Jy <
2

s
4
3

3) On sait que :
lim T 0
N'16N
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :

lll\rln Kny=0

On en déduit donc que :

On a donc :



