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Fiche TD 11- Equations différentielles 
 

Partie A.1 : Sans second membre 

 

Exercice A.1 : Résoudre les équations différentielles suivantes sur leur domaine de validité : 

(𝐸1): 𝑦′ + 3𝑦 = 0  (𝐸2): 𝑦′(𝑡) + 𝑐ℎ(𝑡)𝑦(𝑡) = 0 (𝐸3): 𝑦′(𝑡) −
1

1 − 𝑡
𝑦(𝑡) = 0 

 

Exercice A.2 : Résoudre les équations différentielles suivantes sur leur domaine de validité : 

(𝐸1): 𝑦′ + 𝑥𝑐𝑜𝑠(𝑥)𝑦 = 0  (𝐸2): 𝑦′(𝑡) +
1

𝑡2 + 𝑡 + 1
𝑦(𝑡) = 0 (𝐸3): 𝑦′(𝑡) −

1

𝑐ℎ(𝑡)
𝑦(𝑡) = 0 

 

Exercice A.3 : Résoudre les équations différentielles suivantes sur leur domaine de validité : 

(𝐸1): 𝑠𝑖𝑛(𝑥) 𝑦′ + 𝑦 = 0  (𝐸2): 𝑡(𝑡 − 1)𝑦′(𝑡) + (2𝑡 − 1)𝑦(𝑡) = 0 (𝐸3): 𝑡𝑦′(𝑡) − 2𝑦(𝑡) = 0 

 

Partie B.1 : Avec second membre 

 

Exercice B.1 : Résoudre les équations différentielles suivantes sur leur domaine de validité : 

(𝐸1): 𝑦′ + 3𝑦 = 6          (𝐸2): 𝑦′(𝑡) + 𝑡𝑦(𝑡) = 𝑡           (𝐸3): 𝑦′(𝑡) + 𝑦(𝑡) = 2𝑒𝑡 + 4 𝑠𝑖𝑛(𝑡) + 3 𝑐𝑜𝑠(𝑡) 

 

Exercice B.2 : Résoudre les équations différentielles suivantes sur leur domaine de validité : 

(𝐸1): 𝑦′ + 𝑦 = 𝑥𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑥)          (𝐸2): 𝑦′(𝑡) + 2𝑖𝑦(𝑡) = 𝑒𝑖𝑡           (𝐸3): 𝑦′ − 𝑦𝑡𝑎𝑛(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠2(𝑥)  𝑠𝑢𝑟 ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[ 

 

Partie C.1 : Cauchy et problème de raccordement 

 

Exercice C.1 : 1) Résoudre le problème de Cauchy suivant :  

{
𝑦′ −

2

𝑥3
𝑦 = 0

𝑦(1) = 2
 

2) Peut-on prolonger des solutions de 𝑦′ −
2

𝑥3 𝑦 = 0 sur ℝ ? 

 

Exercice C.2 : Montrer qu’il existe une unique solution sur ℝ de l’équation  

𝑥𝑦′ + 𝑦 =
2𝑥

𝑥2 + 1
 

Exercice C.3 : Considérons un circuit RC monté en série aux bornes d’un 

générateur qui délivre une tension V(t). On appelle u(t) la tension à l’instant t aux 

bornes du générateur. On veut étudier la forme du signal u selon la nature de la 

tension V.  

1) Etablir que :  

𝑅𝐶
𝑑𝑢

𝑑𝑡
+ 𝑢 = 𝑉 

Par la suite on pose RC = 1.  

2) On suppose ici que V = 1V. En déduire alors la courbe représentative de u sur 

[0 ;3] si u(0) = 0.  

3) a) On suppose que le générateur délivre une tension alternative V telle que :  

∀𝑝 ∈ ℕ, {
𝑉(𝑡) = 1 𝑠𝑖 2𝑝 ≤ 𝑡 < 2𝑝 + 1

𝑉(𝑡) = 0 𝑠𝑖 2𝑝 + 1 ≤ 𝑡 < 2𝑝 + 2
 

Déterminer la représentation graphique de u entre t = 0 et t = 3 lorsque u(0) = 0. 

b) On suppose que le générateur délivre une tension alternative V telle que V(t) = 2 cos(2πt). 

Déterminer la représentation graphique de u entre t = 0 et t = 3 lorsque u(0) = 0. 
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Partie A.2 : Equations homogènes 

 

Exercice A.1 : Résoudre les équations différentielles suivantes :  

(𝐸1): 𝑦′′ + 2𝑦′ + 4𝑦 = 0    𝑑𝑎𝑛𝑠 ℝ                 (𝐸2): 𝑦′′ + 2𝑦′ + 4𝑦 = 0 𝑑𝑎𝑛𝑠 ℂ 

 

Exercice A.2 : Résoudre : 

𝑦′′ − 𝑦′ + (1 + 𝑖)𝑦 = 0 

 

Exercice A.3 : Résoudre : 

{

𝑦′′ + 2𝑖𝑦 = 1

𝑦(0) = 1

𝑙𝑖𝑚
𝑥→+∞

𝑦(𝑥) = 0
 

 

Partie B.2 : Equations non homogènes 

 

Exercice B.1 : Résoudre :  

(𝐸1): 𝑦′′ − 4𝑦′ + 4𝑦 = 𝑒2𝑥                  (𝐸2): 𝑦′′ + 2𝑦′ + 𝑦 = 𝑠ℎ(𝑥)               (𝐸3): 𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 𝑒𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑥)     

  (𝐸4): 𝑦′′ + 4𝑦 = 𝑠𝑖𝑛(𝑥) + 𝑠𝑖𝑛(2𝑥)             (𝐸5): 𝑦′′ + 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠3(𝑥)         
 

Exercice B.2 : Résoudre :  

{

y′′ − 2y′ − y = x2 − x

y(0) = 0

y′(0) = 1

 

 

Exercice B.3 : Résoudre :  

𝑦′′ + 𝑦 = |𝑥| + 1 

 

Exercice B.4 : Soit x et y des fonctions de la variable t. Résoudre les systèmes différentiels suivant :  

1) {
𝑥′ = 𝑦 + 𝑡2

𝑦′ = 𝑥 − 𝑡2      2) {
𝑥′ = −7𝑥 + 𝑦 + 1

𝑦′ = −2𝑥 − 5𝑦
        3) {

𝑥′ = 2𝑡𝑥 − 𝑦 + 𝑡𝑐𝑜𝑠(𝑡)

𝑦′ = 𝑥 + 2𝑡𝑦 + 𝑡𝑠𝑖𝑛(𝑡)
 

 

Exercice B.5 : On considère sur ]0; +∞[ l’équation différentielle d’Euler (E): at2y′′ + bty′ + cy = f(t) où a,b, c sont 

des réels (a ≠ 0) et f ∈ 𝒞0(]0; +∞[, ℝ). 

1) On pose z(x) = y(ex). Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est solution d’une équation 

différentielle du second ordre à coefficients constants en la variable x. 

2) Résoudre l’équation d’Euler  𝑡2𝑦′′ + 𝑡𝑦′ + 𝑦 = 𝑐𝑜𝑠(2 𝑙𝑛(𝑡))  pour t > 0. 

3) Résoudre l’équation d’Euler  𝑡2𝑦′′ − 2𝑡𝑦′ + 2𝑦 = 2𝑡3 𝑠𝑖𝑛(2𝑡)  pour t > 0. 

 

Exercice B.6 : On considère une solution y de l’équation différentielle : (E): ty′′ − 2y′ − ty = 0 avec t > 0. 

1) Montrer que y est indéfiniment dérivable pour t>0.  

2) En dérivant l’équation (E), montrer que y vérifie une équation différentielle linéaire du 4ième ordre.  

3) En raisonnant comme pour les équations du second ordre à coefficients constants, résoudre l’équation précédente et 

en déduire les solutions de l’équation différentielle initiale.  

 

Exercice B.7 : On considère une fonction indéfiniment dérivable f ∶ [0;
π

2
] → ℝ et l’équation y′′ + y = f(x). On 

cherche les solutions y sur [0;
π

2
] vérifiant y(0) = y (

π

2
) = 0 et on pose à cet effet :  

𝐹(𝑥) = − 𝑐𝑜𝑠(𝑥) ∫ 𝑓(𝑡) 𝑠𝑖𝑛(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

0

+ 𝑠𝑖𝑛(𝑥) ∫ 𝑓(𝑡) 𝑐𝑜𝑠(𝑡) 𝑑𝑡

𝑥

𝜋
2

 

1) Préciser les solutions de l’équation différentielle y′′ + y = 0 vérifiant y(0) = y (
π

2
) = 0. 
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2) On envisage ici les deux cas particulier 𝑓(𝑥) = 1 et 𝑓(𝑥) = 𝑥. 

a) Exprimer dans ces deux cas F(x) sans symbole intégral, puis 𝐹′′(𝑥) + 𝐹(𝑥). 

b) En déduire dasn ces deux cas les solutions y de 𝑦′′ + 𝑦 = 𝑓(𝑥) telles que 𝑦(0) = 𝑦 (
𝜋

2
) = 0. 

3) a) On revient au cas général. Montrer que F est deux fois dérivable, expliciter 𝐹′(𝑥) et 𝐹′′(𝑥), puis exprimer 

𝐹′′(𝑥) + 𝐹(𝑥) en fonction de f(x). 

b) En déduire les solutions y de 𝑦′′ + 𝑦 = 𝑓(𝑥) telle que y(0) = y (
π

2
) = 0.  

 

Exercice B.8 : Soit f ∈ 𝒞2(ℝ). On définit Φ par :  

∀ 𝑥 ∈ ℝ, 𝛷(𝑥) = 𝑓(𝑥) − ∫(𝑥 − 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

1) Montrer que ϕ est 𝒞2 sur ℝ et calculer ϕ′′. 

2) Donner l’ensemble des fonctions 𝒞2 satisfaisant :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑓(𝑥) − ∫(𝑥 − 𝑡)𝑓(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

= 𝑥2 

 

Exercice B.9 : Soit 𝑎 ∈ ℝ, fixé. On considère une fonction 𝑦 de classe 𝒞1 de ℝ dans ℝ telle que :  

∀𝑡 ∈ ℝ, 𝑦′(𝑡) = 𝑦(−𝑡)𝑒𝑎𝑡 

1) Montrer que 𝑦 est indéfiniment dérivable sur ℝ. 

2) Montrer que 𝑦 vérifie une équation différentielle du second ordre à coefficients constants.  

3) En déduire toutes les fonctions y de classe 𝒞1 qui vérifient la relation précédente sur ℝ. 

 

 

 

 

 


