
Page 1 sur 4 
 

Chapitre 12 : Rudiment d’arithmétique dans ℕ 

 

I) Nombres entiers, décimaux, rationnels… 
 

Définition : Voici des sous-ensembles de ℝ que l’on utilise usuellement :  

 ℕ l’ensemble des entiers naturels : ℕ = {0; 1; 2; … } 

 ℤ  l’ensemble des entiers : ℤ = {… ; −2; −1; 0; 1; 2; … } = ℕ ∪ ℕ− 

 𝔻 l’ensemble des nombres décimaux :  

𝔻 = {
a

10𝑛
; a ∈ ℤ, n ∈ ℕ} 

 ℚ l’ensemble des nombres rationnels :  

ℚ = {
a

𝑏
; a ∈ ℤ, b ∈ ℕ∗} 

 

Propriété I.1 : On a les inclusions strictes suivantes :  

ℕ ⊊ ℤ ⊊ 𝔻 ⊊ ℚ ⊊ ℝ 
 

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser presque exclusivement à ℤ. 
 

II) Diviseurs et multiples dans ℤ 
 

a) Généralité 
 

Définition : Soient (a, b) ∈ ℤ2, a ≠ 0. Dire que a divise b c´est dire qu´il existe k ∈ ℤ tel que :     𝑎 × 𝑘 = 𝑏 

On dit aussi que a est un diviseur de b ou que b est un multiple de a. 

On note a|b.  
 

Exemple II.a.1 : Trouver tous les diviseurs de 153.  

 

Application II.a2 : Démontrer que pour tout n ∈ ℤ\{1},  n-1 divise 𝑛2 + 3𝑛 − 4. 
 

Application II.a.3 : Déterminer tous les couples d´entiers relatifs x et y tel que : 𝑥2 − 𝑦2 = 11 

 

Propriété II.a.4 :  

 0 est multiple de tout entier de tout entier 

 1 est diviseur de tout entier 
 

Propriété II.a.5 : Si a divise b et a divise c, alors a divise toute combinaison linéaire de b et c. 

Ainsi pour tout entier relatif u et v, a divise bu+cv. 
 

Application II.a.6 : Montrer que si a divise 3n-5 et a divise 2n+3, alors a divise 19.  

 

b) Division euclidienne 

 

Propriété II.b.1 : Soit a un entier naturel et b un entier naturel non nul. Alors il existe un unique couple (q,r) tel que : 

𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟   et    0 ≤ r < b. 

 

Exemple II.b.2 : Déterminer la division euclidienne de 27 par 7.   

 

Application II.b.3 : Ecrire une fonction Python pour déterminer q et r, respectivement quotient et reste dans la 

division euclidienne de a par b.  

 

Propriété II.b.4 : Pour tout entier naturel n, on peut écrire :  

 𝑛 =  2𝑘 𝑜𝑢 𝑛 =  2𝑘 + 1 
 𝑛 = 3𝑘 𝑜𝑢 𝑛 =  3𝑘 + 1 𝑜𝑢 𝑛 = 3𝑘 + 2 
 𝑛 = 4𝑘 𝑜𝑢 𝑛 = 4𝑘 + 1 𝑜𝑢 𝑛 = 4𝑘 + 2 𝑜𝑢 𝑛 = 4𝑘 + 3 

 

Application II.b.5 : Démontrer que pour tout entier naturel non nul, 3 divise 𝐴𝑛 = 𝑛(𝑛2 + 5) 

 

Remarque : Si deux entiers 𝑎 𝑒𝑡 𝑏 ont le même reste dans la division euclidienne par 𝑐, on note alors : 𝑎 ≡ 𝑏[𝑐] 
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III) Diviseur et multiple commun 

 

a) PGCD 

 

Notation pratique : Soit a un entier non nul. Dans toute la suite on notera 𝒟a
+ l´ensemble des diviseurs positifs de a. 

 

Exemple III.a.1 : Déterminer 𝒟24
+   

 

Définition : Soit a et b deux entiers naturels non nul. L´ensemble des diviseurs commun de a et b admet un plus grand 

élément, appelé le PGCD de a et de b, noté PGCD(a ;b) ou a∧b. 

 

Exemple III.a.2: Déterminer  24 ∧ 18. 

 

Remarque  : Soit (a; b) ∈ ℕ2. On a :  

 a ∧ b = b ∧ a 

 Si a > 0, a ∧ 0 = a 

 Par convention 0 ∧ 0 = 0 

 

Extension de la définition : Si (a; b) ∈ ℤ2, on peut poser : 𝑎 ∧ 𝑏 = |𝑎| ∧ |𝑏| 
 

b) Algorithme d´Euclide 

 

Propriété III.b.1 (Lemme d´Euclide) : Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On pose la division euclidienne 

de a par b : 𝑎 = 𝑏𝑞 + 𝑟. Alors on a : 

𝑎 ∧ 𝑏 = 𝑏 ∧ 𝑟 

 

Conséquence (algorithme d´Euclide) : Pour déterminer le PGCD de deux nombres entiers, on peut utiliser 

l´algorithme d´Euclide (vu en troisième) :  

 
Application III.b.2 : Déterminer 1071 ∧ 1029 

 

Application III.b.3 : Démontrer que deux entiers non nuls consécutifs ont un PGCD de 1.  
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c) Propriété du PGCD 

 

Propriété III.c.1 : On a :  

∀ (𝑘, 𝑎, 𝑏) ∈ ℕ × ℤ2, (𝑘𝑎 ∧ 𝑘𝑏) = 𝑘(𝑎 ∧ 𝑏) 

 

Propriété III.c.2 : Soit (a, b, d) ∈ ℕ3. On a :  

𝑑 = 𝑎 ∧ 𝑏 ⟺ {

𝑑|𝑎
𝑑|𝑏

∀ 𝑛 ∈ ℕ, (𝑛|𝑎 𝑒𝑡 𝑛|𝑏) ⟹ 𝑛|𝑑
 

 

Propriété III.c.3 (Caractérisation du PGCD) : Soit (a, b, d) ∈ ℕ3Soit d=PGCD(a ;b).  

𝑑 = 𝑎 ∧ 𝑏 ⟺ ∃(𝑎′; 𝑏′) ∈ ℕ2, {
𝑎 = 𝑑𝑎´
𝑏 = 𝑑𝑏´

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎´; 𝑏´) = 1
 

 

Application III.c.4 :  Résoudre :  

{
𝑎𝑏 = 2880

𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎; 𝑏) = 12
 

 

d) PPCM 

 

Définition : Soit a et b deux entiers naturels non nul. L´ensemble des multiples commun de a et b admet un plus petit 

élément, appelé le PPCM de a et de b, noté PPCM(a ;b) ou a∨b. 

 

 

Exemple III.d.1 : Déterminer  24 ∨ 18. 

 

Remarque  : Soit (a; b) ∈ ℕ2. On a :  

 𝑎 ∨ 𝑏 = 𝑏 ∨ 𝑎 

 𝑎 ∨ 0 = 0 

 Si a>0, 𝑎 ∧ 1 = 𝑎 

 

Propriété III.d.2 (Caractérisation du PPCM)  : Soit (a, b, n) ∈ (ℕ∗)3. On a :  

𝑚 = 𝑎 ∨ 𝑏 ⟺ {

𝑎|𝑚
𝑏|𝑚

∀ 𝑚′ ∈ ℕ, (𝑎|𝑚′𝑒𝑡 𝑏|𝑚′) ⟹ 𝑚|𝑚′
 

 

Propriété III.d.3 : On a :  

∀ (𝑎, 𝑏) ∈ ℕ2, (𝑎 ∨ 𝑏) × (𝑎 ∧ 𝑏) = 𝑎 × 𝑏 

 

IV) Nombres premiers 

 

a) Bien connu 

 

 

Définition : Soit p un nombre entier naturel. On dit que p est premier s´il admet exactement deux diviseurs : 1 et lui-

même.  

 

Exemple IV.a.1 : Déterminer les 5 premiers nombres premiers.   

 

ATTENTION : 1 n´est pas premier.  

Notation : Dans toute la suite de ce chapitre, on notera 𝒫 l´ensemble des nombres premiers.  
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Propriété IV.a.2 : Soit n un nombre entier naturel strictement supérieur à 1. Alors soit n est premier, soit il existe un 

nombre premier p tel que p soit le plus petit diviseur positif (autre que 1) de n et 2 ≤ 𝑝 ≤ √𝑛. 

 

Application IV.a.3 : Démontrer que 109 est premier.  

 

b) Infinitude 

 

Définition : Le crible d'Ératosthène est un procédé qui 

permet de trouver tous les nombres premiers inférieurs à 

un certain entier naturel donné N. 

L'algorithme procède par élimination : il s'agit de 

supprimer d'une table des entiers de 2 à N tous les 

multiples d'un entier. En supprimant tous les multiples, à la 

fin il ne restera que les entiers qui ne sont multiples 

d'aucun entier, et qui sont donc les nombres premiers. 

 

Remarque : Le crible d´Eratosthène nous permet de 

déterminer les nombres premiers plus petit qu´un entier n. 

Cependant cet algorithme n´est pas du tout efficace pour 

des nombres très grands.  
 

 

Propriété IV.b.1 : L´ensemble des nombres premiers est infini.  

 

c) Théorème fondamentale de l´arithmétique 

 

Propriété IV.c.1 (Théorème fondamentale) : Tout entier naturel n≥2 peut se décomposer de façon unique (à l´ordre 

des facteurs près), en produit de facteur premier :  

𝑛 = 𝑝1
𝛼1 … 𝑝𝑘

𝛼𝑘 
 

Exemple IV.c.2 : Décomposer 8465 en produit de facteur premier  
 

Propriété IV.c.3 (PGCD ET PPCM) : Soit (a; b) ∈ ℕ2. On pose leur décomposition en facteur premier :  

𝑎 = ∏ 𝑝𝛼𝑝

𝑝∈𝒫

    𝑒𝑡    𝑏 = ∏ 𝑝𝛽𝑝

𝑝∈𝒫

 

On a alors :  

(1): 𝑎|𝑏 ⟺ ∀𝑝 ∈ 𝒫, 𝛼𝑝 ≤ 𝛽𝑝 

(2): 𝑎 ∧ 𝑏 = ∏ 𝑝𝑚𝑖𝑛(𝛼𝑝;𝛽𝑝)

𝑝∈𝒫

 

(3): 𝑎 ∨ 𝑏 = ∏ 𝑝𝑚𝑎𝑥(𝛼𝑝;𝛽𝑝)

𝑝∈𝒫

 

 

Exemple IV.c.4 : Déterminer 𝒟432
+  

 

 

Application IV.c.5 : Déterminer 9100 ∧ 1848 𝑒𝑡 9100 ∨ 1848 

 

https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89ratosth%C3%A8ne
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_premier
https://fr.wikipedia.org/wiki/Entier_naturel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Multiple_%28math%C3%A9matiques%29

