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Chapitre 12 : Rudiment d’arithmétique dans N

I) Nombres entiers, décimaux, rationnels...

Définition : Voici des sous-ensembles de R que 1’on utilise usuellement :
e N I’ensemble des entiers naturels : N = {0; 1;2; ... }
e 7 l’ensemble des entiers : Z = {...; —2; —1;0;1; 2; ...} = NUN~
o DD I’ensemble des nombres décimaux :

D:{i;aez,ne N}
10™
e Q I’ensemble des nombres rationnels :

Qz{%;aez,bel\l*}

Propriété 1.1 : On a les inclusions strictes suivantes :
NEGZEDEQ&ER

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser presque exclusivement a Z.

II) Diviseurs et multiples dans Z
a) Généralité
Définition : Soient (a,b) € Z2,a # 0. Dire que a divise b c’est dire qu'il existe K € Ztelque - a Xk =b

On dit aussi que a est un diviseur de b ou que b est un multiple de a.
On note ajb.

Exemple Il.a.1 : Trouver tous les diviseurs de 153.

Application II.a2 : Démontrer que pour tout n € Z\{1}, n-I divise n? + 3n — 4.

Application II.a.3 : Déterminer tous les couples d’entiers relatifs x et y tel que : x2 —y2 = 11

Propriété 11.a.4 :
e 0 est multiple de tout entier de tout entier
e 1 estdiviseur de tout entier

Propriété I1.a.5 : Si a divise b et a divise c, alors a divise toute combinaison linéaire de b et c.
Ainsi pour tout entier relatif u et v, a divise bu+cv.

Application Il.a.6 : Montrer que si a divise 3n-5 et a divise 2n+3, alors a divise 19.

b) Division euclidienne

Propriété IL.b.1 : Soit a un entier naturel et b un entier naturel non nul. Alors il existe un unique couple (q,r) tel que :
a=bg+r et 0<r<bh.

Exemple I1.b.2 : Déterminer la division euclidienne de 27 par 7.

Application I1.b.3 : Ecrire une fonction Python pour déterminer q et r, respectivement quotient et reste dans la
division euclidienne de a par b.

Propriété 11.b.4 : Pour tout entier naturel n, on peut écrire :
e n =2koun = 2k+1
e n=3koun =3k+1loun=3k+2
o n=4koun=4k+1loun=4k+20un=4k+3

Application ILb.5 : Démontrer que pour tout entier naturel non nul, 3 divise 4,, = n(n? + 5)

Remarque : Si deux entiers a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par c, on note alors : a = b|[c]
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III) Diviseur et multiple commun

a) PGCD

Notation pratique : Soit a un entier non nul. Dans toute la suite on notera D 1’ensemble des diviseurs positifs de a.
Exemple IIL.a.1 : Déterminer D3,

Définition : Soit a et b deux entiers naturels non nul. L ensemble des diviseurs commun de a et b admet un plus grand
¢lément, appelé le PGCD de a et de b, not¢ PGCD(a ;b) ou aAb.

Exemple I11.a.2: Déterminer 24 A 18.
Remarque : Soit (a;b) € N2.Ona:
e aAb=bAa
e Sia>0,an0=a
e Parconvention0A0 =20

Extension de la définition : Si (a;b) € Z?, on peut poser : a A b = |a| A |b|

b) Algorithme d 'Euclide

Propriété I11.b.1 (Lemme d Euclide) : Soient a et b deux entiers naturels non nuls. On pose la division euclidienne
deaparb:a =bq+r. Alorsona:
aANb=DbAr

Conséquence (algorithme d Euclide) : Pour déterminer le PGCD de deux nombres entiers, on peut utiliser
"algorithme d Euclide (vu en troisiéme) :

Theoreme | : Soit a et b deux naturels non nuls tels que b ne divise pas a.

La suite des divisions euclidiennes suivantes finit par s’arréter. Le dernier
reste non nul est alors le pged(a, b)

a par b a="hgy+ro avec b=rp=0

bparry, b=ryq +1 avec rg=ry =0

Iy par ry to=Tg>+712 avec r{>r, =0
Fp_2 party_ Frp—2 =Tp_1qn +tn avec fy_1 >t =0

Fy_1 partn Fp—1 =Tnfn_1+0

Onaalors pged(a, b) =ry.

Application IILb.2 : Déterminer 1071 A 1029

Application II1.b.3 : Démontrer que deux entiers non nuls consécutifs ont un PGCD de 1.
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¢) Propriété du PGCD

Propriété Ill.c.1 : On a:
V (k,a,b) € N x Z?,(ka A kb) = k(a A b)

Propriété I1L.c.2 : Soit (a,b,d) € N3. Ona:
dla
d=anb o d|b
vneN,(nlaetn|b) = n|d

Propriété I11.c.3 (Caractérisation du PGCD) : Soit (a,b,d) € N3Soit &=PGCD(a ;b).
a=da
d=aAb e 3(a;b) € NZ,{ b =db’
PGCD(a’;b) = 1

Application Ill.c.4 : Résoudre :
{ ab = 2880
PGCD(a; b) =12

d) PPCM

Définition : Soit a et b deux entiers naturels non nul. L ensemble des multiples commun de a et b admet un plus petit
¢lément, appelé le PPCM de a et de b, noté PPCM(a ;b) ou avb.

Exemple I11.d.1 : Déterminer 24 Vv 18.

Remarque : Soit (a;b) € N2.Ona:
e aVvb=bVa
e av0=0
o Sia>0,ahnl=a

Propriété 111.d.2 (Caractérisation du PPCM) : Soit (a,b,n) € (N*)3. On a:
alm
m=aVb&e blm
vm' €N, (alm’et blm') = m|m’

Propriété I11.d.3 : On a :
V(a,b) EN%,(avb)x (anb)=axbh

IV) Nombres premiers

a) Bien connu

Définition : Soit p un nombre entier naturel. On dit que p est premier s’il admet exactement deux diviseurs : 1 et lui-
méme.

Exemple IV.a.1 : Déterminer les 5 premiers nombres premiers.

ATTENTION : 1 n’est pas premier.
Notation : Dans toute la suite de ce chapitre, on notera P 1’ensemble des nombres premiers.
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Propriété IV.a.2 : Soit n un nombre entier naturel strictement supérieur a 1. Alors soit n est premier, soit il existe un

nombre premier p tel que p soit le plus petit diviseur positif (autre que 1) denet 2 < p < vn.

Application IV.a.3 : Démontrer que 109 est premier.

b) Infinitude

Définition : Le crible d'Eratosthéne est un procédé qui

permet de trouver tous les nombres premiers inférieurs a
un certain entier naturel donné N.

L'algorithme proceéde par élimination : il s'agit de

supprimer d'une table des entiers de 2 a N tous les

multiples d'un entier. En supprimant tous les multiples, a la
fin il ne restera que les entiers qui ne sont multiples

d'aucun entier, et qui sont donc les nombres premiers.

Remarque : Le crible d’Eratosthéne nous permet de
déterminer les nombres premiers plus petit qu un entier n.

Cependant cet algorithme n’est pas du tout efficace pour

des nombres trés grands.

1/2/3/4]5]6[7[8]9]10
11(12[13|14[15|16[17[18|19] 20
21(22(23|24[25]26|27[28]29] 30
31 32/33/34 35/36/37/38/39]| 40
41 42 43|44 45 46 474849 50
51 52 53|54 55 56 57/58|59| 60
61 62 63|64 65 66 676869 70
71(72|7374(75|76[77[78|79] 80
81/82/83/84 85|86 /8788 89]| 90
91 92/93 /94 95/96 979899 100

Propriété IV.b.1 : L’ensemble des nombres premiers est infini.

¢) Théoréme fondamentale de 1'arithmétique

Propriété IV.c.1 (Théoréme fondamentale) : Tout entier naturel n>2 peut se décomposer de fagon unique (a 1"ordre

des facteurs pres), en produit de facteur premier :

— %1 a
n=p; .0

Exemple IV.c.2 : Décomposer 8465 en produit de facteur premier

Propriété IV.c.3 (PGCD ET PPCM) : Soit (a;b) € N2. On pose leur décomposition en facteur premier :

pEP
On a alors :
(D:alb & VpEP,a, <,

(2):anb = 1_[ pmin(ap?ﬁp)

pEP

(3):avb = 1—[ pmax(“l"ﬁp)

pEP

pEP

Exemple IV.c.4 : Déterminer D,

Application IV.c.5 : Déterminer 9100 A 1848 et 9100 v 1848



https://fr.wikipedia.org/wiki/%C3%89ratosth%C3%A8ne
https://fr.wikipedia.org/wiki/Nombre_premier
https://fr.wikipedia.org/wiki/Entier_naturel
https://fr.wikipedia.org/wiki/Multiple_%28math%C3%A9matiques%29

