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Correction TD 11
Equations différentielles

Partie A.1 : Sans second membre

Exercice A.1 : Résoudre les équations différentielles suivantes sur leur domaine de validité :

1
(Ep):y" +3y =0 (E2):y"() + ch(®Oy(®) = 0 (E3):y'() - —y(® =0

1) On pose :
(R->R (R->R
a.{ — 3 etA'{XHBX
On en déduit donc que :
y+3y=0< IAER,VxE R,y(x) = Ae 3

2) On pose :
R—->R

(R->R
a'{ t - sh(o)

t = ch(t) etA:{

On en déduit donc que :

y'(t) + ch()y(t) & FIAE R, Vt € R, y(t) = Ae~SP®O
3)1%cas:t<1
On pose :

]—o;1[- R

]—o;1[-» R
a'{ te-In(l-1t)

1 et A:{

te ———
1-t

On en déduit donc que :

’ 1 —In(1-t )\1
y'(©) -7 y(® =0ett&] —oo;1[e I, ER,VEE] — 00 1[y(t) =Ae™™ ) T1-t
2ime cag i t> 1
On pose :
L +eo[> R ] —o0;1[> R
a 1 etA:{
t e T teIn(t—1)
On en déduit donc que :
1 A
y'() —T—y(O = Oett€]L; +oo[< 3, € RVt E€]1; +ooy(D) = Ay~ In(t=1 = 1—_2t

Exercice A.2 : Résoudre les équations différentielles suivantes sur leur domaine de validité :

1
(E:y’ +xcos(x)y = 0 (Ez):y'(t) + m}’(t) =0 (E3):y'(t) — m}’(t) =0

1) On pose :

_ R - R

' {X — xcos(X)
La difficulté ici est de trouver une primitive de x = xcos(x). On effectue un IPP.
Ona:

fxcos(x) dx = [xsin(x)] — f sin(x) dx = xsin(x) + cos(x) + ¢c,c € R
On pose alors :
_ R—->R
'{x ~ xsin(x) + cos(x)
On en déduit donc que :
y' +xcos(x)y = 0 & A€ R, Vx € R, y(x) = Ae *sin(x)—cos(x)
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2) On pose :
R-R
a:{ 1
'_)—
t2+t+1
La difficulté ici est de trouver une primitive de x » —— t2 " Ona:
f ! dt f ! dt 4f ! dt i \/§ t (2t+1)
—_— = —_— = — = —X—X R R
1+t+t2 (t+1)2+3 3 (2t+1)2+1 37 AR BT B
2 4 V3 3
On pose alors :
]R—)]R{
e (L4 L)
— —arctan | —t+ —
V3 V3 V3
On en déduit donc que :
1 arctan( )
'+ ————y=0& IAERVLER,y(t) = Ae V3 NENNE
ert2+t+1y y(®) ¢
3) On pose :
R—->R
a: —1
ch(t)
La difficulté ici est de trouver une primitive de x = — %t) Ona:
fl dt—f . dt—f 2e! dt = 2arctan(et) + c,c € R
ado¥= | g1 = | Treoz = arctan(e c,c
On pose alors :
A-{ R->R
"t » 2arctan(et)

On en déduit donc que :

y' = : y=0& INERVLER y(t) = pe2arctan(et)
Ch(t) ’ ]

Exercice A.3 : Résoudre les équations différentielles suivantes sur leur domaine de validité :
(E):sin(x)y’ +y =0 (Ep):t(t— Dy’ () + 2t — Dy(t) = 0 (E3): ty"(t) — 2y() = 0

11 faut ici faire attention aux problémes de raccordement !
1) On sait que sin(x) # 0 & x € |km; (k + 1)[
1% étape : On a alors : x € |km; (k+ )n[,k € Z

On a alors
sinx)y'+y=0ey +sin(x)y: 0
On pose :
Jkm;(k+ D[ - R
a: 1
sin(x)
Deplusona:
1 cos ( ) +s ( )
vx € |km; (k + 1)n[,f f
(X) 2 cos )

2\ J sin (2) o + cos

= %ln (|tan (2

1 f cos (;) sm

On pose :
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Jkm; (k+ D[ - R

A tH;nqmn @)

1 X
sin(x)y'+y=0etx € |kr; (k+ 1)n[ & I, € R, Vx € |km; (k+ D[, y(x) = Ake_fln(ltan(f)D =

On en déduit donc que :
Ak

X
[ran (3)]
2¢me gtape : On étudie les raccordements
Il faut a présent étudier les problémes de raccordement sur R car (E;):sin(x) y' +y = 0 n’a pas de valeur interdite !
On sait que :

I Ay _{OSiAkzo
im ———== .
x—2Kkm X 400 sinon
[ean (5)
2
On en déduit donc que pour avoir une solution définie sur R tout entier, on doit avoir :
VKkeZ A =0

Ainsi seule la solution y: X + 0 est solution de (E;) sur R.
2) Onsaitque t(t—1) # 0 & t € {0; 1}
1% étape : On a alors : t & {0; 1}

On a alors
2t—1
tt—Dy O +2t—1Dy(t) =0 & y' + t2—ty= 0

On pose :

] —o;0[- R

a{ 2t—1

tH
t2 —t

Deplusona:

2t—1 5
Vt<0,fmdt=ln(t —t)

On en déduit donc que :

A
tt— 1)y’ () + 2t— Dy(t) =0ett <0 < IA; € RVt < 0,y(t) = Ay e~ (-0 = = it
—A
t(t— 1)y’ () + 2t — Dy() = 0 et t €]0; [ TN, € R, Vt €]0; 1[, y(t) = A,e~n(t-t%) = = _Zt
A
tt— 1)y’ () + 2t— Dy =0ett>1 < A3 € RVt > 1,y(t) = Aze~ (-0 = tz—it

2i¢me étape : On étudie les raccordements
11 faut a présent étudier les problémes de raccordement sur R car (E,): t(t — 1)y’ (t) + (2t — 1)y(t) = 0 n’a pas de
valeur interdite !

On sait que :
I {o sid; =0
x-0" [t — t 400 sinon
lim e ={051A2=0
x-0% [t2 — t +o00 sinon
lim A _ {0 sid3 =0
x-1* [t2 — t 400 sinon

On en déduit donc que pour avoir une solution définie sur R tout entier, on doit avoir :
vk € {1,2,3},A, =0
Ainsi seule la solution y: x ~ 0 est solution de (E,) sur R.

3) 1% étape : On a alors : t < 0
On a alors :

2
ty'() —2y() =0y’ —v= 0

On pose :
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2

to ——

] —o0;0[— R
|

Deplusona:
2
Vvt < O'I?dt = 2In(-t)

On en déduit donc que :
ty' () —2y(t) = 0ett < 0 & I\, € RVt < 0,y(t) = A,e20C0 = ), ¢2
ty'(t) —2y(t) = 0ett> 0 < 3N, € R, Vt > 0,y(t) = A,e2"®O = ), t2
2ime ¢tape : On étudie les raccordements
11 faut a présent étudier les problémes de raccordement sur R car (E3): ty’(t) — 2y(t) = 0 n’a pas de valeur interdite !
On doit avoir un raccordement ot la fonction est continue et de classe C* sur R.
Soit y une solution de (E3) sur R.On sait alors que :
R—->R
Mt2sit< 0
YVt {nt2sit>0
y(0) =?
1) On étudie les valeurs possibles pour y(0)
On sait que :
lim A;t2 = 0 = lim A,t?
x—0~ t=0"
On en déduit donc que pour avoir une solution définie sur R tout entier, on doit avoir y(0) = 0.
2) On étudie si la fonction suivante est de classe C*.
Ona:
R->R
Mt2sit< 0
YVt {t2sit> 0
y(0) =0
lim w = lim A,t =0 = tl_i)rgl_

t—0* t t—0*
On en déduit donc que y € C*(R) et y'(0) = 0
On en déduit donc que :

y(® —y(0)
t

R-R
Mt2sit<0
ol (1) _ 2 ..
(E3):ty' (D) = 2y() = 0 & 3(A1,4,) ER%y: 4 At sit> 0
y(0)=0
i lambdal =01
L

@

y(t) = )\2152 lambda2 = 2.4
m————

raccordement de classe C1.
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Partie B.1 : Avec second membre

Exercice B.1 : Résoudre les équations différentielles suivantes sur leur domaine de validité :
(E)):y +3y=6 ED:y' () +ty(t) =t (E3):y' () + y(t) = 2et + 4 sin(t) + 3 cos(t)

1) a) On résout : (Eg):y' +2y =0
Onsaitquey’ + 2y = 0 & A € R, Vx € R, y(x) = Ae™2X
b) On cherche une solution particuliére dey’ + 2y = 6
On pose yp:x = 3. Onaalorsy € C*(R) et :
Vx € R,yp (D) + 2y,(t) = 6

Donc y,, est une solution particuliére de y' + 2y = 6.
¢) On additionne

y+2y=6=3IAERVXER yX) =re 2 +3

2)a) Onrésout : (Eg):y' +ty =0

2
Onsaitquey +ty=0< IAER,VtE R y(X) = Ae_t?
b) On cherche une solution particuliére dey’ + ty =t
Onpose yp:t— 1.Onaalorsy € CY(R) et :
VtER,yp(t) +typ, (D) =t
Donc y;, est une solution particuliére de y’ + ty = t.

¢) On additionne
tZ
yV+ty=teINeERVIER y(H) =2 2 +1

3)a)Onrésout: (Eg):y' +y=0
Onsaitquey’ +y=0< 3L ER,VtE R, y(t) =Ae”*
b) On cherche une solution particuliére dey’ + y = 2et + 4 sin(t) + 3 cos(t)
On applique le principe de superposition.

1) On cherche une solution particuliére de y’ +y = 2e®
On pose yp:t = e'. Onaalorsy € C'(R) et :

Vt € R,yp(t) +yp () = 2¢°

Donc yj, est une solution particuliére de y’ +y = 2et.

2) On cherche une solution particuliére de y' + y = 4 sin(t) + 3 cos(t)
On pose :

R—->R
Yab: {t ~ acos(t) + bsin(t)
Onaalors y,p, € C2(R) et :
VteER, Yy (X) +y(x) = (— asin(t) + bcos(t)) + (acos(t) + bsin(t))
On en déduit donc que :

Yab T Yap = 4sin(t) + 3 cos(t) & {?) -I__z z i = 2

On en déduit donc que :
R—->R

. 1 7
y_%%. te —Ecos(t) + Esin(t)

Est solution particuliére de y' + y = 4 sin(t) + 3 cos(t)
3) On additionne les deux solutions particuliéres
On en déduit donc que la fonction définie par :
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R—-R
y ¢ 1 7
t—et— Ecos(t) + Esm(t)
Est solution particuliére de y’ + y = 2e' + 4 sin(t) + 3 cos(t)
¢) On additionne

1 7
y' +y=2e'+ 4sin(t) + 3cos(t) © IAER, VLt € R, y(t) = Ae t + €t —Ecos(t) + Esin(t)

Exercice B.2 : Résoudre les équations différentielles suivantes sur leur domaine de validité :
T

(E1):y' +y = xe* cos(x) (Ep):y' (t) + 2iy(t) = eit (E3):y' — ytan(x) = cos?(x) sur ]—E;g

1) Ici le domaine de validité est R.

3)a)Onrésout: (Eg):y'+y =20

Onsaitquey' +y=0< IAER, VX E R, y(X) = Ae™*

b) On cherche une solution particuliére de y' +y = xe*cos(x)
On peut le faire de deux méthodes.

Meéthode 1 : Avec les complexes

On sait d’apres les formule d’Euler que :
eix —ix
Vx € R, =—
X cos(x) > + >

On en déduit donc que :
vx € R, xe*cos(x) = Exe(”i)x + EX e(1-Dx
On applique le principe de superposition.
1) On cherche une solution particuliére de y’ +y = %e(”i)x

On pose :
) R—-C
Yab: {X - (ax + b)e(1+i)x
Onaalorsy,, € C4(R) et:
VtERyip (X) +Yap®) = (a+ (1 +1)(ax+ b))e(+DX 4 (ax + b)e(t+x
= ((2+1)ax + (2b+a + ib))e(+Dx

On identifie :
2—i
@ +i)a=o =10
btatibo0  |b 2 __2 ')(Z_i) S 12
1b = = — = — — = - — —_—
. 2+i Y50 50 ' 50
On en déduit donc que :
{ R->C
. 2—1i 3 4 .
Yab- R T (1+i)x
X'_’(10 X 50+50‘)e

Est solution particuliére de y’ +y = ge(“i)x.
2) On cherche une solution particuliere dey’ +y = %e(l'i)x

On pose :
) R—-C
Yab: {x - (ax + b)e(1—Dx
Onaalors y,p € C%(R) et :
Vte Ry, (X) +yap(®) = (a+ (1 —i)(ax + b))e@ DX + (ax + b)e~Dx
= ((2 —ax+ (2b+a —ib))e(-x
On identifie :




2 +i
2-ia=s RARRET)
2b+a—ib 20(:) b ? e ')(2_1) 0
a—1b = = — = — — = - — —
2+1 Y25 25 25"
On en déudit donc que :
{ R->C
: 2—i 3 4 .
Yap: i) a(-Dx
XH( 10 °7 25 zsl)e

Est solution particuliére dey’ +y = %e(l'i)x.
3) On rassemble
On en déduit qu’une solution particuliére de y' + y = xe*cos(x) est :

2-1 3 4 220 3 4 .
_ - (1-i)x I T (1+i)x
(10 X725 251)e +(10 X 50+501>e

— (2 _lx—i-l-ii) e(1+i)x + (2 — lx_i+il)e(1+1)x

10 50 50 10 50 50
2—1i 3 4 .
— I T (1+i)x
23«;(( 5% 50t 55 )
B (2 3) « (1 4) ) «
=\gX~ 35 cos(x) e* + =X~ sin(x) e

4
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Meéthode 2 : Avec la variation de la constante

On pose f:x » A(x)e X avec A € C1(R).
On a alors :

Vx € R f'(x) + f(x) = X' (x)e~ — A()e ™™ + A()e™™ = X' (x)e™™

On souhaite trouver A € C1(R) tel que :

N (x)e ™™ = xeX cos(x) = A (x) = xe?* cos(x)
On cherche alors une pirmitive de x — xe?* cos(x)
La encore on peut proceder de deux fagons différentes.

Méthode 1 : Avec les complexes et une IPP

On sait que :
ferX cos(x) dx = Re (f Xe(2+i)xdx)
Orona:
@+xgy = e+ix] _ = | J+x
Jxe dx [2+ie ] 2_|_i_fe dx
X ) 1 .
— = a+Ddx _ (2+i)x
2+i° 3+4i
= (X (2-1) 3— 41) ix 2%
AT A

_ (2 3) -(X 4) iX ,2X
“\5*725) 757 25))¢ ¢

On en déduit donc que :

f xe?X cos(x) dx = Re (((%X — %) —i (g — %)) eixezx) = (%X — 23—5) cos(x) e?* + (X

Méthode 2 : Sans les complexes et une doublé IPP
On pose :

u(x) = xetv'(x) = e?* cos(x)
On sait que :

* ) sin(x) e?*

5

25
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fxezx cos(x)dx = fu(x)v'(x)dx = [ux)vx)] = fu’(x)v(x)dx

2x

On cherche donc une primitive de v': x — e** cos(x)

On sait que :

v(x) = f e?X cos(x) dx = [e** sin(x)] — 2 f e?X sin(x) dx

= e?*sin(x) — 2([—e** cos(x)] + 2 f e?X cos(x) dx

= e?*sin(x) + 2e** cos(x) — 4v(x)
On en déduit donc que :
1 2
v(x) = £ e?Xsin(x) + = e?* cos(x)

On en déduit donc que :

f xe?* cos(x) dx = [x (% e?Xsin(x) + %ezx cos(x))] — f (% e?Xsin(x) + %ezx cos(x)) dx

1 2 1 2
=X (E e?*sin(x) + = e?x cos(x)) - E_[ e?* sin(x) dx — gf e?* cos(x) dx

= (E sin(x) + Ex cos(x)) e?X — z (1 e?*sin(x) + z e?X cos(x)) — lf e?Xsin(x) dx
5 5 5\5 5 5

Or on sait que :

1 1
f e?Xsin(x) dx = 5 e?*sin(x) — EV(X)
= ! e?*sin(x) — ! (1 e?*sin(x) + z e?X cos(x))
2 2\5 5

2 1
=z e?Xsin(x) — = e?X cos(x)

On en déduit donc que :

f xe?X cos(x) dx = (g sin(x) + %x cos(x)) e?X — (22—5 sin(x) — :—Scos(x)) e?X + (— %sin(x) — %cos(x)) e?x

_<2 3) ()Zx_l_(l 4)-()2){
= 5X o5 Ccos(x) e 5X o5 Sin(x) e

On en déduit donc que :

(2 3) Y + (x 4) in(x) &
|_) —_— —_—— —_—— —
X T cos(x) e c~5g)sin X)e
Est une solution particuliére de y' +y = xe* cos(x)

¢) On rassemble
On sait que :

2 3 x 4
y'+y=xe*cos(x) A ER,VXE R, y(X) =Ae™* + (gx — E) cos(x) e* + (E — ﬁ) sin(x) e*

a) On résout (Ep): y'(t) + 2iy(t) = 0
On sait que :

y'(t) +2iy(t) =0 < IAER,Vt € R, y(t) = Ae 21t
b) On cherche une SP.
On pose :
Bl Gaec

On a alors :
. i
VteR (D) +2ifi(t) =e'=3iA=1= 1A= —3

On en déduit donc que :
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R-C

i . AecC
ity

38

f}L: to —

Est une solution particuliére de y’(t) + 2iy(t) = elt
¢) On rassemble

. I
y'() +2iy(t) =e* @ IAE R, VtER,y(t) = Ae 1t — §e‘t

a) On résout (Ep):y’' —ytan(x) =0
On pose :

X - tan(x)

T T
A:{ 735~ R

x — —In(cos(x))

T

Alorsa € C° (]—E,ED et on pose :

On en déduit donc que

T T
y'—ytan(x) =0 = IAER, VX E ]—E;E[,y(x) = cos()

b) On cherche une SP
On utilise la variation de la constante.

On pose :
EET
S ICIER U )
On a alors : cos(x)

N(x)

VxE ]—gi g[in(X) ~tan() f(x) = cos*(x) = e

= cos?(x) = N (x) = cos3(x)

11 faut alors linéariser cos® . On sait que :
3

3
= —cos(3x) + Zcos(x)

eix + e—ix

VX € R,cos3(x) = (—————| ==

X cos>(x) ( > > 2
On en déduit donc que :

j cos3(x) dx = isin(3x) + Esin(x)

12 4
On en déduit donc qu’une solution particuliére de y’ — ytan(x) = cos?(x) sur ]— g ; g[ est:
T T
=33l -®
1 sin(3x) 3
- 12 cos(x) * Ztan(x)

¢) On rassemble
1 sin(3x) +3t ®
cos(x) 12 cos(x) 4 anx

, 5 T T T T
y' — ytan(x) = cos“(x) sur]—yﬂ@ﬂkéR,VXE]—i;E[,y(t)=
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Partie C : Cauchy et probléme de raccordement

Exercice C.1 : 1) Résoudre le probléme de Cauchy suivant :
, 2
y —gy=>0

y(1) =2
. ;2
2) Peut-on prolonger des solutions de y' — 3y = OsurR?

1) On sait que 1’équation différentielle doit étre étudié sur | — oo; O[ ou sur ]0; +oco[. Comme on veut de plus que
y(1) = 2, on en déduit qu’on étudie 1’équation sur ]0; 4oof.
a) On résout (Ey):y' — X2—3y =0

On pose :
]0; +oo[ - R 10; +oo[ - R
a: 2 €C°]0;+o[) et A: 1
X —— X —
x3 x2

On en déduit donc que :
2 1
(—5y=0oIMERVX>0,y(x) = Ae ¥

b) On cherche la valeur de A
Ona:

y(D)=2=2te1=2=2A=2e
On en déduit donc que :

[ 1
y =37 0 S Vx> 0,yx) = 2e' %
y(1) =2
2) Pour avoir une solution sur R, on doit avoir :
lim— € R
X—0 X
On sait que :
1
, 2 Me x2six<0
—av= 0= 3I(A,A) ERLy(X) =3 ° 1
Ae x2six>0

De plus on sait que :

lime x* =0
x—0
On peut alors poser :
1

Me ¥2six<0

f(x) = _1
) Ae x2six>0
O0six=0

a) On sait que f est continue car :
1
lime x> =0

x—0
b) Montrons que f est de classe C* sur R.
On sait que :
f(x) — £(0) 1 1 X2 : .
m————==Ilim—xe x¥* =+ lim Xe™® = 0 (par croissance comparée)
x—0 X X-0 X X—>+00

On en déduit que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 0.

De plus on sait que :

2Ny L 2) 1 _ <

vx# 0,f'(x) = ——e ¥ = 11m——e x2 = limX3e™*" =0 = f'(0)
x3

X—0 X Xx—0
On en déduit que f est de classe C! sur R.
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. . . . o, . 2 s . 1,
Ainsi I’on peut dire que 1’équation différentielle y' — 3y = 0 n’est « pas vraiment » prolongeable sur R car S nest

pas définie en 0, par contre on peut dire que :
1
Me 2six<0

Xy -2y =0 3,1, € R, ¥x € R, f(x) = _1
y' =2y (A1, 22) ) Ao ¥ six > 0
0six=0

On peut voir le raccordement C! sur la courbe ci-dessous :

lambdal =33
4

3 lambda2 =-3.9

Exercice C.2 : Montrer qu’il existe une unique solution sur R de I’équation
2x

x2+1

xy'+y=

1) On résout (Eg):xy’' +y =0
On sait que :

1
’ — Iy — A
{Xy Y O<=>Y+Xy_0<=>37\1€R,VX>0,Y(X)=—1

x>0 x>0 *

Demémeona:

1
1 — _ A
{xy ty= 0<=>§YI+;3’— 0<=>HA2 €R Vx<0,y(x) = —
x<0 X
x<0
2) On cherche une solution particuliére.
On utilise la variation de la constante. On pose :

f(x) = @,A e cl

On a alors :

Xf’(X) + f(X) = m
2x

x2+1

=Nx) =

=
& 3c € RAX) =In(1 + x?)
On en déduit donc que :

In(1 + x?)
fix » ——
X
Est une solution particuliere de xy’ +y = X22:1 sur chaque intervalle I; = ]—o0; 0] et sur I, = ]0; +oo].
3) On rassemble :
X ! +vyv= i )\1 ln(l + x2)
y y_x2+1 S 3IN ER V> 0,y(x) =;+—

X
x>0
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2x 2
14 _ A In(1+ x
XY Y=o 1o I eRV<0,y(x) =—2+¥
x<0 X

4) On étudie le raccordement
On sait que :

S In(1+x? In(1+x®)-In(1+0) 2x0 ) o

lim———— = lim = = 0 (c'est un taux de variation)

x—0 X x—0 x—0 1402

De plus on sait que :

lim— = +o0
x=0 x|
Ainsi pour prolonger la solution sur R, on doit avoir A; = 0 = A,.
On pose :
R—->R
In(1 + x?
e {¥ Six %0
Osix=0
On sait déja que f est continue sur R. Il faut montrer qu’elle est dérivable.
On sait que :
In(1 + x?
_ %‘0 C In(1+x?) In(1+X)
lim = lim 5 =lim——/——=1
Xx—0 X X—0 X X-0 X
On en déduit donc que f est dérivable en 0 et f'(0) = 1.
2arctan(x)
xy' +y = S VxERyX) = Z—fsmiﬂ
x2+1 :
Osix=0

Exercice C.3 : Considérons un circuit RC monté en série aux bornes d’un générateur qui délivre une tension V(t). On
appelle u(t) la tension a I’instant t aux bornes du condensateur. On veut étudier la forme du signal u selon la nature de
la tension V.

1) Etablir que : M;{fv\'
du Vi) ut)
RC—+u=V
at Y @ (;:
Par la suite on pose RC = 1. '
2) On suppose ici que V(t) = 1V. En déduire alors la courbe représentative de u

sur [0 ;3] si u(0) = 0.

3) a) On suppose que le générateur délivre une tension alternative V telle que : Ficure 1 - Circuit RC en série
Vi) =1si2p<t<2p+1

Vi) =0si2p+1<t<2p+2

Déterminer la représentation graphique de u entre t = 0 et t = 3 lorsque u(0) = 0.

b) On suppose que le générateur délivre une tension alternative V telle que V(t) = 2 cos(2mt).

Déterminer la représentation graphique de u entre t = 0 et t = 3 lorsque u(0) = 0.

VpEN,{

1) On utilise la loi des mailles.
On sait que :
V =uc +ug
Avec uc la tension aux bornes du condensateur et ug la tension aux bornes de la résistance.
On pose i(t) I’intensité du circuit a I’instant t. On sait que :

d
ug = Rieti(t) _ 4 etuc .

dt C
On en déduit donc que :
du 1dq 1.
dt_cdt ¢
On en déduit donc que :
du
ugr = RC—
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On en déduit donc que u vérifie I’équation différentielle suivante :
du
dt
2) On nous demande de résoudre le probléme de Cauchy suivant :

du
{a +u=1
u(0) =0
On sait que u(t) = 1 est une solution particuliére et t = Ae~* sont les solutions de 1’équation homogéne.
De plus on veut u(0) = 0. On en déduit donc que :

RC—+4+u=V

du B
{a*“‘lﬁy(a:l—e-t

u(0) =0
y=1—¢T
o P 1 2 3 4
3) a) On sait que :
du v 1—e tsite[0;1]
{E tu=V( =y = Ae~tsite [1;2]
u(0) =0 1—pe tsite[2;3]

Si on suppose que la tension est continue, on a :
1 A
D=1-—-=-=A=e—-1
y(1) b
De plus on a

Y(2)=(e_1)e_2=1_He_2:e—1=ez—u$u=e2—e+1
On en déduit donc que :

du vy 1—etsite[0;1]
ia“ =VO oy =1 (e—Detsite[1;2]
u(0)=0 1—(e?—e+1)etsite[2;3]
0.6
04
0.2
-0.2 0 02 0.4 0.8 08 1 1.2 1.4 116 1.8 2 212 2.4 2.6 2.8 3 32
b) On veut résoudre :
U = 2 cos(2m)
3¢ Tu=2cos@n
u(0)=0
On cherche une solution particuliére. On pose u(t) = acos(2mt) + bsin(2mt)

On a alors :
u’'(t) + u(t) = (2mb + a) cos(2mt) + (b — 2ma) sin(2mt)
On identifie :
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2

{21‘[b+a=2 a=1+4n2
=
b—2ma=0 b 41t

T 1+ 42
On en déduit donc que :
du + u = 2 cos(2mt) 2 . 2 ¢
dt - ey = 1T a2 cos(2mt) + 1T a2 sin(2mt) — 1T a2 e
u(0)=0
2 4 . 2 a
05 iy cos{27t) + T stn(2mt) — Tt t
Partie D : Equations homogenes du second ordre
Exercice A.1 : Résoudre les équations différentielles suivantes :
(E)):y" +2y'+4y=0 dansR (Ep):y" +2y' +4y =0dans C

1)a) Onrésout: (Eg):y" +2y"'+4y =0

2
Onrésout (Eq):ir? +2r+4=0=A=4-16 =-12 = (2V3i)
On en déduit donc que :

r1:1_\/§i
r’+2r+4=0< ou
I‘2=1+\/§1

On en déduit donc que :
y' +2y +4y =0 < 3(A,B) € R%,y(t) = (Acos(\/gt) + Bsin(\/gt)) et
2)Onrésout : (Eg):y"' +2y' +4y=0
On résout (Eq):r? +2r +4=0=A=4—16 = —12 = (23i)’
On en déduit donc que :

r1=1_\/§i
r’+2r+4=0& ou
I‘2=1+\/§1

On en déduit donc que :
y" +2y' +4y =0 < 3(A B) € C2,y(t) = Ae(1+V3i)t | Be(1-V3i)t

Exercice A.2 : Résoudre :
y'—y' +(1+Dy=0

Onrésout (Eq):r? —r+ (1+1) =0 = A= -3 —4i = (1 —2i)?
On en déduit donc que :
rp=1-i
rP-r+(1+i)=0s ou
r, =i
On en déduit donc que :
y' —y + (1 +i)y=0< 3(AB) € C?y(t) = Ae(lDt 4 Belt
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Exercice A.3 : Résoudre :
y'+2iy=1
y(0) =1
lim y(x) =0
X—+00

1) On résout I’équation homogéne (Eg):y" + 2iy = 0
Onsaitquer?+2i=0er2=-2i=(1-i)?er=1—iour=—-1+i
On en déduit donc que :

y" 4 2iy = 0 & 3(A,B) € €2, y(t) = Ae(17Dt 4 Be(-1+D)t
2) On cherche une solution particuliére
On pose y:t = % On aalors Vt € R,y"'(t) + 2iy(t) = 1.
3) On additionne

. 1
y" +2iy = 1 & 3(A,B) € C2,y(t) = Ae(~Dt 4 Be(-1+Dt 4 oF

4) On ajoute les conditions initiales.

1 1
y(0)=A+B+Z:1<:>A+B=1—Zi
De plus on sait que :

14X = lim e =0

X—+00

lim |e
X—+00
On en déduit donc que :
lim eC-1+Dx = ¢
X—+00
DeplussiA#0Oona:
lim |Ae(1_i)x| = |A| lim e* =+
X—+00 X2+

On en déduit donc que :
lim yx) =0=A=0

X—+00
On en déduit donc que ce probléme de Cauchy est impossible car :

1
lim yx) =0=A=0= lim yx) =—=i
X—+00 2

X—+00

Partie E : Equations homogenes du second ordre avec second membre

Exercice E.1 : Résoudre :
(Ep:y”" — 4y’ + 4y = ¥ (E2):y" + 2y’ +y = sh(x) (E3):y" —3y" + 2y = e* cos(x)
(E4):y" + 4y = sin(x) + sin(2x) (Es):y" +y = cos3(x)

1) On résout I’équation homogéne (Eg):y"”" —4y' +4y =0
Onsaitquer? —4r+4=0= (r-2)?=0r=2
On en déduit donc que :

y" —4y' +4y = 0 < 3(A,B) € C?,y(x) = (Ax + B)e?*
2) On cherche une solution particuliére
Ici comme 2 est racine double de I’équation caractéristique, on va poser :

R—-R
f,: {

X — ax?e?X

On a alors f, € C?(R) et :
l — 2 2X
vy € R,{ ) fi(x) —2 a(2x -|2- 2x)e ) )
f)'(x) = a(d4x + 2 + 4x° + 4x)e“* = a(4x” + 8x + 2)e**¥

On en déduit donc que :




11_41 2% 2X _ A2X _1
y y' +4y = e“* & 2ae“* =e <:)a—2

L 1 . L
On en déduit donc que : X = EXZ e?X est solution particuliére.

3) On additionne
1
y" — 4y’ +4y = e?* & 3(A,B) € C?,y(x) = (EXZ + Ax + B) e?x
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1) On résout ’équation homogene (Ey):y" + 2y’ +y =10
Onsaitquer’+2r+1=0=r+1)?=0r=-1
On en déduit donc que :
y' +2y'+y=0< 3(AB) € C?,y(x) = (Ax + B)e™*
2) On cherche une solution particuliére
On va utiliser le principe de superposition
1 cas: SPdey” +2y' +y = %ex
On sait que f:x — %ex € C%(R) et :
vx € R, f"(x) + 2f'(x) + f(x) = %ex + iex + %ex = %ex
2itme cas : SPdey” +2y' +y = —%e‘x
Ici comme -1 est racine double de I’équation caractéristique, on va poser :
R—-> R
f,: {

X - ax?e”X

On a alors f, € C?(R) et :
(o) — Af—2 —x
vy € ]R,{ ) fa(x) —Za( X +22x)e ) )
fa'(x) = a(—2x + 2 + x* — 2x)e** = a(x* — 4x + 2)e“¥

On en déduit donc que :

y'+ 2y +y= —%e‘x & 2ae™* = —%e‘x Sa= —%
On en déduit donc que : X = — ixze_X est solution particuliére de y"' + 2y’ +y = — % e X
On additionne les deux SP
1 X 1 2 A0—X
X gt —oxte

Est solution particuliére de y" + 2y’ + y = sh(x)
3) On additionne

1 1
y" +2y +y=sh(x) © 3(AB) € Cy(x) = (—sz + Ax + B) e X +§eX

1) On résout I’équation homogéne (Ey):y” — 3y’ + 2y =0
Onsaitquer? —3r+2=0= r-1)r—-2)=0<r=1our=2
On en déduit donc que :
y" =3y’ +2y =0 < 3(A,B) € C%,y(x) = AeX + Be?*
2) On cherche une solution particuliére
On peut chercher une solution particuliere de plusieurs fagons différentes.

| Meéthode 1 : Principe de superposition et Euler

On sait que :
1 : 1 .
Vx € R, e*cos(x) = Ee(1+1)x + Ee(l—l)x
1 cas: SPdey” + 2y +y = %e(1+i)x
On sait que fy: x = Ae(+DX € C2(R) et :

vx € R, f(x) — 3f'(x) + 2f(x) = A((1 +1)? — 3(1 + i) + 2)e DX = (=1 — {)e(+Dx
On a alors :
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L 1 z-2_ 11
-T2+ 8 a4
Ainsi la fonction f 1 1.:x - (— % + ii) e DX est SPdey” + 2y +y = %e(“i)x

4 4
2fme cas : SPdey” + 2y’ +y = %e(l‘i)x
On sait que f: x = Ae(" DX € C2(R) et :
vx € R, " (x) — 3f'(x) + 2f(x) = A((1 — )2 = 3(1 — i) + 2)e(™Dx = (=1 4 i)e-Dx

On a alors :
1 141 1 1
)\ = — — = — = ————1
2(1-1) 4 4 4
Ainsi la fonction f_1_1.:x = (— % - ii) e DX est SPdey” + 2y’ +y = %e(l_i)x

4 4

On additionne les deux SP
1 1 . 1 1 .
[ T (1+i)x s (1-i)x
X'_’( 4+41>e +( 4 41)e
Est solution particuliére de y'' — 3y’ + 2y = e* cos(x)

Or on sait que :

1 1 . 1 1 . 1 1 . 1 1
Vx € R, (— 7 + Zl) e(1+x 4 (— 172 i) e1-Dx = 2Re <(— 1 + Zl) e(1+‘)x> = (— 5 cos(x) — Esin(x)) eX

Méthode 2 : On cherche directement une SP

On pose :

- R—->R
ab: {X — (acos(x) + bsin(x))e*

On sait que f, , € C*(R) et :
fap(X) = (a+b) cos(x) e* + (—a + b) sin(x) e*
fap®) = (@+b—a+b)cos(x) e¥ + (—a+b —a—b)sin(x) e* = (2b) cos(x) e* — 2 asin(x) e*
Vx € R, f},(x) — 3f; , (%) + 2f, ,(x) = (2b — 3a — 3b + 2a) cos(x) e* + (—2a + 3a — 3b + 2b) sin(x) e*
= (—a —b) cos(x) e* + (a — b) sin(x) e*

VXE]R,{

On identifie :

a+b=-1 T
(o hoo @a=b=3
On en déduit donc que :

X P (—%cos(x) — %sin(x)) e*

Est solution particuliére de y'' — 3y’ + 2y = e* cos(x)

3) On additionne
y" — 3y’ + 2y = e¥cos(x) & 3(A,B) € C?,y(x) = 3(A,B) € C?,y(x) = AeX + Be?* — % (cos(x) + sin(x))e*

1) On résout I’équation homogeéne (Ey):y"' + 4y = 0
Onsaitquer?+4=0<r=2iour = —2i
On en déduit donc que :
y" +4y = 0 & 3(A,B) € C%,y(x) = Ae?* + Be™2X
Remarque : Si les solutions sont réelles (ici rien ne nous permet de le dire !), nous pouvons utiliser un résultat bien
connu en physique :
y" + w?y = 0 < 3(A,B) € R?,y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

2) On cherche une solution particuliére
On va utiliser le principe de superposition

1" cas : SP de y” + 4y = sin(x)
On sait que f: x — %sin(x) € C?(R) et :
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vx € R, f"(x) + 4f(x) = —%sin(x) + gsin(x) = sin(x)
2itme a5 : SP de y'’' + 4y = sin(2x)
Ici comme x +— sin(2x) est solution de 1’équation caractéristique, on va poser :
) R—->R
a {X ~ axcos(2x)
On a alors f, € C?(R) et :
Vs € R { fi(x) = acos(2x) — 2axsin(2x)
"(fy (x) = —2 asin(2x) — 2 asin(2x) — 4axcos(2x)

On en déduit donc que :

1
y" +4y =sin(2x) © —4da=1<=a= ~a
On en déduit donc que : X = — %XCOS(ZX) est solution particuliere de y'' + 4y = — % e X

On additionne les deux SP
1 1
X - §sin(x) — ZXCOS(ZX)

Est solution particuliére de y'' + 4y = sin(x) + sin(2x)
3) On additionne

. ) 1 1
y" + 4y = sin(x) + sin(2x) & 3(A,B) € C?,y(x) = Ae?X + Be 2% + §sin(x) — Zxcos(ZX)

1) On résout I’équation homogeéne (Eq):y"' +y =0
Onsaitquer’+1=0or=iour= —i
On en déduit donc que :
y"+y =0 3(A B) € C?,y(x) = Ae* + Be™ix

Remarque : Si les solutions sont réelles (ici rien ne nous permet de le dire !), nous pouvons utiliser un résultat bien
connu en physique :

y" + w?y = 0 < 3(A,B) € R?,y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)
2) On cherche une solution particuliére

On sait que :
3

elX 4 e7ix 1 3
Vx € R, cos3(x) = (T) = Zcos(Sx) + Zcos(x)

On va utiliser le principe de superposition
1 cas: SPdey” +y = %cos(?px)
On sait que f:x » — %COS(3X) € C%(R) et:
vx € R, f"(x) + f(x) = %COS(3X) — écos(?)x) = icos(BX)

2ieme cag: SPdey” +y = —%cos(x)
Ici comme x = cos(X) est solution de I’équation caractéristique, on va poser :
) { R—->R
a’ |x = axsin(x)
On a alors f, € C?(R) et :
vy € R,{ ) fi(x) = asin(x) + axcos(x) .

fi'(x) = acos(x) + acos(x) — axsin(x)

On en déduit donc que :

3 3
y”+y=sin(2x)(=>za=z(:)a:§

On additionne les deux SP

1 3
X P —ECOS(SX) + gxsin(x)

Est solution particuliére de y'' +y = cos3(x)
3) On additionne
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) . 1 3
y" +y=rcos3(x) © 3(A,B) € C?,y(x) = Ae'® + Be ™ — ﬁcos(Bx) + gxsin(x)

Exercice E.2 : Résoudre :
y' =2y —y=x*-x
y(0) =0
y'(0)=1

a) Onrésout : (Eg):y" —2y' —y =0
Onrésout (Eq):ir? —2r—1=0=A=4+4=8
On en déduit donc que :

r=1-+2
r’-2r-1=0& ou
r=1++2

On sait quey” — 2y’ —y = 0 < 3(A,B) € R, vx € R,y(x) = Ae(17/2)% 4 Be(1+V2)x
b) On cherche une solution particuliére de y' — 2y’ —y = x? — x

On pose
) { R—-R
Yabely s ax? + bx + ¢
Onaalors y,pc € C*(R) et:

VX € R, Yabe (X) = 2Vap,c (X) = Yap,c(X) = x* —x
& 2a—2(Rax+b)—(ax? +bx+c¢) =x% —x
—a=1 a=-1
@{—4a—b=—1 <:>{ b=5
2a—2b—c=0 c=-12
Donc y: x = —x? + 5x — 12 est une solution particuliére de y” — 2y’ —y = x* — x.
¢) On additionne
y' —2y' —y=x%—x < 3(AB) € R%, Vx € R, y(x) = Ae(17V2)x 4 Be(1+V2)x _ 2 L 5% _ 12
d) On trouve A et B grace aux conditions initiales

Ona:
y(0)=A+B—-12=0 @A=6—4\/§
{y'“’) =(1-vV2)A+(1+V2)B+5=1 {B =6+ 42
On en déduit donc que :
yn_zy/_yzxz_x
y(0) =0 & Vx €R,y(x) = (6 — 4v2)e(17V2x 4 (6 + 4¢/2)e(1+V2)x —x2 4 5x — 12

y(0)=1

Exercice E.3 : Résoudre :
y'+y=[xl+1

1) On résout I’équation homogeéne (Ey):y" +y =0
Onsaitquer?+1=0&r=iour = —i
On en déduit donc que :
y"+y =0 3(A B) € C?,y(x) = Ae* + Be™iX

Remarque : Si les solutions sont réelles (ici rien ne nous permet de le dire !), nous pouvons utiliser un résultat bien
connu en physique :

y" + w?y = 0 < 3(A,B) € R?,y(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)
2) On cherche une solution particuliére
On peut avoir une solution particuliére sur ]0; +oo[ en posant y,: x - x + 1 et de méme sur ]—o0; 0[ en posant
Yp: X = —x + 1. Cependant cette solution ne peut étre raccorder sur R car la fonction sur R doit étre deux fois
dérivable donc au minimum de classe C* sur R.
11 faut alors trouver une solution particuliére dérivable (et méme deux fois dérivables !). On pose :
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R->R
£ x+1six>0
)xe J—x+ 1+ 2sin(x) six<0
1six=0
On vérifie facilement que f est continue sur R.
Deplusona:
f(x)—1 X
lim ® =lim-=1
X-0 X Xx-0x
x>0 x>0
f(x) —1 —x + 2 sin(x sin(x
im() :lim—():—1+21im ()=1
x—0 X x—0 X X—0~ X
x<0 x<0

On peut donc en déduire que f est dérivable en 0 et que f'(0) = 1.
Deplusona:

}(1_r)r6 f"(x)=0= }(1_r)ré " (x)

x>0 X<0
On en déduit donc que f est deux fois dérivable sur R.
On en déduit donc que f est une solution particuliére de (E) sur R.
3) On additionne
Ona:

y"+y=|x|+1< 3(AB) € C?,y(x) = Ae™* + Be * + f(x)

Exercice E.4 : Soit x et y des fonctions de la variations t. Résoudre les systémes différentiels suivant :
x' =y+t? x'==7x+y+1 x' = 2tx — y + tcos(t)
114, , 2) , 3., .
y =x—t y' = —2x — 5y y' = x+ 2ty + tsin(t)

On peut résoudre ces trois systémes de deux fagons différentes.
1) Méthode 1 : En dérivant
On sait que :

'=y+t?  (x"=y' +2t
{X y =>{ y X' —x=—t? + 2t

y' =x—t? y' =x—t?
ATTENTION : Ce n’est pas une équivalence car I’on a dérivé une fonction !
a) Onrésout : (Ep):x" —x=0

Onrésout (Eq):r?—1=0=r=1our=—1

On en déduit donc que : X" —x = 0 & 3(A,B) € C2,Vt € R, x(t) = Aet + Be™*
b) On cherche une solution particuliére de x'' — x = —t? + 2t

On pose

{ R->R
o t2—2t+2
On aalors f € C?(R) et :
Vx E R () —f(t) =2 — (t2 — 2t +2) = —t2 + 2t
Donc x: t = t2 — 2t + 2 est une solution particuliére de x” —x = —t2 + 2t.
¢) On additionne
x"—x=-t>+2t = 3(A,B) € C%,Vt € R,x(t) = Ae* + Be ' +t? — 2t + 2
De plus on sait que :
y=x—t?=Aet—Be ' —t?+2t—-2
On en déduit donc que :
{x’=y+t2 x(t) = Aet + Be t +t2 — 2t + 2

= 3(A,B E(CZ,VtE]R{
2 (A B) y(t) = Aet —Be ™t —t2 + 2t — 2

y'=x—t
d) Il reste a vérifier que cela est une équivalence.
On pose (f,g) € C*(R) définie par :
f(t) = Ae + Be ™t +t? — 2t + 2
3(A,B) € C?,Vt € ]R{
(A B) g(t) =Aet—Be 't —t?2+2t—2
On a alors :

vt € R,g(t) = f'(t) — t?et g'(t) = f(t) — t?
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On en déduit donc que :

x' =y+t? ) {x(t)=Aet+Be‘t+t2—2t+2
< 3(A,B) e C5,VteR _
{y':x—t2 A B) y(t) = Aet —Be ' —t? + 2t — 2
Méthode 2 : Avec une combinaison linéaire
Ona:
- tz
{X, y+t2=>x’+y’=x+yetx’—y’=y—x+2t2
y =X—

On résout séparément :
x'+y =x+y e 3JA€ Ctel que Vt € R, x(t) + y(t) = Aet
De méme on a :
x'—y =y—x+2t? 3B e CtelqueVt € R,x(t) —y(t) = Be t +2t? — 4t + 4
On a donc :
x(t) +y(t) = Aet
{x(t) —y(t) =Be ' +2t> — 4t + 4
On trouve alors :
x(t) = Aet + Be '+ t2 — 2t + 2

{x’=y+t2
y(t) = Aet —Be ' —t? + 2t — 2

y = x— 12 < 3(A,B) € C%, vt € R{

2) On sait que :
X'=-7x+y+1
{ y' = —2x — 5y
On cherche alors a résoudre I’équation différentielle :
x"+12x"+37x=5
ATTENTION : Ce n’est pas une équivalence car I’on a dérivé une fonction !
a) Onrésout: (Eg):x"" +12x'+37x =0
Onrésout (Eq):r? +12r+37 =0 = A = 144 — 4 x 37 = (2i)?
On en déduit donc que : x”” + 12x’ + 37x = 0 & 3(A,B) € C%, vt € R, x(t) = Ae(-6-Dt + Be(-6+Dt
b) On cherche une solution particuliére de x"” + 12x’' + 37x = 6
On pose

=x"=-7x'-2x—-5y=-7x"—2x—-5x"+7x—1) = —12x' —37x+5

R - R
f: ¢ 5
H_
37
On aalors f € C?(R) et :

vx € R, f"(t) + 12f'(t) + 37f(t) = 5
Donc x: t % est une solution particuliére de x"" + 12x’ + 37x = 5.

¢) On additionne

. .5
X" +12x" 4+ 37x = —4 = 3(A,B) € €%, Vt € R, x(t) = Ae(76-Dt 4 Be(-6+Dt 4 37

De plus on sait que :
. . : . 5
y=x+7x—1=A(-6 —1)e"0 Dt + B(—6 + i)e(-0*Dt 1+ 7 (Ae(-6-1>t + Be(-6+Dt 4 ﬁ) -1
. . 2
= A(1 —1)e(=67Dt + B(1 + i)el-6+Dt — e
On en déduit donc que :

X(0) = Ae(-6-Dt 4 Be(-6+Dt . >
37

y(t) = A(l — i)e(_ﬁ—l)t + B(l + i)e(—6+l)t _ ﬁ

I=_ 1
{X Xty + = 3(A,B) € C%,Vt € R

y' = —=2x— 15y

d) Il reste a vérifier que cela est une équivalence.
On pose (f,g) € C°(R) définie par :
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f(t) = Ae(=6Dt 4 Be(-6+Dt 4 >
37

2

g(t) =A(1 - i)e(—6—i)t +B(1 + i)e(—6+i)t _ ﬁ

3(A,B) € C?,vte R

On a alors :
f'(t) = =7f(t) + g(t) + 1
vt € R,{ ,
g'(t) = —2f(t) — 5g(1)
On en déduit donc que :

X(t) = Ae(_6_i)t + Be(—6+i)t + i
37

i - 2
y(t) = A(l — i)e(_ﬁ—l)t + B(l + i)e(—6+1)t _ ﬁ

r=_7 1
{X Xty+l 3B ectvier

y' = —2x — 5y

3)Ona:

{’; _ iti ;g:i‘;’;gg = x' +iy’ = (2t + D)X + (=1 + 2ty + telt = (2t + i) (x + iy) + telt
On pose z = x + iy € C1(R). On résout :

7' — (2t +1i)z = telt
1) On résout (Ep):z' — 2t+i)z=0
On sait que :
7' — (2t+i)z=0< 3N e CVte R z(t) = Aet Ht = peitet”
2) On cherche une SP 2z’ — (2t + i)z = telt
On peut utiliser la variation de la constante. On a alors :
vt € R f(t) = A(De'te’, A € C1(R)

On a alors :

) ) 1
N (Deltet” = telt = V(D) =te™” = Ic e R AD) = —Ee_tz +cc€eER

Ainsi on peut en déduire que t = — % e'® est une solution particuliére de (E).
3) On additionne :

) . 1\ .
7' — (2t+ i)z = telt @< TN € C, Vt € R, z(t) = Aet’ it = ()\etz — E) elt

4) On sait que x = Re(z) ety = Im(z).
On en déduit donc que :

x(t) = (ket2 - %) cos(t)

{x’ = 2tx — y + tcos(t)
y(t) = ()\etz — 1) sin(t)
2

y' = x+ 2ty + tsin(t) = 3G

5) On vérifie ensuite que ces fonctions conviennent :

t2 1
x(t) = (}\e — E) cos(t) {X’(t) = 2tx — y + tcos(t)

JAEC
’ 1 y't = X + 2ty + tsin(t
Y(t) = <7\et2 - —2> Si]l(t) ( ) o ( )

On en déduit donc que :

x(t) = ()\etz - %) cos(t)

< 3JA€eC, 1
y(t) = ()\etz — E) sin(t)

{x’ = 2tx — y + tcos(t)
y' = x+ 2ty + tsin(t)

Exercice E.5 : On considére sur ]0; +oo[ ’équation différentielle d’Euler (E): at?y” + bty’ + cy = f(t) ou a,b, ¢ sont
des réels (a = 0) et f € C°(]0; +oo[, R).

1) On pose z(x) = y(e*). Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est solution d’une équation
différentielle du second ordre a coefficients constants en la variable x.

2) Résoudre I’équation d’Euler t?y”" + ty’ +y = cos(21In(t)) pourt > 0.
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| 3) Résoudre I’équation d’Euler t?y"” — 2ty’ + 2y = 2t3sin(2t) pourt > 0.

1) On pose z(x) = y(e¥).
y est solution de (E) donc y est de classe €2 sur ]0; +oo[. Comme x = e* est C®(R) on en déduit par composé que :
x b y(e¥) est de classe C? sur ]0; +oo[ et :
vx > 0,z'(x) = eXy'(e%),z" (x) = eXy'(e¥) + e?Xy" (e¥)
De plus comme x — e* est bijective de R dans ]0; +oo] :
vVt>0,3'xe R, e*=t
On a donc :
y est solution de (E) < :at?y”(t) + bty'(t) + cy(t) = f(t)
& ae?Xy’ (eX) + beXy’(e¥) + cy(e¥) = f(e¥)
= a(z”(x) - Z’(X)) + bz'(x) + cz(x) = f(e¥)
= az”"(x) + (b —a)z'(x) + cz(x) = f(e¥)
2) On cherche a résoudre :
(E): t2y"'(t) + ty(t) + y(t) = cos(2In(t)) pourt> 0
D’aprés la question 1, si on pose t = €¥, on a alors z(x) = y(e*) est solution de :
z"' (x) + z(x) = cos(2x)
a) On résout ’équation homogéne :
(Ep:z'x)+z(x) =0

On résout I’équation caractéristique :

r’+1=0
in _in
On a deux racines complexes :r=i=ez our=—i=e 2

On a donc :

2" (%) +z(x) = 0 © z(x) = z(x) = Acos(x) + Bsin(x), (A, B) € R?
b) On cherche une solution particuliere de :

z"'(x) + z(x) = cos(2x)
On pose :
. R->R
8 {x ~ acos(2x)
Onsaitque g € C*(R) et :
vx € R,g"(x) + g'(x) = —4acos(2x) + acos(2x) = —3 acos(2x)

Ainsi g est solution particuli¢re de (E) si et seulement si :
R—->R
g H

1
X — 3 cos(2x)
¢) On rassemble :
1
2" (%) + z(x) = cos(2x) & 3(A,B) € R?,vx € R, z(x) = Acos(x) + Bsin(x) — §COS(2X)
On sait que :
Vx € R,z(x) = y(e*) = Vvt > 0,y(t) = z(In(t))
On en déduit donc que :
(E): t2y"'(t) + ty(t) + y(t) = cos(21In(t))
1
& 3(A,B) € R%, vt > 0,y(t) = Acos(In(t)) + Bsin(In(t)) — §cos(2 In(t))

3) On fait de méme que précédemment :
(E): t2y"'(t) — 2ty(t) + 2y(t) = 2t3sin(2t)
D’apres la question 1, si on pose t = €*, on a alors z(x) = y(e*) est solution de :
2" (x) — 3z2'(x) + 2z(x) = 2e3¥sin(2e¥)
a) On résout ’équation homogéne :
(Eg):z"(x) —3z2'(x) +2z(x) =0
On résout 1’équation caractéristique :
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r2—3r+2=0
On a deux racines complexes : r = 1our = 2
On a donc :
z"(x) — 3z'(x) + 2z(x) = 0 © Vx € R, z(x) = Ae* + Be?, (A, B) € R?
Ainsiona:
t2y”'(t) — 2ty(t) + 2y(t) = 0 © vt > 0,y(t) = At + Bt?, (A, B) € R?
b) On cherche une solution particuliére de :
(E): t2y"' () — 2ty(t) + 2y(t) = 2t3sin(2t)
On pose :
. (10; 4[> R
' {t ~ tsin(2t)
On sait que g € C*(]0; +oo[) et :
vt > 0,t2g" (t) — 2tg(t) + 2y(t) = t?(4 cos(2t) — 4tsin(2t)) — 2t(sin(2t) + 2tcos(2t)) + 2tsin(2t)
= —4t3sin(2t)
Ainsi g est solution particuliere de (E) si et seulement si :
10; +oo[ - R
g: { 1
t- — Et sin(2t)

¢) On rassemble :
(E): t2y"'(t) — 2ty(t) + 2y(t) = 2t3sin(2t)

1
< 3(A,B) € R%, vt > 0,y(t) = At + Bt? — Etsin(Zt)

Remarque : La solution peut parfaitement étre étendue a R sans probléme. Grace a la dimension 2 de I’espace des
solutions (que I’on verra au second semestre), on peut alors démontrer que :

1
(E): t2y"'(t) — 2ty(t) + 2y(t) = 2t3sin(2t) & 3(A,B) € R?,Vt € R, y(t) = At + Bt? — Etsin(Zt)

Exercice E.6 : On considére une solution y de 1’équation différentielle : (E): ty’’ — 2y’ —ty = 0 avect > 0.

1) Montrer que y est indéfiniment dérivable pour t>0.

2) En dérivant I’équation (E), montrer que y vérifie une équation différentielle linéaire du 4°™ ordre.

3) En raisonnant comme pour les équations du second ordre a coefficients constants, résoudre 1’équation précédente et
en déduire les solutions de 1I’équation différentielle initiale.

1) On peut le montrer par récurrence.
On pose :
vn € N,P(n):y € C"(]0; +[)
Initialisation : n =0etn = 1.
Comme y est dérivable, y est continue sur ]0; +oo[ donc y € C°(]0; +o0[).
De plus y est deux fois dérivables donc y € C1(]0; +o0[).
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose la proposition vraie pour n et n + 1.
On a alors :
2y'(©)
t

vt > 0,y"(t) = +y(t) € ¢"(J0; +oo[)

On en déduit donc que y € €*2(]0; +oo]).
Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’aprés la propriété de récurrence.
On en déduit donc que y € C*(]0; +o[)
2) On sait que I’on y € € (]0; +o[). On en déduit donc que :
ty' =2y —ty=0
=y +ty" -2y —y—ty' =0
=yP+y® +y® -2y —y' —y' —ty" =0
=ty® -2y — 2y +ty) =0
=ty® + 2(~ty" +ty) =ty =0
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=y® -2y" +y=0
3) Onrésout (Eg):r* —2r* +1=10
On sait que :
'-2r’+1=0=0?-1)=0=r?=
On en déduit donc que :
r*—2r’+1=0=r=1our=-1
D’apres ce que nous dit I’énoncé, on en déduit donc que :
y® —2y" +y =0 3(AB,A,B) € R, y(t) = (At + B)et + (A't + B')e™t
On doit ensuite vérifier les solutions de :
ty' =2y ' —ty=0

Ona:

vt>0,y'(t) = (At+ A+ B)et + (-A't—B' + A)e™t

vt>0,y"(t) = (At+ 2A+ B)et + (A't + B’ — 2A)e™t
On en déduit donc que :

ty” (t) = (At? + (A + B)t)et + (A't? + (B’ + A)t)et
{Zy’ +ty = (2At + 2A + 2B)et + (—2A't — 2B’ + 2A")e ' + (At? + Bt)e' + (A’'t? + B't)et
_ { ty” (t) = (At? + (A+ B)t)et + (—A't?> + (=B’ + A)t)e™t
2y’ +ty = (At + (2A + B)t + 2A + 2B)et + (A’'t? + (—2A’ + B)t — 2B’ + 2A")e™"

On identifie :
{ 2A+2B=0
A+B=2A+B
On en déduit donc que y = 0 est la seule solution de ty’" — 2y’ — ty = 0.

<A=B=0

Exercice E.7 : On considére une fonction indéfiniment dérivable f : [0; g] - Ret’équationy"’ +y = f(x). On

cherche les solutions y sur [0; %] vérifiant y(0) =y (g) = 0 et on pose a cet effet :

F(x) = — cos(x) f £(6) sin(t) dt + sin(x) f £(t) cos(t) dt
0 L

2
1) Préciser les solutions de 1’équation différentielle y" + y = 0 vérifiant y(0) =y G) =0.
2) On envisage ici les deux cas particulier f(x) = 1 et f(x) = x.

a) Exprimer dans ces deux cas F(x) sans symbole intégral, puis F"' (x) + F(x).
b) En déduire dans ces deux cas les solutions y de y"’ + y = f(x) telles que y(0) =y (g) = 0.

3) a) On revient au cas général. Montrer que F est deux fois dérivable, expliciter F'(x) et F''(x), puis exprimer
F"(x) + F(x) en fonction de f(x).

b) En déduire les solutions y de y"’ + y = f(x) telle que y(0) =y (g) = 0.

1)Onpose:y”" +y =0 < 3(AB) € R? Vx € R,y(x) = Acos(x) + Bsin(x)
De plus on veut que y(0) =y (g) =0

On en déduit donc que :
yll +y= 0
{y(O) _ Y(g) ~0 SVVXERyYX) =0
2)a)l*cas: f(x) =1
Ona:

F(x) = —cos(x) f sin(t) dt + sin(x) f cos(t) dt
0 T

= —cos(x) (— cos(x) + 1) + sin(x) (éin(x) -1
= cos?(x) — cos(x) + sin?(x) — sin(x)
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=1 — cos(x) — sin(x)
On a alors :
vxERF'(x)+F(x) =1
2ime eag: f(x) = x
Ona:

F(x) = —cos(x) f tsin(t) dt + sin(x) f tcos(t) dt
0 T
2

On calcule a part les deux intégrales :
X X

ftsin(t) dt = [—tcos(D]§ + f cos(t) dt
0 0
= —xcos(x) + sin(x)
Demémeona:

jtcos(t) dt = [tsin(t)]% — f sin(t) dt
4 2
2 2

i
= xsin(x) — > + cos(x)
On en déduit donc que :

vx € R,F(x) = xcos?(x) — cos(x) sin(x) + xsin?(x) + sin(x) cos(x) — gsin(x)

T .
=xX— > sin(x)
On a alors :
vx € R F'(x) + F(x) =x
b)1*cas: f(x) =1
On veut résoudre y'' + y = 1. On sait que :
y"+y =0 3(AB) € R?, Vx € R,y(x) = Acos(x) + Bsin(x)
On cherche a présent une solution particulicre.
On sait d’aprés la question précédente que F(x) = 1 — cos(x) — sin(x) est solution particuliére (tout comme F(x) = 1
d’ailleurs). On en déduit donc que :
y"+y=1< 3(AB) € R?Vx € R,y(x) = Acos(x) + Bsin(x) + 1
On veut de plus que :
g
y(0)=A+1=0ety(E)=B+1=0

On en déduit donc que :

y'+y=1
{ = y(x) =1 — cos(x) — sin(x)

g
y(0) =y (5) =0
Remarque : Ici on nous améne finalement a voir que F est la solution du probléme de Cauchy. En effet on voit que
F(0) =F (g) =0 car faa f(t)dt = O F est solution particuliére de (E).

2iéme; f(x) = x
Comme dans la remarque précédente, on peut donner 1’équivalence suivante :
e (%) = x = -sinx)
T < y(x) = x — =sin(x
v =y () =0 SV =13

3) a) On sait par définition de I’intégrale que F: x — fax f(t)dt est dérivable et que F'(x) = f(x).
On en déduit donc que F est dérivable et :

VX € [0; g] ,F'(x) = sin(x) f f(t) sin(t) dt — f(x) cos(x) sin(x) + cos(x) f f(t) cos(t) dt + f(x) sin(x) cos(x)
0 it

2
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= sin(x) f f(t) sin(t) dt + cos(x) f f(t) cos(t) dt
0 T

2
De méme on peut voir que F’ est dérivable pour les mémes raisons que F et :

X X
Vx € [o; g] JF'" (%) = cos(x) f £(t) sin(t) dt + f(x) sin?(x) — sin(x) f £(t) cos(t) dt + f(x) cos?(x)
0 7
=f(x) —FXx)
On en déduit donc que :
Vx € [0;;],F”(X) +F() = f(x)
b) On sait que F(0) = F (g) = 0. On en déduit donc que :
y'+y=1{x

y(0) = y(E) =0

- X X
S VX E [O; E] ,y(x) = —cos(x) f f(t) sin(t) dt + sin(x) f f(t) cos(t) dt
2 0 Tt

2

Exercice E.8 : Soit f € C?(R). On définit & par :
X
Vx €R, OKx) =f(x) — f(x — f(t)dt
0

1) Montrer que ¢ est C2 sur R et calculer ¢’
2) Donner ’ensemble des fonctions C? satisfaisant :

vx € R, f(x) — f(x — Of(t)dt = x?
0

1) Soit I un intervalle de R. On sait que si f € C1(I) alors :
X
VaeLF:xw J fH)dte (D) etvx € ,F'(x) = f(x)
a

On en déduit donc que @ est dérivable sur R et :
X X

Vx € R, ®(x) = f(x) — f (x —of(Hdt = f(x) —x f f(t)dt + j tf(t)dt
0

0 0
X X

=o' (x) =f'(x) — j f(t)dt — xf(x) + xf(x) = f'(x) — f f(t)dt
0 0
On en déduit alors que @' est dérivable sur R et :

VX ER,®"(x) =" (x) — f(x)
Comme f € C%(R) on en déduit que @’ est continue donc ® € C2(R).
2) On cherche I’ensemble des fonctions f € C2(R) telle que :
X

vx € R, f(x) — f(x —Df(H)dt = x% = d(x)

0
On sait que :

VXER,®"(x) =f"(x) —f(x) =2
On a donc I’équivalence suivante :

Vx € R, f(x) — f(x - Df)dt =x%? < "(x) — f(x) = 2
0
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Or on sait que :
f"(x) —f(x) =2 < 3(A,B) € R?,vx € R, f(x) = Ae* + Be X — 2

On en déduit donc que :

f € C%(R),vx € R, f(x) — f(x — Of(t)dt = x? } = {x > Ae* + Be ™ * - 2,(A,B) € R?}
0

Exercice E.9 : Soit a € R, fixé. On considére une fonction y de classe C! de R dans R telle que :
vt € R,y'(t) = y(—t)eat

1) Montrer que y est indéfiniment dérivable sur R.

2) Montrer que y vérifie une équation différentielle du second ordre a coefficients constants.

3) En déduire toutes les fonctions y de classe C! qui vérifient la relation précédente sur R.

1) On le démontre par une récurrence immédiate.
t - et € C*(R)
Initialisation : Pour n = 0 cela est vraie car y est dérivable donc continue.
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose alors que y € C*(R). On sait de plus que :
te —tett e e C*°(R)
On en déduit donc que y’(t) = y(—t)e®" est de classe C" sur R. Donc y est de classe C**1 sur R.
Conclusion : On conclut d’aprés le principe de récurrence.
2) On sait que :
Vte R,y (t) = —y'(—t)e?* + ay(—t)e?t = —y(t)e e + ay’(t) = —y(t) + ay(t)
On en déduit donc que y vérifie I’équation différentielle :
y'—ay'+y=0
3) On résout I’équation caractéristique :
r’—ar+1=0=>A=2a*>-4
1*cas:a = 2.
On a alors :
y"' =2y +y=0< 3(AB) € RVt € R,y(t) = (At + B)et
2ime caga = —2
On a alors :
y'+2y'+y=0< 3(AB) € REVtEeR,y(t) = (At + B)e™*
3iémecas:a €]-2;2]

On a alors :
( a V4-—a%
r=—+ > 1
rz—ar+1=0<:>{ ou
l _a Vd-—a?
r—2 i
On a alors :

y" —ay'+y=0 < 3(AB) € R?, vVt € R,y(t) = | Acos

4itme cag 2 |a| > 2

On a alors :
( _a+ az—4
=3 2
rz—ar+1=0<:>{ ou
l _a az —4
=3 2
On a alors :

a Va?-4 a Va?-4
" / 2 <2+ 2 >t <2 2 )t
y'—ay'+y=0< 3(A B) € R5,Vt € R, y(t) = Ae + Be
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3) Il reste a vérifier que les solutions trouvées ci-dessous fonctionnent, car nous avons raisonné par implication.
1*cas:a =2
On a alors :
3(A,B) € R?, vt € R, y(t) = (At + B)et
On a alors :
y'(t) = (A + At + B)et
y(—t)e?t = (At + B)e 'e?' = (—At + B)e'
On doit donc avoir A = 0 pour avoir 1’égalité.
On en déduit donc que y(t) = Be' fonctionne pour a = 2.
2ieme cas a2 = —2
On a alors :
3(A,B) € R%,Vt € R,y(t) = (At + B)e™t
On a alors :
y'(t) =(A—At—B)e™t
y(—t)e 2t = (At + B)ete?' = (—At + B)e™t
On doit donc avoir 2B = A pour avoir I’égalité.
On en déduit donc que y(t) = A (t + %) e* fonctionne pour a = —2.
3émecas:a €]-2;2]
Ona:

5 V4 — a2 _
3(A,B) € R4, Vt € R,y(t) = | Acos Tt + Bsin

/N
N
N
<)
N
—t
~—
¢}
N
(ad

On en déduit donc que :

V4 — a2 (V4 —a? 4 — a2 a a V4 — a2
> —Asin t | + Bcos t] |e2 +§ Acos t

y'(t) =

B+ —
* 2

V4 — a2 aA V4 — a2 V4 — a2
= < > 2>cos( t>+(—A

Deplusona:
=2\ VES@ ) La, ViT@ N (VEma ) a
y(—t)e?t = | Acos 5 t ] — Bsin 5 t] |e"2"e® = Acos t | — Bsin 5 t] |ez

On en déduit donc que :

( V4 —a? aA

{A— 5 Bt— (:){(a—Z)A+ 4—aB=0_ o _o
vV4—a? a V4 —a’A+(2—-aB=0

|B=-A——+58

4ieme cag 2 |la| > 2
Ona:

a Vva?z-+4 <3+ az_4>t a Vva?z-+4 <3— a2_4>t
y’(t)=A<§+ >ez > ) +B i e\? 2

2
Deplusona:
a va’-4 a_Va’-4

y(—t)edt = | Ae <2 2 ) +Be (2 z ) edt

a Va?-4 a Va?-4
=Ae(T z >t+Be<E+ z >t
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On en déduit donc par identification que :

I(A—Ba al 4
—\2 2 a Vaz-—4
SA=B(-——

B=A(2+ at -4
T \2 2

Remarque : On a utilisé un résultat ici qui n’est pas si évident :

Lemme : Soit (o, B) € R? tel que o # . On a alors I’équivalence suivante :
Vte R, A + Beft = A + Bleft e {4 =4

B=RB

Démo :
C’est une équivalence. Evidemment I’implication de droite a gauche est triviale ! Démontrons I’implication de gauche
a droite.
11 suffit de prendre deux valeurs de t différentes pour obtenir un systéme a deux équations deux inconnues dont le rang
est 2.
Icionprendt =0ett=1.Ona alors :
(A-A)+(B-B)=0
(A—ADe*+ (B—Bef =0
(A-A)+(B-B)=0
{(A —Ae* B4+ (B-B)=0
= A-A)(1-e*PF)=0

vVt € R, Ae™ + BePt = A’e®t 4+ B'eft = {

car eP*0

Oronsaitqueax# f=1—e*P £0
On en déduit donc que :
(A-A)+(B-B)=0
= A=AetB=B
{(A —ANe*+ (B-Bef =0 ¢
On en déduit donc que :

B a Vaz—4 <%+ a;_4>t (%— a;_4>t _
y(t) =B| | = — e +e fonctionne pour |a| > 2

2 2




