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Correction Fiche TD 12
Rudiment d’arithmétique

|Partie A : Diviseurs et multiples|

Exercice Al : Démontrer que :

V3 ¢Q

On va faire cette démonstration par I’absurde de deux facons !

M1 : Sans les congruences
On suppose que V3 € Q. On a alors :

a
\/§e<@:>5|(a,b)eNxN*,\/§=B etaAb=1
= a’ = 3b?

= Jk € N, a? = 3k?
On va montrer le lemme suivant :

Lemme : Soit a € N. On a alors :
3la? = 3|a

Démo : On va prouver ce lemme par contraposée.
Soita € N tel que 3 t a.
1*cas: FkeNa=3k+1

On a alors :
a?=33Bk*+2k)+1=3k"+1
Donc 3 t a?
2tme eas: Jk e N,a=3k + 2
On a alors :
a?=30Bk*+4k+1)+1=3k'+1
Donc 3 t a?

Par contraposée on en déduit que :

3la? = 3|a
On en déduit donc que :

3k € N,a = 3k = a%? = 9k? = 3b? = 9k? = 3|b%? = 3|b
On a donc :
aAnb=1

{ 3|a,3|b

C’est impossible.

Donc V3 ¢ Q.

M2 : Avec les congruences
On suppose que V3 € Q. On a alors :

ﬁe@:ﬂ(a,b)eNxN*,\/gzgeta/\b=1

= a? = 3b?

= a’ = 0[3]
Or on sait que :

a=1[3] = a?=1[3]eta= (-1)[3] = a® = 1[3]
On en déduit donc par contraposée que :
a2 =0[3] = a=0[3]
On en déduit donc que :
Jk e N,a =3k




On a donc :
3k € N, a? = 9k?

On a donc :

9k? = 3b? = b%? =3k? = b? =0[3] = b =0[3] = 3|b
On a donc :

V3eQ=13(ab) € NXN*,\/§=% etaAb=1et3|a3|b

a
= 3(a,b) ENXN*,\@:E etaAb=1letaAb>3

Contradiction.
Donc V3 ¢ Q.
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Exercice A2 : Soit (a,b) € Q2 tels que va & Q ou+b & Q . Montrer que va +vb & Q

On raisonne par contraposée. On suppose que :
Va+vbeQ
= 3(p,q) € Z* xN*,\/5+\/B=§> 0

:%(a—b)=(x/5—\/5)
= va — Vb € Q (car (a,b) € Q?)

On en déduit donc que :
(Va++vb = 2

3(p,p’,q,q") € Z* x (N*)?, o’
|Va—Vb = v

1/p p"\ pq +pq
= 3(p,p’,q,q) € Z2 x (N)?,Va = ‘<_+—,> = oad
2\q q 2qq

14

=3(p",q") €22 x ()2 a =1y
q

=+Va€eQ

Par contraposée on en déduit donc que :

VagQetvbg Q =+va+vb g Q

Exercice A.3 : Soit n un entier naturel non nul. Déterminer la division euclidienne de 7n+16 par 2n+3.

On sait que :
vneN*,7n+16 =32n+3)+n+7

On sait que n + 7 est le reste de la division euclidienne de 7n+16 par 2n+3 si et seulementsi0 < n+ 7 <

2n + 3. On résout :
n+7<2n+3<n>4
On en déduit donc que :

Vn = 5, le reste de la division euclidienne de 7n+16 par 2n+3 est n+7 et le quotient est 3.

Pourn<4ona:
n+16=4(2n+3)—n+4

Vn € [1; 4], le reste de la division euclidienne de 7n+16 par 2n+3 est 4 — n et le quotient est 4.

Exercice A.4 : La différence de deux entiers naturels est 538. Si 1’on divise 1'un par 1"autre, le quotient est 13

est le reste est 34. Déterminer ces deux nombres.
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On pose a et b les deux nombres recherchés. On suppose que a > b. On en déduit donc que a et b vérifient le systéme
suivant :

{a—b=538
a=13b+ 34
On a alors :
a—b =538 _ _
{a=13b+344:)a—498etb—42

Exercice A.5 : Soit (ag;ay;...;a,) € [0; 9]"*1. On pose :
anan_1 .49 =a, X 10" +a,_; X 10" 1+ ... +a; x 10 + a,
Démontrer que :

n
3lajap_1 —ap © 3| ) ag
k=0

On raisonne par récurrence. On pose :
vn €N, P(n) ="3|(10" - 1)"
Initialisation : n=0
On sait que 10° — 1 = 0 et 3|0 donc P (0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose vraie P(n). On a alors :
3k, € Z,10" =3k, + 1
On en déduit donc que :
101 = 10" x 10 = (3k, + 1) x 10 = 3(10k, + 3) + 1
On en déduit donc que :
107+ =3k, ,, + 1 = 3|(10"*1 - 1)
On en déduit donc que P(n) est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
De plus on sait que :
apdn_1 .. =a, X 10" +a,_; x 10" 1 +...4a;, x 10+ a,

n n n n
=Zaix10i=zak><(3ki+1) = 3Zakxki+2ak
i=0 k=0 k=0 k=0
On en déduit donc que :
n n
Z agx = apadp_q ---dg — 32 ag X k;j
k=0 k=0

Comme 3|3 YR-, ax X k; on en déduit donc que :

n
3lajag_1 a2, < 3| ) ax
k=0

Exercice A.6 : Montrer que :
_15n-2

4
Ne sont pas simultanément dans Z

On raisonne par 1’absurde. On suppose que :
2In—3 15n—2
) € 72

EInEN,( ,
4 4

On en déduit donc que 4|(21n — 3) et 4|(15n — 2). On en déduit donc que 4 divise toutes combinaisons linéaire de
2In—3et15n—2.
On en déduit donc que :
4|7(15n—2) — 5(21n — 3) = 4|1
21n-3 15n-2

et .
4

Cela est bien sur absurde. On en déduit donc que 4 ne divise pas simultanément
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Exercice A.7 : Montrer que :
vn >2,10/(22" - 6)

On raisonne par récurrence.
Initialisation : n = 2

Ona:
2% —6=10
Hérédité : Soit n un entier naturel supérieur ou égale a 2. On suppose que 10| (22n — 6)
Ainsi :
ak, € N tel que 22" — 6 = 10k,
On a donc :
22" _ 6 = (22")" = 6 = (10k, + 6)2 — 6 =

IPartie B : PPCM et PGCD|

Exercice B.1 : Calculer 9100 A 1848 et 9100 v 1848

On peut utiliser la décomposition en nombre premier de 9100 et de 1848.
On sait que :
9100 = 100 X 91 = 22 x 52 x 91
Or on sait que 91 € P. On peut le prouver.
Lemme : 91 € P.
Démo :
P n[2;v91] = {2;3;5; 7}
Orona:
91=2%X45+1,91=3%x30+1,91=5%x18+4+1,91=7x13
On en déduit donc que :
9100 =22 x52x 7 x 13
De méme on a :
1848 =23 x3x7x 11
On en déduit donc que :
9100 A 1848 = 22 x 7 = 28
De méme on a :
9100V 1848 = 23 x 3 X 52 x 7 X 11 X 13 = 600600

Exercice B.2 : Soit n € N*. Calculer (n® + 2n) A(n* +3n?2 + 1) et (n® + 2n) v (n* + 3n? + 1)

On effectue la division euclidienne de n* + 3n? + 1 par n3 + 2n :
n*+3n2+1=nn3+2n)+n?+1
n+2n=n0n?+1)+n
n+1=nxn+1
On en déduit donc que :
vneN",(n®+2n)A(m*+3n?2+1) =1
Or on sait que :
[(M®+2n)A(M*+3n%2 +1)] x[(n®+2n) v (n*+3n? +1)] = (n®+2n) X (n* +3n? + 1)
On en déduit donc que :
M +2nvm*+3n2+1)=m>+2n) x (n*+3n%2+1)

Exercice B.3 : a) Déterminer les entiers n € N* tels que s on divise 4373 et 826 par n, on obtient respectivement 8 et 7
pour restes.
b) Déterminer les entiers n € N* tels que s on divise 6381 et 3954 par n, on obtient respectivement 9 et 6 pour restes.
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a) Il suffit de poser le systéme obtenu :
4373 =q; Xn+38
{ 826 =q,Xn+7
On en déduit donc que :
(g1 —gy)n + 1 = 3547 = n|3546
Or on sait que :
3546 = 2 x 3% x 197
On en déduit que 3546 admet 12 diviseurs :
D346 = {1,2,3,6,9,18,197,394,591,1182,1773,3546}
On sait de plus que n = 9 car le reste de la division euclidienne de 4373 par n est 8.
De plus on sait que n < 826.
Il nous reste alors 5 choix.
On vérifie I’un apres ’autre et on trouve que n = 9.
Remarque : On peut faire un programme Python pour résoudre cet exercice :
a=[]
for n in range(9,414):
if (4373%n==8) and (826%n==7):
a.append(n)

ython 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul
win32, #**
>>>

*** Console de processus distant Réinitialisée ***
>>>

[e]
b) On utilise le méme principe et on trouve n = 12.
Remarque : On peut faire un programme Python pour résoudre cet exercice :

a=[]
for n in range(9,1978):

if (6381%n==9) and (3954%n==6):
a.append(n)

Python 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| (default, Jul 5 2016,
win32, *##

>>>

*#%%* Console de processus distant Réinitialisée *#**

Exercice B.4 : On considére trois entiers naturels n,p ,q avecn = 2 etq > 0.
1) On écrit la division euclidienne de p par q sous la forme p = aq + r. Montrer que la division euclidienne de n? — 1

parn9 — 1 est:
a-1
nP—1= (Z nkq”) M-+ M -1)

k=0
2) En déduire (nP — 1)A(n% — 1) en fonctionde netp A q.

1) On sait que :
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[
|

1
nd)a — 1
nka+r = p’ Z(nq)k—n ><( q)—l carnd # 1
0

=
Il

On en déduit donc que :

a-1
(Z nkq”> M-+ m-1D)=n"0D?-n"4+n"-1=n*"*"-1=nP -1
k=0
De plus on sait que :

0<r<gq=1<n"<n?1=0<n"-1<n?%-1
On en déduit donc que la division euclidienne de nP — 1 par n9 — 1 est :

a-1
nP—1= (Z nkq”) M-+ m-1)

k=0
b) On pose la succession de division euclidienne suivante, en exécutant 1’algorithme d’Euclide :
p=a;q+r;
| d9=azrs+r;
r{ =agry +1r3

I'n—2 = aprp—1 + Iy
I'n-1 = an+1n +0
D’apres ce que I’on sait de I’algorithme d’Euclide on a :
pPAQ=Try
De plus on sait que :
nP—1=b;(nT-1)+n"1 -1
| n9—1=by(n"—1)+n"=-1
nt —1=bz(n2—-1)+n" -1

nn-2 —1 =b,(nm-1—-1)4+nn -1
nn-1 —1=b (™ —-1)+0
On en déduit donc que :
mP —1DAM9—1)=n"n —1=nPM -1

Exercice B.5 : 1) Montrer que pour tout (a,b) € N2, pour tout A € N, (Aa) A (Ab) = A(a A b).
2) En déduire que pour tout (a,b) € N2, pour tout A € N, (Aa) v (Ab) = A(aV b)

1) On peut le voir de deux fagons. Soit par I’algorithme d’Euclide, soit par la décomposition en nombre premier de a
et b. La deuxiéme fagon est plus rapide car cela nous donne aussi le PPCM :

On pose :
a= np“p et b= anP
PEP pEP
On a alors :
aADb = 1_[ pmin(“piﬁp)
peP

De plus on sait que :
Aa = prp npap = Hp(ap‘”‘l)) et Ab= npAP anP = np(ﬁp‘”‘p)
pEP pPEP pEP pPEP PEP pPEP
On en déduit donc que :
(Aa) A (Ab) = 1_[ pmin(ap+?\p;[3p+?xp) — Hpmin(ap;ﬁp)p}\p — l_[pAp 1_[ pmin(ap;Bp) =2A@Ab)
pEP pEP PEP pPEP
2) On sait de plus que :
((Aa) % ()\b)) X ((Aa) A (Ab)) = A%ab
= ((Aa) v (Ab)) x A(aAb) = A%?(aVb) x (aAb)
= (Aa) V(Ab) = A(aVb)
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Exercice B.6 : Chercher les couples d’entiers (a, b) tels que :
{ aAb =42
aVvb =1680

Onsaitque 42 =2X3 X7 et1680 =2* X3 x5x 7.
De plus on sait que :

a=42a
aAb =42 < 3(@a',b’") € Z?{ b = 421’
a’Ab =1

On en déduit donc que :

{ a=2X3Xx7=42
b=2x%x3x7x23x5=1680
ou
{a=2><3><7><5=210

b=2x3x7x23=2336

{a/\b=42 - ol
avb = 1680 {a=2><3><7><23=336
b=2x3Xx7x5=210

ou

{a=2><3><7><23><5=1680
b=a=2%x3x7=42

Exercice B.7 : Déterminer les entiers b naturels non nuls tels que 28 v b = 140

On sait que 140 = 28 X 5.
On sait de plus que 28 = 22 x 7.
On en déduit donc que :

b=50ub=2x5=100ub=2?2%x5=200ub=7%x5=350ub=2%X7X5=700ub=2%2%x5x%x7=140

On a donc :
{b €N,28vb =140} = {5;10; 20; 35; 70; 140}

|Partie C : Nombres premiers|

Exercice C.1 : Soit (a,n) € (N*)?2, soit p un nombre premier. Montrer que :
pla" = p"[a"

Pourtouta € N*,a>=>2ona:

a= npap,ap EN,VpeP
pEP
On peut aussi écrire :
a= pi‘l ...pﬁk,avec a; € N*
On a alors:
noy noy

% n
vn € N*,a" = (p(lx1 ...ploik) =p; P = EDM (PR
On a donc :
pla® = 3i € [1;k],p; = p = p"[a"

Exercice C.2 : Soit (a, b, c,k) € (N*)*. Montrer que :

— kK
{aa/tz b_=C 1= A(a, B) € (N*)?, tels que {

a=0(k
b =g

On pose :

PEP pEP pEP
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On en déduit donc que :

k
pEP PEP
De plus on sait que :
ab = ﬂp(ap+8p)

pEP
Par unicité de la décomposition en nombre premier, on en déduit donc que :

Vp € P,a, + By = Kyp
DeplusonsaitqueaAb=1= min(ap, Bp) =0

On en déduit donc que :
a

P
VpEP, ap +Bp = {ou
P
On pose :
Pr={pePa,>0}etP, ={pePB,>0}
On a alors :

a=1_[p°‘r> etb=1_[pBP

PEP, PEP,
De pluscommeaAb=1,onaP; NP, = Q.
De plus on sait que :
ap sip € Py
ap +Bp = Bpsip € P,
0 sinon

On en déduit donc que :
Vp € ?1, O(p = kYp
Vp € P, Bp = kYp
On en déduit donc que :

k
a= 1_[ pkyp = 1_[ pyp = ak
pPEPy pPEPy
Demémeona:
k
b = 1_[ pkyp = 1_[ pyp = Bk
PEP, PEP,
On a bien :
ab = ¢k #\2 {a = oK
= 3(a, B) € (N)4, tels que
{30= =3B e 2 telsq b — g

Exercice C.3 (petit théoréme de Fermat) : Soit p un nombre premier.
1) Montrer que :

Vpe®P Vke[1;p—1]pl (D
2) En déduire que :
Vn € Z,p|(nP —n)
3) a) Montrer que :
Vn € Z42|(n” —n)
b) Montrer que :
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v ezn7+n5+23nez
nE&T T T35

1) On sait que :

4 (PY___ P
vpePvke[Lp—1](}) = e
:k!x(i):p><(p—1)><...><(p—k+1)
=3k, €Lk x (}) =p xkp
= p| k! x (i)
De plus on écrit la décomposition en facteur premier de k € [1;p — 1] :
vke [p—11k=]| [a'
qeEP
q<p
On en déduit donc que :
Kk Kk
vke[Lp-1Lk =] |i= aniq
i=1 i=1 q€P
q<p

On en déduit que p n’apparait pas dans la décomposition en facteur premier de k!, car cette décomposition est unique.

Or p apparait dans la décomposition en facteur premier de k! X (D

On en déduit donc que p apparait dans la décomposition en facteur premier de (i)

On en déduit donc que p| (E)

2)1cas:n €N
On va démontrer cette propriété par récurrence. On pose :
vn € N,P(n): "p|(n® —n)"
Initialisation : n=0
On sait que 0P — 0 = 0 et p|0
Donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé. On suppose que p|nP —n

On sait que :
p

p-1

R NS N I
k=0 k=1

Or d’aprés ce que I’on a démontré au 1), on sait que p| (E), pour tout k € [1, p — 1].De plus d’apres ’hypothése de

récurrence, on sait que p|(nP — n). On en déduit donc que p| ((n +1P—-—(n+ 1)).
Conclusion : P(0) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’apres le principe de récurrence, P (n) est vraie pour tout
entier naturel n.
2@me casin € Z~
On sait que —n € Z. Sip > 2.
On a alors :
pl(-n)? — (-n) = p| —=nP + n = p|n? —n

Sip=2.0naalors:

n>—n=n(n-1)
Or n et n-1 sont deux entiers consécutifs donc 1’un des deux est pair. Donc 2 divise n(n — 1)
3) a) Comme 7 € P, on sait d’apres la proposition précédente que :

Vne€Z7|(n”—n)
De plus on sait :

n—n=nn®-1)=n®-1D03+D)=n(-1D®*+n+1DM+1)®*>—n+1)

Or on sait que n(n — 1)(n + 1) est divise par 2 et par 3 car n et n-1 sont deux entiers consécutifs donc 1’un des deux
est pair, et n, n-1 et n+1 sont trois entiers consécutifs donc I’un des trois est divisible par 3.
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On en déduit donc que 2, 3 et 7 apparaissent dans la décomposition en facteur premier de n” — n. Comme cette
décomposition est unique, on en déduit donc que :
2xX 3x7=42n" —n
b) On sait que 5 et 7 sont premiers, donc d’pares le petit théoréme de fermat, on a :
7In” —net5/n® —n
On en déduit donc que :
7|15(n” — n) et 5|5(n” — n)
Donc 7 et 5 apparaissent dans la décomposition en facteur premier de n” — n. Donc 35|5(n” — n).
De méme on a 35|7(n> — n).
Ainsi 35 divise toute combinaison linéaire de 7(n® — n) et 5(n” — n). On en déduit donc que :
35|7(n° —n) + 5(n” —n) + 35n
On en déduit donc que 35|7n° + 5n” + 23n.
On en déduit donc que :

Exercice C.4 : On suppose qu’il existe un nombre fini d’entiers premiers de la forme 4n — 1 oun = 1. On les note
P1, -, PN €t on forme le nombre 4p; X ... X py — 1. Montrer que ce nombre admet nécessairement un diviseur
premier de la forme 4n — 1, et en déduire une contradiction. Conclure.

Le nombre A = 4p; X ... X py — 1 est impair. Ainsi ses diviseurs premiers sont tous impairs, donc de la forme 4n — 1
ou4n + 1.
On va raisonner par 1’absurde. On suppose que tous les diviseurs premiers de A sont de la forme 4n + 1 :

VpEP NDy,dn, €N, p =4n, +1

A= np“p = 1_[(4np +1)%

plA plA

On a alors :

On va ensuite montrer par récurrence que :

n
V(ky, . k) € Zn,l_[(élki +1) =4k+1,keZ
i=1
Initialisation : n = 1. C’est trivial.
Hérédité : Soit n un entier naturel n fixé non nul. On suppose que

n
V(ky, .. k) € 70, —[(4ki +1) =4k+1,keZ

1=1

On a alors :
n+1' n
YKy, o, Ky Ky y) € zn+1,r (4k; + 1) = (4kpyq + 1) 1_[(4ki +1)
i=1 i=1

= (4kpp1 + DAk + 1)
=44k X Kkpyq + Ky R+ 1
=4k'+1,kK'€Z
Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion : On conclut avec le principe de récurrence.
On en déduit donc que sion a :
Vpe®P nDA,an eEN,p= 4np +1
Alors A est de la forme 4k + 1. Or on sait que A = 4p; X ... X py — 1.
On a alors :
4p; X .. Xpy—1=4k+1=4(p; X ..Xpy—Kk) =2

ce qui conduit a une contradiction.
On en déduit donc que A admet un diviseur premier de la forme 4n — 1.
On en déduit donc que :
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3i € [1;N], p;|A
On en déduit donc que :

Pilp1 X ... X py et pi|A
Donc p;|1. Ce qui est absurde. Ainsi il existe une infinité de diviseurs premiers de la forme 4n — 1.

Remarque : Il existe aussi une infinité de diviseurs premiers de la forme 4n + 1.

Exercice C.5: Soitn € N*,n = pi‘l X ... X py* sa décomposition en produit de facteurs premiers.
1) Calculer le nombre de diviseurs positifs de n.

2) Calculer la somme S(n) des diviseurs positifs de n.

3) Montrer que si m et n sont premiers entre eux, alors S(mn) = S(m)S(n).

1) On a vu dans le cours que :
#DF = (aq + 1) X (0 + 1) X .. x(ar+1)—1_[((x1+1)

2) Cette question est compliquée si on essaie de la faire directement. On va la fragmenter.
1" cas : Sin = p“
On a alors :

2ime cas : Sin = p§ x pg
On sait que :

On en déduit donc que :

B o B B+1
- i pi -1 p(l)c+1 1 p, -1
S =) = Z xpi= ) vk ) ph=) o :
(n) £ : P1 % L P2 P1 L P2 p—1 p—1 py— 1

En généralisant le procédé ou en utilisant une récurrence, on obtient que :

oc1+1_1
n=p;*X..xp" :S(n)—Zd 1_[( — )
1

d|n i=1

o

3) Si m et n sont premiers entre eux alors on a :
m = pi(l X ..Xpifetn = qi‘ll X . X q(:,’r avec q; # p;, V(i,j) € [1,r'] x [1,r]

On en déduit donc la décomposition en facteur premier de m X n :
mn = p;* X .. X pﬁ‘r X q‘l"’1 X X Q"

o1
<1—> = S(m) x S(n)

aj+1

= S(mn) = H(plpl——_ll> X 1_[

i=1 i=1 4~ 1




