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Correction DM n°4

Exercice 1 : Variation de la constante en dimension 2
On cherche a résoudre 1’équation différentielle a valeurs dans R suivante sur ]— g; g[ :(E):y" + 4y = tan(t)

1) Résoudre I’équation homogéne. On ne donnera que les solutions a valeurs dans R. On pose dans toute la suite :

] T T R ] T T[[ R
—_=] - —_=] -
Y1:I 2'2 etyzz{ 2'2
t > cos(2t) t — sin(2t)
2
2) a) Soit (A4,1,) € (C’1 (]— g ; ED) . On cherche a trouver une solution particuliére a (E) qui vérifie la
relation :
{y =My1 + 2292
y' = My1 + A2y
Montrer si y est solution de (E) et vérifie la relation précédente, on a alors :
{ My1 + A3y, =0
Ay1 +2zy; = tan(t)
b) En déduire que :
Aj(t) = —sin?(t)

T T
vVt € ]——;—[, , 1
220N = Ecos(Zt) tan(t)

¢) En déduire toutes les solutions de (E).
3) Résoudre le probléme de Cauchy :
y" + 4y = tan(t)
y(0) =0
y'(0)=1

1) On sait que :
y" +4y = 0 & 3(A,B) € R?, Vvt € R,y(t) = Acos(2t) + Bsin(2t)
2) a) On sait que :
Y =My + Ay =y = My1 + Ay + Ay + A3y
On en déduit donc que :
y = My1+ A2y, , ,
, ) , = Myt Ay, =0
{y =My1 +A2y2 TRy
De plus si y est solution de (E) on a alors :
y" + 4y = tan(t)
Deplusona:
y' =My1 + Ay, =y =My + Ay + Myt + A7
On en déduit donc que :
y" 44y = tan(t) = Ay + A3y7 + Ay1 + Ayz + 4(y; +2Azy,) = tan(b)
= My1 + 2252 + M(y1' +4y1) + 2, (v2 + 4yz) = tan()
De plus on sait que y; et y, sont solutions de I’équation homogeéne donc :
yi +4y1 =0=y; +4y,
On en déduit donc que :
A1y1 +Azy; = tan(t)
On en déduit donc que y est solution de (E) et vérifie la relation précédente, on a alors :
{ Ay1 + 23y, =0
1V1 + A2y, = tan(t)
b) On sait d’apres la question précédente que :
vt e ]_ T _[ { A1 () cos(2t) + A5 () sin(2t) = 0
27 217 (=221 () sin(2t) + 225 (t) cos(2t) = tan(t)
On sait que ce systéme admet une unique solution si et seulement si :
2 cos?(2t) + 2sin?(2t) # 0
Or on sait que :
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vVt € R,2cos?(2t) + 2sin?(2t) = 1
On en déduit donc que le systéme admet une unique solution, donné par :

(D) = — sin(2t) tan(t)

vee ] = “[ 2
2°20) cos(2t) tan(t)
M) = 2o
Or on sait que :
™ M _ sin(2t) tan(t) _
Vvt € ]_E;E[' sin(2t) = 2 cos(t) sin(t) = ——— =" sin?(t)
On en déduit donc que :

() = — sin(2t) tan(t)
™ T 1\ =

AR VAR e
2727 ., o cos(2t) tan(t) 27217 | A, (t) = = cos(2t) tan(t)
M = S 2
On sait que :

2

o = E(cos(Zt) -1

MmN 1 /sin(2t)
:HCER’VtE]_E;E['Al(t):E 2 —t)+c

it __ it
Vte]—g:g[,xa(t)=—sin2<t)=—(l> -

Deplusona:

1 %sin(t) 1
MG Ecos(Zt) tan(t) = 5(2 cos?(t) — 1) tan(t) = cos(t) sin(t) —

~ Laine2n 1 sin(t)

cos(t) zsm 2 cos(t)
On en déduit donc que :

3deR Ve |-, 2p(1) = L cos(2t) + Sn(cos(®) + d
, 53] A2(®) = — 7 cos > In(cos
On pose :
T T R
i

f: ;
te <% (sméZt) — t> cos(2t)> + (—%cos(Zt) + %ln(cos(t))) sin(2t)

On vérifie alors facilement que :

T

vVt € ]—E;E[,f”(t) + 4f(t) = tan(t)
Donc f est une solution particuli¢re de (E).
On en déduit donc que :

{y” + 4y = tan(t)

T T
tE]—E;E[
T T
= 3(AB) € RZ,VtE]—E;E y(®

B 1 sin(2t) —t+A]cos2t) ) + (—lcos(Zt) + lln(cos(t)) + B) sin(2t)
“z2\ 72 4 2

3) En reprenant les notations de la question précédente on a :

y(0) =A=0
Deplusona:

1 3
y'(0) = (—Z+B)2 —1—B=2
On en déduit donc que :

y" + 4y = tan(t)
y(0) =0
y'(0=1

M 1 /sin(2t) 1 1 3\ .
& Ve ]_E;E['Y(t) = E( 7~ t> cos(2t) + (—Zcos(Zt) + Eln(cos(t)) + Z) sin(2t)



= —ltcos(Zt) + <1 In(cos(t)) + E) sin(2t)
2 2 4
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[Exercice facultatif : Probléme 1 : Irrationnalité de In(2)|

Partie A : Une suite qui converge vers In(2)

Dans toute cette partie on pose :

1
e [
P 1+t
0

1) Démontrer que :

(—D¥ n+1
Vn € N, 1o In(2) — (=)™ 44
=0
2) a) Démontrer que :
1
VneN,0< 1,44 Sn—-l-z
b) En déduire la valeur de :

n +o0oo
s= lim > O > S
n—+co k+1 k+1

k=0 k=0

Partie B : Critére de d’Alembert

On veut montrer le théoréme suivant :
Soit (up)pey € (RZ)N. Ona:

Un+1
n sfavect<1=u, -0
un
Dans toute cette partie on pose :
Un+1
vneN, vy, =
n

On suppose de plus que :

lim v, =favec0 <¥<1
n—-+co

1) Démontrer que :
Ang € N,telqueVvn EN,n>2ny, 0 <v, <1
2) En déduire que la suite (u,,) est décroissante a partir d’un certain rang.
3) Démontrer que la suite (u,) converge, puis que sa limite est 0.
4) La réciproque du théoréme est-elle vraie ?

Partie C : Irrationalité de In(2)

On va prouver I’irrationalité de In(2) en raisonnant par I’absurde. On suppose que :
3(p,q) € (N*)%,In(2) = 2 etpAq=1

On pose de méme :
1
1
VNENJn =~ j(l — t2)netin@ gy
et}

1) Calculer J, et J;.
2) Montrer que :
vneN,], >0
3) Démontrer que :
vD e R,D"], =0
4) Démontrer que :
4q? (4n + 6)q?

Vn €N, ]z = _zln - p? n+1
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5) Montrer que pour tout entier naturel n, il existe une fonction polynomiale a coefficients entiers A, tel que :
2n+1 1 p
=) [ Q)2 (3]

Vn € N*,D"], € N*

6) Montrer que si D = 2p3, alors :

7) En déduire I’irrationalité de In(2).

Partie A : Etude d’une intégrale
Dans toute cette partie on pose :

1
tn
= dt
n f1+t
0
n

1+t

1) On sait que :

vn €N, f:t - e c°([o; 1D

Donc f;,, admet une primitive donc I, est bien définie.
2)Ona:
1 1
t° 1
Io=f dt=f—dt—ln(2)
0

1+t 1+t
0

Deplusona:
1

1
I—ftdt—fl 1dt—1 In(2)
7 1+ 1+t n
0 0

3) a) On sait que :

[

j(1+t)2_2(t+1)+2dt=f

2
1+t)—2+-——dt
1+t ( )

1+t

o

0
Onposey =1+t
a) Les bornes
t=0=y=lett=1=y=2

b) Calcul de dt
Onsaitquet:y »y—1€ C1([1,2]) et :

dt

d_y =
¢) On remplace :
2

1
2 1
1 -2+ ——dt= —-2+4+-
f( +1) +1+tdt f(y +y)dy
0 1
b)Ona:

2
fy 2+ dy = [y? -2y +In(y)] =In(2) - 1
1

4)Ona:
1

2, Of (—Hkdt = f Z( pkdt = f _(_11_)|_n:1tn+1dt=1n(2)—(—1)“+1ln+1

o (DX
2

Partie B : Convergence d’une série
1) a) Enoncer le critere spécial des séries alternées.
b) Démontrer le critére spécial des séries alternées.
C’est du cours !
2) Démontrer, sans utiliser ce qui a ¢été fait dans la partie A, que la série suivante converge :



On pose :
="
vn €N, u, =
" T
On sait que :
Vn € N, =—
" [unl n+1
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Ainsi (Juy|) est décroissante et tend vers 0. De plus comme (uy,) est alternée, on en déduit donc que (u,,) vérifie le

(GO
critére spécial des séries alternées ! Donc (Zn>0 converge.

3) a) Démontrer que :
On sait que :
1 1
vte [0;1],1 < 1+tS2=>0SES1—+tS 1 =Vvte[0;1],0 <
1 1 1
ot
:>j0dt§f tdtsf““dt
0 0 0
1
= VneN, 01,44 Sn—+2
b) D’apres la question précédente, on en déduit donc que :
lim 1 0=1 D" In(2)
=00 = =
iml,,, 1rr1nk_0 R
On en déduit donc que :
+00
(-1
n+1 In(2)
n=0

Partie C : Irrationalité de In(2)

On va prouver I’irrationalité de In(2) en raisonnant par I’absurde. On suppose que :

3(p,q) € (N*)?,1n(2) =g etpAq=1

On pose de méme :
1
vneN,]J, = ; f(l — tZ)netln(z)dt

1)Ona:
1

1
Jo = f (1 — t2)0etin@ gt = f et @ = (2-
0! In

2)

1 1

1y 3
E)_zm(Z)

-1 -1

3 2 1
“ 22 [

In(2) |, In(2) 2

3 3 2

N - - . n(2)
= 21n(2) 2In(2) In(2) [ln(Z) 2 3 o) _J; etln(@) 4t

_ 2 5 2 3
) (z n@2)  n2@2) E)



B 3
=T e e

2) On sait que :
1

vte]-1;1[ (1 — t¥)"eth®@ > 0 = f(1 — )@t >0 =7, >0
-1

3) On sait que :

1
Dn
vt e [-1;1],D"], = F f(l _ tZ)netln(Z)dt
]
On pose :
DI" _ pys _ IDI™! nl D]
un == = X — N 0
n! u, (@417 D n+1
On en déduit donc d’apres le critére de d’ Alembert que :
D n
lim| | =0
n n!

De plus on sait que :

1 1
3
Vte 1111t <1 1 — {2)ngtin( <ftln(2) _
te[-1;1], te < =>f( t“)"e dt< | e dt 202
-1 -1
On en déduit donc que :
3
D'yl € —=
De plus on sait que :
3
li =0
oy
On en déduit donc que :
limD"], =0

4) On sait que :

1
1
VneN, |y = CE)] f(l — t2)n+2etn(@) gt
-1

B 1 / (1 _ t2)n+2etln(2) 1 2(r1 + 2)
T (n+2)! \[ In(2) ] T In(2)

=0

1
ft(l _ t2)n+1etln(2)dt\
-1

2n+1) [
In(2)

~(n+ D!'n(2) n(2)

=0

1
2 t(1 — t2)n*+17]" 1
— 1 — t2)n+1 tin(2)
[ ) ln(2) J.( t ) e dt +
- -1

2

T In2 (2) Jnt1 = n!ln

_—2—-4(n+1) N 4
ST ™ ik
4q? (4n + 6)q?
=VneN, 2 =—=Jh— T]n+1

5) On fait une récurrence double. On pose :

e @ - )

1 1
4 4
_ 42 _ 2 \ntIn(2) _ 12yn,tIn(2)
2(2) f(l t“)(1 —t*) e dt+n!ln2(2) f(l t*)"e dt
_1 _1
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t2 (1 _ tZ)netln(Z)dt
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1
Initialisation : n =0:], = 2]:(2) = (%) [2 xX1— % X 1] = P(0) est vraie avec Ay(X) = 1

- 3 5ln(2)-3 _ (q\3 1 .
n=1:]; = e oS- mwe s (S) [2 X (2In(2)—-2) — 5(—21n(2) - 2)] = P(1) est vraie avec
A(X) = 2X — 2.

Hérédité : Soitn € N, On suppose vraie P (k) pour tout k € [0; n + 1]. Montrons que P (n + 2) est vraie.
On sait que :

4q? (4n + 6)q?
Jng2 = 2T T

) ) (- b ) ()
e s Q) (et ) () o) (o )2 (3)
. (g)zms [2 (4 (g)z N (2) Gt 6)A (g)) - % <4 (g)z An (- g) ~ (@n+ A (- 2))‘

n+1

On pose :
Ans2(X) = 4X2A,(X) — (40 + 6)A 41 (X)
On en déduit donc que P(n + 2) est vraie.
Conclusion : On conclut d’aprés le principe de la récurrence double !
6) On pose :
vn € N,A,(X) =ay +a; X+ -+ a,X" avec (ag,ay, ...,a,) € Z"*1

On a alors :
q2n+1An (2) — aoan+1 + alqun + .+ anpnqn+1 =/

De méme on a : q2"1A, (— 2) € Z.

On en déduit donc que :

q 2n+1 p 1 p
DO, = 20 3ny — on 3n (_) [ZA (_) ——A (_ _)]
Jn =277 n = 27070 n\g) T2 (7

_ py 1 p
— Zn n—-1 2 2n+1A (_) _ 2n+1A (_ _)
p ( q n\g Zq n\7q

— pn—l 2n+1 q2n+1An (g) _ 2n—1 q2n+1An (_ g)

[ —"— S

EZL EZL

On en déduit donc que :

vn > 1,(2p3)"], € N*
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7) On sait que :
vn=1,(2p*)", EN* = vn >1,(2p*)", =1
De plus on sait que :
lim(2p*)"s = 0

Cela est impossible. Donc In(2) est un irrationnel !



