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Correction TD 13 : Limite d’une fonction

Partie A : La définition

Exercice A.1: 1) Soitf: I > R etx, € I. Démontrer que :
limf(x) = ¢ = lim |f(x)| = ||
X—Xp

X—Xp
2) La réciproque est-elle vraie ?

Il faut séparer les cas avec £ = oo et £ € R, de méme avec X, = oo etxy € R.
e I"cas:f=+wetxyg =+

On sait que :
lim f(x) = +o0
X—+400
Donc :
Axy € R, VX > X, f(x) > 0 = Vx > X, f(x) = [f(%)]
On a donc :
ax, € R, Vx > X, f(x) = [f{(x)|
Donc :

lim f(x) = lim |f(x)| = +o
X—+00 X—+00
Remarque, les cas sont similaires avec £ = to0o et x, = Fo00.

o 2@mecag: (£,X,) € R?
Ici la preuve réside dans une partie de I’inégalité triangulaire !! Je le donne ici sur € mais sur R suffit !
On sait que :
V(xy) € CIx —yl 2 [Ix| - Iyl|

On sait que :
limf(x) =Y & VeeRISERVXEL[x—%X)| <8 = |f(x) —¢|<¢
X—X

On pose alors € > 0.

On a alors :

ISERVXEL|x—%0| <86 = ||f(x)| — |£’|| <|fx)—¢| <=
Donc d’aprés la définition :
lim [f(x)| = 4]
X—Xo

Remarque : On a la méme chose sur les suites !

2) La réciproque est fausse.
Pour les suites cela est facile, il suffit de poser u, = (—1)". (u,) diverge car elle admet deux valeurs d’adhérence
distinctes, 1 et -1.
Ici on peut penser a la méme chose :
f(x) = (=)
On a alors :
vx >0, |f(x)| =1
On peut montrer que f n’admet pas de limite. Il suffit d’utiliser la définition séquentielle de la limite :
u, =2netv, =2n+1
On a alors :
limu, = +00 =limv,
n n
Pourtanton a :
vneN, f(u,)=1-1
vneN, f(vy,) =—-1- -1
Donc f n’admet pas de limite.
On peut le voir sur la courbe ci-dessous :
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1 y= (-1
Exercice A.2 : 1) Déterminer :
o
1-2;7] et ]—2; 7]
2) Déterminer : R
1)
e Montrons que : |—-2,7[ c |-2;7].
Soit x € ]—2,7], on pose :
. <x+2 x—7)>0
€ = min >
On a alors :
X+ 2 X—2
X—€E=>X— =>x—eZT>—2

x—7 X+
X+€2X—?$X—€ST<7
Donc |x — €, x+ €[ € |-2,7].
On a donc prouvé que :
vx € |-2,7[,3e > 0 tel que |x —,x+ €[ € |-2,7[
Donc on a bien :

1-27[c1-2;7]

De plus on sait que :
1-2;7] < 1-2;7]
On a donc deux choix :
1-2;7]
1-2;7]1 =4 ou
]_2r7[

Or on voit que 7 & |—2; 7] car :
ve>0,7+e¢ |-2,7]
On a donc :

1-2,7[ =1-2;7]
2) 1l suffit de voir que :
R = [—00; +00] = R U {—00; +00}

Partie B : Calcul direct

Exercice B.1 : Calculer les limites suivantes si elles existent :

. . e 4 2x+7 . 102 . 1
L; = lim (X—ln(x+ x2+1)) L, = lim ————— Lz = lim X(ex+eX—2) L, = lim Xl;J

X—+00 x—4+00 eX 4 e X X—+00 X—+00




Ce sont des calculs :

obos ).

In(x) n (1 + \/Txlz)\
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VX>O,X—ln(X+ X2+1)=X 1-—

<
T T
[EnN

X X X /
Or on sait que :
. In(x) : .
lim = 0 (par croissance comparée)
X—+00 X
In{1+ ’1 + L
. x?) . InQ)
lim = lim ——=
X—+00 X X—+00 X
On en déduit donc que :
— i — 2 =
L; = XETOO (x ln(x+ X“ + 1)) +oo
e3X+2x+7 o e3X(1 + 2xe3X 4 7xe™3%) o e?X(1 + 2xe3X 4 7xe™3%)
L, = lim —————— = lim — = lim — = +oo
x>+ eX 4 e7X X—>+00 eX(1 + e 2%) x—>+0 1+e 2%
On rappelle par croissance comparée que :
lim 2xe™3X =0
X—+00
12 % eX—1 e -1
Ly = lim x(eX+eX—2) = Jim X(e +eX-2) = Jim, < + Jim, <

Or on sait que :
eX—1 . f(X) — £(0)

X T Tx—o FOF!
Demémeona:
e —1 o g(X)—g(0)
L S
On a donc :
i 2
L3=11m X(ex+eX—2)=3
X—+00
L= Jim x [{] =0
En effet :

1 1
VX>1,—E]0;1[=>VX>1,[—J=0
X X

Exercice B.2 : Calculer les limites suivantes si elles existent :
vx+3-2 ox— x|
L; = lim

|
Y e SRR e vy ol sinG: sin (3]

Vx+3 -2
L; = lim
x-1 2x+7
) Vx+3-—-2 x—1
= lim X
x-1 x—1 V2x+7 —
i Vx+3-2 I x—1
Tl T x—1 O xh VIxt7-3
Or on sait que :
VX +3—2 f(x) —f(1
lim ——— =Ilim Mavecf(x)=\/x+3
x—-1 x—1 x—-1 x—1

Comme fest dérivableenx =1ona:
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Vx+3-2 1 1
lim ————=f(1)=————=-
x-1 x—1 2\/(1+3) 4
Deméme on a :
V2x+7-3 1
lim ——=g'(1) == avecg(x) =Vv2x+7
x—1 x—1 3
On a donc :
I 21 g
im ———=
x>l /2x4+7 -3
On a donc :
i vx+3-—-2 3
L; =lim —=-
1 VIxi17-3 4
o x—x]
Lz_xl—{lfoox+[xj
On sait que :
Vx> 0,x—1<|x] <x
On a donc :
ve>00< oM 1
S I T 21
Or on sait que :
li ! =0
xoten 2[x]
Donc d’aprés le théoréme des gendarmes :
_x—|[x]
L, = lim =

xo+o X + x|

. . . (1 ~ (sin(x) 1
Lz = lim sin(x) sin <—> = lim X x sin (—)
x—0 X x—0 X X
Or on sait que :
1
Vx # 0,—|x| < xsin (;) < |x|

Deplusona:
sin(x)

lim
x—0

. (sin(x) . (1 . sin(x) . (1 . . (1
lim X x sin (—) = lim X lim (x sin (—)) = lim (x sin (—)) =0
x—0 X X X—0 X x—0 X Xx—0 X

D’apres le théoréme des gendarmes.

=sin’(0) =1

On a donc :

Exercice B.3 : Calculer les limites suivantes si elles existent :

1
. | _ (-DK
L= i, s =y S

1
; Ly =lim cos(x) cos (—)
x—0 X

Dans tout cet exercice aucune limite n’existe. Pour démontrer cela il faut utiliser la définition séquentielle des suites !

L; = lim xsin(x)
X—+00
On pose :
u, = 21n
Vn € N,

i
vn=2nn+§

limu, =limv, = +o
n n
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Cependant on a :
i
vn €N, f(u,) =0—-0etVn €N, f(v,) = 21Tn+§—> +o0

D’apres la propriété séquentielle de la limite, f n’admet pas de limite en +co.

1
(_1)l§J
Lz = hm
X—-0 X
De méme on pose :
1
Uy = =—
Vn € N, 21n
TN+ 1

limu, =limv, =0
n n
Cependanton a :
vn € N, f(u,) =2n - +oetvn €N, f(vy)) = —-2n+1) » —o0
D’apres la propriété séquentielle de la limite, f n’admet pas de limite en +co.

1
L; =lim cos(x) cos (—)
X—0 X

On pose :
( _ 1
Yn = om
Vn € N*, 1
|Vh = —
k 2mn + 7
On a alors :

1 1
vn € N* f(u,) = cos(u,) cos <—) = cos (—) -1
u 2mn

n
1 1
vn € N*, f(v,) = cos(v,) cos (—) =cos| —5x |X0=0-0
Vn 2mn + =

D’apreés la propriété séquentielle de la limite, f n’admet pas de limite en +oo.

Exercice B.4 : Etudier la limite (éventuellement a gauche et a droite) de chacune des expressions suivantes au point
considére :

x2—(@+1x+a Vx3 —2x%2 +x Vi+x—+v1-—x
ena ; ——  enl ; en0
x3 —a3 x—1 X

1) On sait que :
V(x,a) € C3,x3 —a% = (x—a)(x? + ax + a?)
V(x,a) EC4 x> —(@a+1x+a=(x—a)(x—1)

On a donc :
2
x*—(a+1Dx+a x—1
V(x,a) € C3,x # a, =
(x.2) x3 — a3 x% + ax + a2
1 cas:Sia#0ona:
s 4 ax 4 a2 — i X*—(a+Dx+a x—1 a-1
) o raxman=Am x3 —a3 _xl—r>rglxz+ax+az_ 3a2
2me cas: Sia=0o0na:
o x2—(@+x+a | x-—1
lim = lim = —00
x—-0t x3 —as x—0t X3
o x*—(@+Dx+a . x-—-1
lim 3 3 = lim 7 =t
X—=0" X2 —a Xx-0" X

2) On sait que :
Vx € Rx3 —2x2 +x=x(x? —2x+ 1) = x(x — 1)?
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On en déduit donc que :

\/X3—2X2+X_|X—1|

vx € R, x # 1, Vx
x—1 x—1
On en déduit donc que :
VX3 —=2x%+x
im ————=1
x-1* x—1
VX3 —2x%2 +x
lim ——— = —
x—=1" x—1
On peut le voir sur la courbe ci-dessous :
25 y7\/m372m2+x
uE T+ 1

3)Ona:
VITx-vI—x . VItx . VI—x
lim = lim — lim
X-0 X Xx-0 X Xx-0 X
oVl 4+x—-1  J1l-—x-—1
= lim — lim
x—0 X x—0 X
=£'(0) — g'(0)
Avecfix > V1 +xetgx—=>V1l—x
On a donc :
Vx > 1f’() ! = f'(0) !
x> —=,f'(x) = = —
2 2V1 +x 2
1 -1 1
Vx<-,8'(x) = =g'(0) =—=
S0 === 0 = —;
On en déduit donc que :
o Vl+x—+vV1-—x
lm& " =1
X—

Remarque : On aurait pu voir aussi que :

Vi+x—v1—x limh(x)—h(O)
X

lim avech(x) =v1+x—+v1l-—x
x—0 X x—0
On a alors :
VE[ll]h’() LI h'(0) = 1
X ——:;=|,h (x) = = =
2°2 2V1+x 2V1-—x
Exercice B.5 : Calculer les limites suivantes si elles existent :
Lol sin?(x) — sin?(a) . tan(5x) _ . 1—cos(x)
1 Xl—I>Ic11 x%2 —a? z xl—r}(l) sin(Zx) 3T XII}(l) x?
1)Ona:
~sin?(x) —sin?(a) . [sin(x) — sin(a)][sin(x) + sin(a)]
L; = lim = lim
e X2 — o X—a x—a)(x+ )

Or on sait que :
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[sin(x) — sin(a)]
m
X x—a)

( [sin(x) +sin(a)] sin(a)
[ lim = sia# 0
4 X-a x+ o) a
|
\

= cos(a)

lim [sin(x) + sin(a)] P,
—a x+a)

X

On en déduit donc que :

 sin?(x) — sin?(q) cos(a) sin(a)  sin(2a) Giaso

b=l e_e B « o 2a

Isia=0

2)Ona:
L ’ tan(5x) tan(5x) X ~ tan(5x) i X
= —_— = X
2= % sin(2x) x50 X sin(2x) X0 X X0 sin(2x)
5 1 5

= X = —
cos?(5x0) 2cos(2x0) 2

3) On sait que :
1—cos(x) .. 1—cos(x) 1+ cos(x)
= lim X

Ls = }(l—r}(% X X—0 X2 2
s 1—cos?(x) 1
A X2 x 2
1< _ sin(x))2
=—|lim
2\x-0 X

On en déduit donc que :

1—cos(x) 1
X0 X2 2

Partie C : Extrait de concours SUP-SPE

Exercice C.1 (Optima SUP-SPE 2016) : Soit f une fonction décroissante, définie sur ]0; 1] telle que :
Vx€|0;1],1 —x<f(x) <2+x
Montrer que f admet une limite en 0.

Il suffit de voir que f est bornée sur ]0; 1]. On pose:

m = inf{f(x);x €]0;1]}
Comme f est décroissante et :

vx €]0;1],0 < f(x) <3
On a alors :
m = inf{f(x);x € ]0; 1]} existe.
Comme f est décroissante on a :
m = sup{f(x);x €]0;1]} = lim f (x)

(o]
Exercice C.2 (CCP PC 2015) : Soient I un intervalle de R non réduit a un point x, € I, £ € R et f une fonction
définie sur I telle que
lim f(x) = ¢

XX
a) Soient a et b deux réels tels que a < £ < b. Montrer que :
Ju>0,VXE [xg—WXo+ 1, a<f(x)<b
b) Soit a un réel tel que £ # a. Montrer que :
Ju>0,VXE [xg— WX+ 1|, f(X) #
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1) On sait que :
limf(x) =¢ ©VeeRIAISGERVXEL|x—X0| <6 = |f(x)—f|<¢

X—Xq
On a donc :

VeeRISERVXEL|x—¢|<6 = £P—-e<f(x)<f+e€
Or on sait que :

a<ft<b
11 suffit de poser € =%xmin(f—a;b—#).
On a bien :
e>0
{—e>a
{+e<b
On a donc :

Ju>0,vxelL|x—X)| <pa<l—e<fx)<f+e<b
Or on sait que :
X — X0l S H & X € [xg — W Xo + 1]

On a donc :
Ju>0,VXE[xg— WX+ 1,a<f(x) <b
2) Ici il suffit de poser :
| —«of
€= > >0carf +a
On a donc :

Ju>0,VXE[xg—WXo+ M, —e<f(x) <l +e€
=3u>0,VXE [Xg— WX+ M, Ifx) —al| >0
=3Iu>0,VXE|Xyg— WX+, fx) #a



