Fiche TD 15 : Calcul matriciel

|Partie A : Se familiariser avec le calcu]]

Exercice A.1 : On pose :

a=(5 2)=(7 5
Déterminer AB et BA puis 3A + B.

Exercice A.2 : On pose :

2= s oB=(7 8

Déterminer quel produit est autorisé et calculez-le.

Exercice A.3 : Résoudre I’équation :
x2-2x= (" )

6 3

|Partie B : Les matrices carrées|
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Exercice B.1 (Matrices élémentaires) : On appelle matrice ¢lémentaire E;, de M, (R) la matrice définie par :

1si(Q,{) = (LK)

El,k = (eirj)lsi,an avec ei'j - { 0 sinon

a) Déterminer la matrice ¢lémentaire E; 3 de M3(R).
b) Pour tout (k, Z,k’,#') € [1,n]?, déterminer que vaut le produit :
Epx X Egypr

Exercice B.2 : On pose :

Z = {M € M, (R), VA € M, (R),AM = MA}
a) Déterminer deux matrices de Z.
b) A I’aide des matrices élémentaires, déterminer Z.

Exercice B.3 : On dit que A = (ai,]-) € M, (R) est stochastique si est seulement si :

v(i,j) € [1,n]%a;; = 0
n

Vie [[1,11]],23” =1
=1

1) Donner une matrice stochastique de M, (R).

1<i,j<n

2) Soit A et B deux matrices stochastiques de M, (R). Montrer que VA € [0; 1],AA + (1 — A)B et AB sont

stochastiques.

Exercice B.4 (La Trace) : On définit :

n

VA = (ai,j)Kij(n € M,(R), Tr(A) = Z Ak k
- k=1
5 2 6
1) On pose : A = <6 1 2 > Déterminer Tr(A).
1 3 =2

2) Montrer que :
V(A,B) € (M;,(R))’, Tr(AB) = Tr(BA)
3) En déduire que V(A; B) € (M, (R))*, AB—BA £ I,



Exercice B.5 : On définit :

VA= (ay), ., € Ma(B),TEA) = ) g

k=1

1<i,j<n

Soit (A, B) € (M, (R))*
Montrer que :
VM € M, (R), Tr(AM) = Tr(BM) = A = B

100

Exercice B.6 : Calculer (i :g)

Exercice B.7 : On pose :
1 0 0 0 1 —sin(0)
A= (0 1 1) etB=| -1 0 cos(®) |,Cc= (‘S:Egg
1 0 1 —sin(@) cos(0) 0
Calculer A™ pour tout entier naturel n.

Exercice B.8 : On pose :

1) Calculer (M — I3)(M + 313).
2) En déduire M™ pour tout entier naturel n.
3) On pose les suites (uy), (v,) et (wy,) tels que :
Uppq = 2u, — 2vy +wy
(ug, v, Wo) € R3,Vn €N, {Vnﬂ = 2u, — 3v, + 2w,
Wnt1 = —Up + 2Vy
Déterminer une expression de chaque suite en fonction de n.

Exercice B.9 (Oral ccp PSI 2016) : Soit a un réel. On pose :
1—-2a a a
M(a) = a 1-2a a

a a 1-2a
1) Montrer que :

Vv(a,b) € R?,M(a) x M(b) = M(a + b — 3ab)
2) Trouver une suite (u,) tel que :
vn € N,M(a)" = M(u,)

Exercice B10 : On pose :
1 (2)

A= “
(2) 1

Calculer A™ pour tout entier naturel n.

sh(x))
ch(x)
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Exercice B11 (Oral Mines-Ponts Psi 2014) : Soit a un réel non nul. Calculer A™ pour n entier naturel et a :

2

0 a a
! 0
A=| 2 a
1 1 1
a?z a
Exercice B.12 : Calculer A™ avec 4 :
01 1 1
|1 0 1 1
A=l11 0 1
1 1 10



Page 3 sur4

|Partie C : Calcul de I’inverse par polynéme ou astuce

8 -1 2
Exercice C.1: On pose: A = < 7 0 2 )
-18 3 -4
a) Calculer A3 — 4A% + 5A
b) Montrer que A est inversible et déterminer A™?.

~1 —2).

Exercice C.2 : On pose : A = ( 3 4

a) Calculer A% — 2A + 21,.
b) Montrer que A est inversible et déterminer A™1,
c¢) Retrouver ce résultat grace a la formule.

2 -1 2
Exercice C.3 : On pose : A = ( 5 -3 3 )
-1 0 =2
1) Calculer (A + 13)3
2) En déduire que A € GL3(R)

2im

Exercice C.4 : Soit n un entier supérieur ou égale 2. On pose w = e n et

— (i &=D(-
A= (w( B 1))1sk,lsn € Mn(©)
1) Calculer AA.
2) En déduire que A est inversible et calculer A7,
Exercice C.5 : Calculer si cela est possible I’inverse de :
01 1 1
_(1 0 1 1
A= 1 1 01
1 110

|Partie D : Par un systéeme linéaire ou Gauss—Jordan|

Exercice D.1 : Déterminer I’inverse, s’il existe, des matrices suivantes :
3 2 -1 -1 0 2 1 -1 0
A=<1 -1 1>;B=(0 0 1);C=(1 2 1)
2 -2 1 0o -1 1 1 1 0

Exercice D.2 : Déterminer si les matrices suivantes en discutant suivant le parameétre réel o puis calculer leur inverse.

2) cosha  sinha a 1 1 1 2 1
: sinha  cosha b) 1 a1 c) 11 1+a |.
1 1 o 11 —a?

0o -1 1 1 1 0
Exercice D.3 : On considére les matrices suivantes :A=(1 2 —-3)etP=|1 -1 1
1 1 =2 1 0 1

a) Montrer que P est inversible et calculer son inverse.

b) Montrer que : D = P~1AP est diagonale, puis calculer D"
¢) Montrer que A" = PD"P~1.

d) On pose :

(UO'VO' WO) = (3r1r5)
Upt1 = —Vp + Wy
Vi1 = Uy + 2vy, — 3wy
Wpiq1 = Up + VvV — 2wy

Déterminer une expression explicite des suites u, v et w.

Vn €N,



Exercice D.4 (Matrice a diagonale dominante) : Soit A = (ai’]-)1<ij<n

vi € [1,n], |a;;| > z |aij| = A € GL,(R)
J'El[[qlt,ln]]

Exercice D.5 : On considére les matrices :

Az(j é) eth(} ;)

a) Montrer que P est inversible et calculer P71

b) Calculer P"1AP. En déduire alors A" pour tout n entier naturel.

c) On pose les suites (uy) et (v,,) définie par (uy,v,) € R% et :

Up1 = —Up + 2vy
Vi1 = —4u, + 5vy
Donner la formule explicite de u,, et v, en fonction de n.

d) On considére les équations différentielles :

VHEN,{

{ X' =—-x+2y
y' = —4x + 5y
Résoudre de deux maniéres différentes cette équation différentielle.

|Partie E: Matrices symétriques|

Exercice E.1 : Soient (n,p,m) € (N*)3,A € M, ,(R), (B,C) € (Mm,n(IRz))2
1) Montrer que :
AAT =0, = A =0,
2) Montre que :
BAAT = 0,,,, = BA = Oy,
3) Montrer que :
BAAT = CAAT = BA = CA

Exercice E.2 : On veut montrer que A € A,(R) = (I, + A) € GL,(R)

1) Soit X un vecteur colonne. Montrer que XX € [0; +oo[

2) Soit A € A, (R). Montrer que (I, + A)X =0,; = X =0y

3) En déduire que (I, + A) € GL,(R)

4) Soit A € A,(R). On pose M = (I, — A)(I, + A)~. Montrer que M~ = MT

€ M, (R). Montrer que :
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