Fiches d’exercices 14 : Continuité
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Partie A : Continuité locale

Exercice A.1 : Soit f la fonction a valeurs réelles définie par :
xsix <1
f(x)={x*sil<x<4
8Vx six >4
1) Tracer le graphe de f.
2) f est-elle continue sur R

1)

2) 11 suffit de voir que f est continue sur chaque intervalle |—oo; 1[, [1; 4] et ]4; +oo[. De plus on a :
lm f(x)=1=f(1)
X—
lim f(x) = f(4)
x—4

Donc f'est continue sur R.

Exercice A.2 :
Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité en 0 pour feten 1 pour g ?

1 2
f(x) = sin(x) sin (;) b) g(x) =

1—x 1—x2

1) On sait que :
Vx € R, |sin(x)| < |x|
On a donc :
1
Vx € RY, ‘sin(x) sin (;)‘ < |x|

On a donc :

limf(x) =0

x—0

On peut donc prolonger f par continuité en 0 en posant :

R-R
- 1
: . m (2 six 0
f XH{Sln(X)SlTl(x) six
Osix=0
2)Ona:
v>1()_1 2_1(1 2)_1(x—1>_ 1
* A P R Rl g 1+x/ 1—-x\14+x/ 14x

On a donc :
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] 1
limg(x) = -3

On peut donc prolonger par continuité en 1 en posant :

( ] -1 +o[>R
! 2 i x #+ 1
~ — six
IV, dl—x 11—x2
—Zsix=1
k 5 Six
Exercice A.3 : On pose :
R—->R
x%e X
g: XH{l_e_Xsm;tO
0 sinon

On cherche a montrer que g est continue.
1) Ecrire la condition nécessaire et suffisante pour que g soit continue.
2) Démontrer que :
VXE[-1;1],1+x+x>>eX>1+x
3) En déduire que g est continue sur R.

1) On souhaite que :

limg(x) =0

x—0
2) On pose :

VxER,f(x) =e*—1—x
On sait que f'est dérivable sur R et que :
VxER, f'(x) =e*—1

On a donc le tableau de variation suivant :

r |—C 0 400

fl@)| — 0 +

f) \0 /S

On en déduit donc que :
Vx ERe*>1+x
On fait de méme en posant h:x = ¥ — 1 — x — x?
On sait que h est dérivable sur R et que :
Vx ERA'(x)=e*—1—2x
On a donc :
Vx € R A" (x) =e* -2
On a donc le tableau de variations suivant :

ro|—1 In(2) 1
I
Lt e—3
() ™~ 7
1-In(4)

Oronsaitquee —3 <0

De plus h' est continue sur [—1; In(2)], strictement décroissante et change de signe. Il existe donc un unique a €
[—1;1In(2)] tel que h'(a) = 0, d’apres le théoréme de la bijection.

On a donc le tableau de variations suivant :




h(x) — 0+

() 6 \ /

h(z) + ¢ - -

Or on sait que :
h(ad)=e*—1—-2a=0
On a donc :
h(@)=e*—1—-a—a’=a—a?=a(l —a)

De plusona:h’(0) = e® — 1 = 0. On en déduit donc que a = 0.
On a donc :

VxeE[-11,1+x+x2>e¥*>1+x
3) On en déduit donc que :

vxe[-1;1],-x€e[-L1] = 1—-x+x?>e*>1—x
>Vxe[-L1,x>1—e*>x—x?

1 1 1
=Vxe[-1;1],x #0,— < — < > car x = — est décroissante sur R*~
x l1l—e™* x—x X

Ze—x xze—x xZe—x

x
=Vxe|-1;1],x # 0, < <
[ ] 1—e* ™ x—x2

xe ¥

=Vxe[-11,x#0,xe *<glx) < e
Or on sait que :

xe X

lim =limxe™*=0
x»01—x x-0

Donc d’aprés le théoréme des gendarmes,
limg(x) =0

x—0
Donc g est continue sur en 0 donc sur R.
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et R**

Exercice A.4 : On pose :
10; 1[U]1; +o[-> R
g: x+2)(x—-1)
xXHow ——
x In(x)
a) Montrer que g est prolongeable par continuité en 1.
b) g est-elle prolongeable par continuité en 0 ?

a) On veut montrer que :
lim g(x) existe!
x—-1

x+2)(x-1) (x+2)><l' x—1 _ x—1
-1 xln(x) i bl In(x) bl In(x)
Or on sait que :
o Inx) . In(x) —In(1) , 1
fclliqx—l_ilf} x—1 _ln(l)_I_l




Ainsiona:

lim 0o = 1 (par quotient)

On a donc :
I x+2)(x—-1)
Xl—rg xln(x) B
Donc g est prolongeable par continuité en 1 en posant :
10; +o[— R
~ x+2)(x—1) .
g: X - T(x) six>1
3six=1
b)Ona:
lim (x +2)(x—1) =-2
. o0t . , .= lim g(x) = +o
,}L%L xIln(x) = 0~ (croissance comparée)  x-o0*

Ainsi g n’est pas prolongeable par continuité en 0.
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Partie B : Continuité globale

Exercice B.1 : Soit n € N*. On pose :

n
(E):ix+x2+ - +x"= Zxk =1
k=1
1) Montrer que (E,,) admet une unique solution sur [0 ;+oo].
2) Soit x,, cette unique solution. Montrer que (x,,) converge puis calculer sa limite.

a) Soit n € N. On pose la fonction :
[0; +o[— R
fn: 2 n
x> x+xt+-+x
fa € CL(R) et
Vx ERY, fH(x) =1+ 2x++nx""1>0carx >0
On en déduit donc que f,, est strictement croissante sur R*.

xr |0 +o0
fl) +
400
f n /
0

On a donc f, est :
_ continue sur R*
__ strictement croissante sur R*
_£,(0) =0etf, = +co quand x = +o0
Donc d’aprés le théoréme de la bijection, il existe un unique x, € R* tel que f,(x,) = 1
b)Ona:
VneEN, foi1(xg) =%xp + X2 4+ )" + )™ =14 (x,)" > 1

On en déduit donc que :

fn+1(Xn) > fn+1(Xn+1)
Comme la fonction f,,;; est croissante on en déduit donc que : f,, 41 (X,) > fr11Xps1) = Xp > Xpsq
Donc la suite (x,) est décroissante.
De plus (x,) est minorée par 0 donc elle converge vers un réel £,¢ > 0.
De plus on sait que :

vneN" ' n=>2f(1)=n>1




= Vn €N n=2f,(x,) <f(1)
= Vn € N*,n > 2,x, < 1 car f, est croissante sur R*
De plus on sait que :
vneN" " n=2,x,+ -+ (x)" =
= xn = 1= () (142 + -+ (0)"72)

1— ()"
= 1 — 2 X —
()? X ==
On en déduit donc que :
1—(x n—1
vn €N n>2,x,=1- (x,)? x¥
1—x,

De plus on sait que :
Vn=20<x,<x,<1
>vn>20< ()" 1< (x)"1<1
Or on sait que :
lign(xz)"‘1 =0carx, <1
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
lign(xn)"_1 =0

On a donc par passage a la limite :
1- ()"t

1—x,
=L=1-4?X !

1-¢

=02 =1—¢— {2

x, =1—(x,)% X

:€=E

On en déduit donc que :

li !
l;nxn = E
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Exercice B.2 : Soit f : | = R une fonction continue telle que :
vxeLf(x)?=1
Déterminer toutes les fonctions f possibles.

Etsif =1,f,(1) = n > 0 ce qui est impossible.
On sait que :
1
VxelLf(x)?’=1oVxelf(x)={ou
-1
On suppose qu’il existe deux intervalles I'et ]" inclus dans I disjoints telle que :
vxel,f(x) =1
Vxe] f(x)=-1

Comme f est continue sur i on peut appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires et il existe ¢ € I tel que f(c) =0

et donc f(c)? = 0 ce qui est absurde.

On en déduit donc que :

Soit f : [ = R une fonction continue telle que :
VXELf(x)?=1f=1,0uf= -1,

Avec 1; qui désigne I’indicatrice de L.

Exercice B.3 : Une personne parcourt 4 km en une heure. Montrer qu’il existe un intervalle de 30mn ou il a parcouru

exactement 2km.
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[0;60] - R
t — f(t) = distance parcourue en km par la personne au bout de t minutes
On pose alors :

On pose f : {

) [0;30] - R
' {t - f(t + 30) — f(t)
On sait que :
vt € [0;30],g(30) + g(0) = f(60) = 4
On en déduit donc que :

ou
g(30) <2etg(0)=>2
Comme g est continue, il existe t € [0; 30] tel que g(t) = 2 d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires.

{g(30) >2etg(0) <2

Exercice B.4 : Soient f et g deux fonctions de [—1 ; 1] dans R. On définit pour tout x € R, la fonction :
M(x) = sup (f(t) + Xg(t))
te[-1;1]

a) Expliciter M(x) lorsque f(t) = V1 —t2 et g(t) = t.
b) Montrer que M: R — R est bien définie.
¢) Montrer que :

M(x+h) <MXx)+hx sup g
te[-1;1]

Vh>0,Vx ER,
X M(x + h) = M(x) +hxte[iI11f-1]g

d) En déduire que M: R — R est continue.

a)Ona:
M(x) = sup (f(t) +xg(t)) = sup ( 1—t2 +Xt)
te[-1;1] te[-1;1]

On pose :

b { [-1;1] - R

lem 1 -t2 4 xt
On a alors :

, t
hy € D(]-1;1Det: Vte |-1;1[, hg(t) = —m + X
On résout :
R +x=0=x= ‘ >x/l-t2=t=x*(1-t)) =t>’= X =t?=|t| = X
V1—1t2 1-t2 1+x? V1 +x2
Deplusona:
t

hy(t) = — +x

b V1—t2
h,' a les mémes variations que

t
hy:t - —
° Vi-1t2
11 suffit alors de voir que :
2
V1—t2 + 1t -

Ry (@) = -

On en déduit donc que :
hg (t) = 0 admet au plus une valeur sur | — 1; 1[, appelé t,.
On sait de plus que :
hy(0) =x
On en déduit donc que :

Six < 0alors:
X

<0
V1 + x2

hy(0)=x< 0=ty =
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De méme si x > 0 alors :

X
hi(0)=x>0=>t,= >0
* 0 V1 + x2
On a donc le tableau de variations suivant :
t =1 i 1
vV 1—'—3:2
hiit) -

hidt) + ? —
o]
h:
I B o \/|1+_;c?)

On a donc :

2

M(x) = sup (f(t) + Xg(t)) = hx(
te[-1;1]

) [ i) e
Nopa i) i) TVire Viee
= M(x) =1 +x?

b)Ona:
M(x) = sup (f(t) + Xg(t))
te[-1;1]

Or on sait que (f,g) € (C’([—l; 1]))2, on en déduit donc que :
Vx € R, hy:t - f(t) + xg(t) € C([—1;1])
Or toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Donc il existe ty € [—1; 1] tel que :
M(x) = hy(to)
Donc M est bien définie.
¢) On sait que :
sup(f+ g) < sup(f) + sup(g)
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On a donc :
Vh > 0,M(x+h) = s[up (f(t) + (x+ h)g(t))
— te?Bf-l](f(t) +xg(t) + hg(v)
< sup (f(t) + Xg(t)) + sup (hg(t))
te[—-1;1] te[—-1;1]
<M(xx)+hx sup g

te[-1;1]
De mémeona:

M(x+h) = s[up (f(t) + x4+ h)g(t))

= sup (f(t) +xg(t) + hg(t))

te[-1;1]
Or on sait que :

vt € [—1; 1], f(t) + xg(t) + hg(t) = f(t) + xg(t) + hteggfl] g

On a donc :
M(x+h) = sup (f(t) +xg(t) + hg(t))
te[-1;1]

< sup (f(t)+xg(t)+h inf g)

te[-1;1] te[-1;1]

- .
< M(x) + h x tE[llllf;l]g

d) M est continue sur R si et seulement si :
%lirrtl) M(x + h) = M(x)

Or on sait :
Vh>0,VXERMX +hx inf g<M(x+h)<M(Xx)+hx sup g
te[-1;1] te[-1;1]
Comme g est continue sur [—1; 1], g est bornée et atteint ses bornes. Donc il existe (to,t;) € ([—1; 1])? tel que :
i, 8= 8(t) =
sup g=g(t;) =M
te[-1;1]

On en déduit donc que :
Vh>0,VXxXERME) +hxm<MEx+h)<ME) +hxM
Donc d’apres le théoréme des gendarmes, on a :
h11)r(r)1+ M(x + h) = M(x)
On peut raisonner de méme et démontrer que :
hli,%l— M(x + h) = M(x)

On en déduit donc que M est continue sur R.

Exercice B.5 : Soient f et g deux fonctions continues sur R tel que :

Vx € Qf(x) =gx)
Montrer que f=g

11 suffit d’utiliser la densité de Q dans R. C’est-a-dire que :
vx € R,3(x,) € QN tel que :
11111n X, =X
Autrement dit tout nombre irrationnel est limite d’une suite de rationnels. 11 suffit de prendre par exemple la suite des
décimale de x.
Comme f et g sont continues sur R, on a :
vn € N, f(xn) = g(xn) = 0 = lim f(xy) — g(xn) = 0 = f(x) — g(x)

On en déduit que f = g.

Exercice B.6 : On pose :
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10; 1[- R
f: 1 4 1
H —
X x x—1
1) Montrer que f est bijective.
2) Déterminer :
lim f~1(2™™)
nh—+oo

1) Il suffit de voir que f est dérivable sur son ensemble de définition et que :

, 1 1

vx €]0; 1[, f x) = —X—z—m <0

Donc f est continue et strictement monotone sur |0; 1[, elle est donc bijective d’aprés le théoréme de la bijection.
De plus on peut voir que :

g 109 = o

lim f(x) = —o

X-1"
Donc f réalise une bijection de ]0; 1[ dans R.
2) On sait que f~1 est continue sur R et donc :

Jim_ 7127 = £7(0)

11 suffit alors de résoudre I’équation :

=0 = —
x—1_ TF*73

1
On en déduit donc que :

1
lim f‘l(Z_“) = E

n—-+oo

Exercice B.7 : Soient (a;b) € R? et f € C°([a; b]; R) tel que :
f([a;b]) < [a; b]
Montrer que :
Jce€[a;b],f(c)=c

11 suffit de poser :
g:x - f(x) —x
Ona:
g(a) =f(a) —a = 0carf(a) € [a;b] donc f(a) > a
De méme on a :
g(b) = f(b) — b < 0 car f(b) € [a; b]

On a donc :
e gec([ab])
e g(a)<o0
e gb)=0

Donc d’aprés le TVI, il existe une valeur ¢ € [a; b] tel que g(c) =0
Donc :
Jce€[a;b],f(c)=c

Exercice B.8 : Soit f : [0; 1] — R une fonction continue telle que f(0) = f(1). Montrer que :

f(x1) = f(x3)
3(x4;%,) € [0; 1], 1
X2 - Xl = E

On pose :
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o}
g 1
X f<X+§) — f(x)
Ona:
8(0) = () - ()
s(5)=1-1(3)
On a donc :

8(0) +5(3) = () ~ 0 = 0
On en déduit donc que :
Irg(O) >0 etg(%) <0
ou
Ikg(O) <0 etg(%) >0
Donc :
e g change de signe sur [0; %] (ou g est toujours nul !)
e gestcontinue

Donc il existe ¢ € [0;%] tel que g(c) =0

On a alors :
1
f( +-):f
c+3) = f©
On pose :
X;=¢C 2,xz—c
On a alors :

1
XZ_X].:_

{f(x1) = f(x3)
2

Exercice B.9 : Soient [ un intervalle de R et f : I = IR une application continue et injective. On se propose de montrer
que f est strictement monotone.
Partie A : Premiére méthode :
On considére (a,b,x,y) € [* aveca < b etx < y. On pose :

vte [0;1],u(t) =tx+ (1 —1t)a

vte [0;1],v(t) =ty + (1 —t)b

vt € [0; 1], G(t) = f(u(v)) — f(v(v))
1) Calculer u(0),u(1),v(0) et v(1).
2) Tracer u et v.
3) Montrer que :
vt € [0; 1], u(t) < v(t)
4) En déduire que G ne s’annule pas sur [0; 1] puis que G(0) et G(1) ont méme signe.
5) En déduire que f est monotone sur 1.
Partie B : Deuxiéme méthode : On suppose que f n’est pas monotone.
1) Expliquer pourquoi on peut supposer :
Ja < b < ctels que f(a) < f(b) < f(c)

2) Faire un dessin.
3) Conclure.

Partie A : Premiére méthode :
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DHu(0) =a,u(l) =x,v(0) =betv(l) =y

2)

y

b

X

a

3)Ona:
vte]0;1fa<b=tx<ty et (1—tla< (1—1t)b
>0

Par addition :

Vte]g; 1 tx+ (1 —ta<ty+ (1 —-1t)b
Sit=0,tx+(1—-tla=a<b=ty+(1—-t)b
Sit=1,tx+(1—-ta=x<y=ty+ (1 —-t)b
On a donc :

vt € [0; 1], u(t) < v(t)

4) On a vu grace a la question précédente que :
vt € [0; 1], u(®) < v(t) = u(t) # v(v) = f(u(v)) # f(v(v)) car f est injective.
On a donc :

vt € [0; 1], G(t) = f(u(v)) — f(v(D)) # 0
Donc G ne s’annule pas sur [0; 1].
Or f est continue (énoncé) de méme que u et v (fonctions affines). Donc par composition G est aussi continue et
comme G ne s’annule pas, d’apres la contraposée du théoréme des valeurs intermédiaires, on en déduit que G est
toujours de méme signe. Donc G(0) et G(1) sont de méme signe.
5) On a d’apres la question précédente :
V(a;b) €1%2,a < b,V(x,y) € [a;b]?,x <y le signe de f(a) — f(b) = G(0) est le méme que le signe de G(1) = f(x) —
f(y). Donc la fonction f est monotone.
Partie B : Deuxiéme méthode : On suppose que f n’est pas monotone.
1) On suppose ici que f n’est pas monotone. Donc elle n’est ni croissante ni décroissante sur [.
On cherche donc la négation de :

{V(a, b) € I2,a < b = f(a) < f(b)
ou
V(a,b) €1%,a<b = f(a) > f(b)

Ce qui donne :

V(a,b) € 1?,a < b = f(a) < f(b)
o !

ou ou
V(a,b) € 1%,a < b = f(a) > f(b) Jda < b < ctels que f(a) > f(b) et f(b) < f(c)
On peut supposer le premier, ce qui ne change rien a la démonstration.
3) On pose :

{Ela < b < ctels que f(a) < f(b) et f(b) > f(c)

f(a) + f(b) f(c) + f(b)
M = max ,
2 2
On sait que :
f(a) < M < f(b) et f(c) < M < f(b)
Donc en appliquant le TVI sur I’intervalle [a, b] puis sur I’intervalle [b, c], on obtient (x1,x,) €]a, b[N]b, c[ tel que
f(x1) = f(x,). Donc f n’est pas injective.



Donc f doit étre monotone pour étre injective.
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| Exercice B.10 : Soit f : [0; 1] — [0; 1] continue vérifiant f(0) = 0;f(1) = 1,V x € [0; 1], fof(x) = x. Déterminer f.

On sait que f(f(x)) = x. Donc f est bijective et f~1:x > x
Comme f est continue, f est monotone.
Or f(0) = 0 < f(1) = 1 on en déduit donc que f est croissante.
Donc Vx € [0; 1], f(x) € [0; 1].
Soity € [0; 1]. On pose la suite définie par :

U =Yy

{Vn € N,uyyq = f(uy,)
Comme f est croissante, (u,) est monotone.
Orona:
vn € N,upyp = f(upyq) = f(f(un)) = Up
On en déduit donc que (uy,) est stationnaire car monotone.
On a donc :
vn € N,u; =y = f(ug) = f(y)

Donc la seule fonction qui convienne est f: X = X

dm > 0; Vx € [0;1],f(x) + m < g(x)

Exercice B.11 : Soient f, g : [0; 1] - R continues telles que V x € [0; 1], f(x) < g(x). Montrer que :

On I’a fait dans le cours. On pose : h:x — g(x) — f(x)
Ona:
vx € [0;1],h(x) >0

De plus h est continue sur un segment donc elle est bornée et atteint ses bornes :

ax, € [0; 1], vx € [0; 1], h(x) = h(x,)
On pose m = h(xg)
On a bien :

dm > 0; Vx € [0; 1], f(x) + m < g(x)
Remarque : Cela n’est plus vrai si ’on se place sur un segment.

Contre-exemple :
R—-R R—->R
f: { 1 etg: { 2

X -
1+ x2 1+ x?

1
VX € R,g(X) —f(X) :m> 0

Cependant :
Jim (g(x) —f(x)) =0

| Partie C : Equations fonctionnelles

suivantes :

a) Vx € R, f(2x) = f(x)

b) Vx € R, f(x)? = f(x)

€) Vx € R, f(x?) = f(x) (On poura prendre (x2") et (xz_n))

d) Vx € [0; 1], f(x?) < f(x) et f(0) = f(1) (On poura prendre (in) et (xz_n))

un+1)
2

x+1
e)VX ER, f(T) = f(x) (Etudier la suite définie paruy = xetup,q =

Exercice C.1 : Déterminer toutes les fonctions continues sur ’intervalle considéré vérifiant les relations fonctionnelles




Pour ce genre d’exercice il faut utiliser les suites et la définie séquentielle de la limite !
a) Soitx € R. On pose :

Ug =X
un
VIl E N,un+1 == 7

On a alors :
n

Vn € N,u, = (E) X

On a donc :

n—-+oo

1
lim u, =0 car el -1;1[
Deplusona:
un
Vi € N, f(unsa) = £(57) = flun) = (0

Donc f(u,,) est stationnaire.
Or on sait que f est continue en 0 donc :

lim f(uy) = £(0) = (9

On en déduit donc que f est constante.
b)

1

Vx € R f(x)? =fx) © Vx€Rf(x) ={ou

-1

On suppose qu’il existe ] et ]’ deux intervalles distincts inclus dans R tel que :
vx €] f(x) =1
vx €], f(x) = -1

Or f est continue sur R donc d’aprés le TV, il existe ¢ € R tel que f(x) = 0. Absurde car f(c)? = 1

On a donc :
f=1ouf=-1

Il n’existe alors que deux fonctions qui vérifie cette relation fonctionnelle tout en étant continue.

Remarque : Si f n’est pas continue il existe une infinité de fonctions vérifient cette relation.

Exemple :

B E— ) FEEEENE — ) I — BN !

: y= (AI)E(I)

c)Ona:
vV x € R, f(x?) = f(x)
On suit I’indication.
e 1%cas:Soitx€]—1;1J.
On pose :
vn € N,u, = x2"
On a alors :
2

2

21’1+1 — le’lxz — (le’l) — un

ug =xetvVn € N,u,,; =x
On en déduit donc que :
vn € N, f(up41) = fuy) = f(ue) = f(x)
Deplusona:
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lim2" = 40
n

N“T xN=0carxe[0;1]

Par continuité de f en 0 on en déduit que :
lim f(u,) = f(0) = f(x)
n

On en déduit que :

vx €] — 1; 1], f(x) = £(0)

o 2@mecas: Soitx € R, tel que [x| > 1
On pose :
vneN,u, =x%
On a alors :
2

u, =xetvn €N, (up4,)% = (xz_n_l) =u,

On en déduit donc que :
vn € N, f(u,41) = f(u,) = f(uy) = f(x)
Deplusona:

lim2 ™™ =0
n

limxN =1
N-0

Par continuité de f en 1 on en déduit que :

lign f(uy) = f(1) = f(x)
On en déduit que :

vx € R, tel que |x| > 1,f(x) = f(1)

Par continuité de fen 1 ona:

Xll)r{l— f(x) = f(0) = f(1)
De méme par continuité en -1 :

lim f(x) =f(0) = f(—1) = lim f(x)
x—>—1% X—>—1"
On en déduit donc que :
vx € R, f(x) = f(0)

Donc f est constante.

d)Ona:
x+1
VXE R,f(T) = f(x)
On pose :
uO =X
u, +1
Vn € Nyu,,1 = >
C’est une suite arithmético-géométrique.
On cherche le point fixe :
On résout :
x+1
X = Sx=1
2
On pose :
vneN,v, =u, -1
On a donc :

1
Vn € N,Vn+1 = Up41 — 1= Evn

. .1 o
Donc (v,,) est géométrique de raison . On en déduit donc que :
n

1
VnEN,un=(§> x-1D+1
On a de plus :
u, +1
2

vn €N, f(u,q) = f(

) = fun) = G
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Donc la suite (f(un)) est stationnaire. Or on sait que f est continue en 1 et :
limu, =1
n

On en déduit donc que :
lim f(u,) = f(1) = f(x)
n

Donc f est constante.

Exercice C.2 : Déterminer toutes les fonctions continues sur R vérifiant les relations fonctionnelles suivantes :
a)V(xy) € R%f(x +y) = f(x) + f(y)
b)V(x;y) € R?,f(x +y) = f(x) x f(y)

IV y) € B2 £ ) = i)

a)
e 1¢ cas : On raisonne sur N.
On pose la proposition suivante :
vx € R,Vn € N, P: "f(x™) = f(x)™"
Initialisation : f(0 X x) = f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) = 2f(0) = f(0) = 0 = 0 X f(x)
Donc P, est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose vrai P,. On a alors :
f(nx) = nf(x)
Deplusona:
f((n + 1)X) = f(nx) + f(x) = nf(x) + f(x) = (n + Df(x)

Donc P, est vraie.

Conclusion : P, est vraie et P,, héréditaire donc d’apres le principe de récurrence :
Vx € R,Vn € N, f(nx) = nf(x)
On a donc en particulier :
vn € N, f(n) = nf(1)

e 2ime ca5: On étend sur Z
Vx € R, f(x + (—x)) = f(x — x) = f(0) = f(x) + f(—x)
= Vx € R, f(—x) = —f(x)
Donc f est impaire.
On a donc :
vn € Z~,f(—n) = —nf(1) = —f(n)
On en déduit donc que :
vn € Z,f(n) = nf(1)
e 3i®me cag: on étend sur Q

Ona:
vx € Q,3(a,b) € Z X N*, x =%
On a alors :
f(@) = af(1) = f(bx ) =b x f(+) carb € N
b b
On adonc:

ay a
e 4i®mc ca5 : On prolonge sur R
On utilise la densité de Q dans R. C’est-a-dire que :
vx € R,3(x,) € QN tel que :
lilrln X, =X
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Autrement dit tout nombre irrationnel est limite d’une suite de rationnels. 11 suffit de prendre par exemple la suite des
décimale de x.
Soit x € R. On sait qu’il existe (x,,) € QN tel que :
limx, =x
n

Or on sait que :

vn € N, f(x,) = x,f(1)
Par continuité de f sur R on en déduit que :

lirrln f(x,) = f(x) = xf(1)

On en déduit donc que :
vx € R, f(x) = xf(1)
Donc les seules fonctions continues qui vérifient :
V(xy) € R f(x +y) = f(x) + f(y)
Sont les fonctions linéaires :
f:x — ax,oua = f(1)

b) On constate que si f(0) = 0 alors :

Vx €R, f(x) =f(x+0)=f(x)f(0)=0
On suppose a présent que f(0) # 0.
On a donc :

f(0)=f(0+0)=f(0)>= fO)(f(0)—1) =0

Comme f(0) #0,f(0) = 1.
De plus on sait que :

vx € R, f(x — x) = f(0) = f(x)f(—x) # 0
On en déduit que :

f0)#0 = VxeRf(x) #0

Deplusona:
R\ 2

- E) >0

vx € R, f(x) =f(§+§) =f(

e 1% cas: On raisonne sur N*.
On pose la proposition suivante :
Vx € R,Vn € N, P: "f(nx) = f(x)™ "
Initialisation : Vx € R, f(0) = 1 = f(x)°
Donc Py est vraie.

Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose vraie P,. On a alors :
f(nx) = f(x)™
Deplusona:
f((n + 1)x) = f(nx) x f(x) = f(x)" x f(x) = f(x)**?
Donc P, est vraie.

Conclusion : P; est vraie et P, héréditaire donc d’apres le principe de récurrence :
vx € R,¥n € N*, f(nx) = f(x)"
On a donc en particulier :
vn € N, f(n) = f(1)™
e 2ime cag: On étend sur Z
Vx € R, f(x + (—X)) =f(x—x) =1(0) =f(x) xf(—x) =1

= Vx € R, f(—x) = %

On a donc :

1 1
vn € Z7,f(n) = m = O

= f(1)"

On en déduit donc que :
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Vn € Z,f(n) = f(1)"
e 3ime cag : on étend sur Q

Ona:
VXEQ,EI(a,b)EZXN*,X=%
On a alors :
a a\b
— a — — ) = —
f(a) = f(1) —f(bxb)—f(b) carb € N
On a donc :

e 4i*me ca5 : On prolonge sur R

On utilise la densité de Q dans R. C’est-a-dire que :
vx € R,3(x,) € QN tel que :

lirrln X, = X
Autrement dit tout nombre irrationnel est limite d’une suite de rationnels. 11 suffit de prendre par exemple la suite des
décimale de x.
Soit x € R. On sait qu’il existe (x,) € QN tel que :

limx, =x

n

Or on sait que :

vn € N, f(x,) = f(1)%n = eXnn(fD) car £(1) > 0
Par continuité de f sur R on en déduit que :

lim £(x,) = £(0) = eXIn(f() = f(1)x

On en déduit donc que :
vx € R, f(x) = f(1)*
Donc les seules fonctions continues qui vérifient :
V(xy) € R? flx +y) = f(x) x f(y)
Sont les fonctions linéaires puissances:
fix—a%oua=1(1)=0

¢) On sait que :
X

vx € R, f(x) =f(§+z) =f<

=) = I = 10|

vx € R, f(x) =0

On en déduit donc que :

Sif(0) = 0 on a alors :

vxeRf(5 =( ) JIGOT0) = 0
0.

On suppose a présent qu’il existe x € R, tel que f(x) =
On a alors :

X — X
(0) = f(——) = I X (=0 = 0
On en déduit donc que :
f(0)=0=VvxeRf(x) =0
{f(O) 0 o VvVxeRf(x) >0
On se place dans le cas ou f(0) > 0.

On a donc :
vVx € R, f(x) >0
On pose :
vx € R, h(x) = ln(f(x))
On a alors :

V(xy) € R?h (%) =In <f(x ; y)>
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= In (VfGOT))

1 1
=2 In(f(0) + 5 In(f(y))

_ h() +h()
2
On pose :

vx € R, g(x) = h(x) — f(0)
On a alors :

+ +
V(x,y) E]Rz,g(x 5 y) :h(X 2y

—1h 1h h(0
= Zh(0) +3h(y) — h(0)

1 1
= 2 (h(9) = h(0)) + 5 (h() — h(0))

_8(x) +g(y)
B 2

) —h(0)

On a donc :

(X + Y) _8(x) +g(y)
Vixy) eRZ{E\ T2 )T T 2
g(0)=0

WL IERANE

On a alors :

On remarque que :

X+y
V(X, Y) € RZ' g(X + Y) = 2g<T>

On utilise ensuite le résultat que I’on a vu précédemment au a) :
Vx € R, g(x) = xg(1)

o gx) +g(y)

> =g(x) +g(y)

On a donc :
vx € R, f(x) = g(x) + f(0) = xg(1) + f(0)
On a donc :
3(a,b) € R?,h(x) =ax+b
On en déduit donc que :
J(a,b) € R?,¥x € R, f(x) = 2e?*,A > 0



