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Correction DS n°4

[Exercice 1 : Equation différentielle de degré 3|

Dans ce probléme on se propose de résoudre 1’équation différentielle suivante sur R :
(Eg): y'""+5y" +9y" +5y =0
On pose les trois fonctions suivantes définies sur R par :
firt o e b frrt o e 2t cos(t) et fyit o e~ 2t sin(t)

1) a) Montrer que f; est solution de (Ej).

b) Montrer que f, est solution de (Ej).
On admet pour la suite de cet exercice que f3 est elle aussi solution de (Ej).
2) Montrer que pour tout A1, A5, A3 réels, la fonction t = A4 f; (t) + A, £, (t) + A3f3(t) est-elle aussi solution de

(Eo).
Il reste a montrer la réciproque.

3) Soit y une solution de (Ey). On pose z = y'' + 4y’ + 5y.
a) Montrer que z vérifie I’équation différentielle :
zZ'+z=0
b) En déduire que :
Jr € Rtel queVt € Ry" (t) + 4y'(t) + 5y(t) = Ae™t
c¢) En déduire que :
3(A, Az, A3) € CP tel que yg = Mifi + Aafy + Asfs

1) a) Il suffit de dériver trois fois. On a :
VEER fit) = et = f{() = —e t = f() = et = (1) = —e™

On a donc :

VEER,f1'(®) +5f1 () +9f1(£) +5f1() =0

b) La encore de dériver trois fois. On a :
VtER,fo(t) = e 2t cos(t) = f5(t) = e 2t (=2 cos(t) — sin(t))
= f)'(t) = e ?!(3 cos(t) + 4 sin(t))
= £, (t) = e72(=2cos(t) — 11sin(t))

On a donc :

VEER, f3'(t) + 57 (t) + 9f2(t) + 5f,(t) =0
2) On pose :

hit = A1 f1(6) + A212(8) + A3f5(¢)
Par linéarité de la dérivation, on a :
Rt - 21(f1)'(©) + 22(£2)'(6) + A3(f3)"(6)
Rt e ()" () + ()" () + 2:(f)" (1)
Rt o 4 (f)"'(0) + 22(f2)" (8) + A5(f3) "' (6)
vt € R,A"'(t) + 5h"(t) + 9h'(t) + 5h(t) =
=L (D)"(®) + ()" @) + A:(f)" (@) + S(Al(fl)”(t) + 22(2)" (@) + 13(f3)”(t))
+9(A1(f)' () + A(f2)'(6) + 23(f2) (1) + 5(Af1 (1) + A2£2(8) + A3 f3(8))
=241 (f1'(®) + 51 (®) + 9f1() + 5f1(8)) + A2 (f2' (1) + 5f3 (t) + 9f3(t) + 5f,(1)) +
=0 =0
+23 (f3'(®) + 5f5 () + 9f3(t) + 5f3(1)) = 0
=0

Ainsi h est aussi solution de (Ej).

3) a) On pose :
z=y" +4y"+5y,lalorsz' =y"" +4y" + 5y’
On a donc :
Z+z=y"+4y" +5y'+y"+4y"+5y =y"" +5y" +9y" + 5y =0=10
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Car y est solution de (E,).
b) On sait que :
zZ+z=0 31 R tel queVt € R, z(t) = et
Ainsiona:
JAER telqueVt e R,y +4y + 5y = 2Aet
¢) On résout :
y" 4+ 4y +5y =2e”*t
_ On commence par 1’équation homogéne : y"' + 4y’ + 5y =0
On résout :
(Ep)ir?+4r+5=0ore{-2—i-2+i}
On en déduit donc que :
y" +4y' +5y =0 < 3(1,,13) € R? tel que Vt € R, y,(t) = (A, cos(t) + A3 sin(t))e ™2t
_ On cherche ensuite une solution particuliére a y'' + 4y’ + 5y = Ae™¢
On pose :
fa:t e Ae™t
On a alors :
VtER,f) +4fs +5f, =24e7t

t est solution particuliére de y'' + 4y’ + 5y = de~t.

.. . A
Ainsi la fonction t - S€

_ On rassemble ensuite :

A
y" +4y' +5y = le”t & 3(A,1,,13) € R3tel que Vt € R, y(t) = (4, cos(t) + A3 sin(t))e 2t + Ee‘t

c) Il suffit de poser A, zget on obtient :
y” + 4'y, + 5y = Ae_t = H(Al,lz,lg) € ]RS tel quey = A1f1 + Azfz + A3f3

|Exercice 2 : Suite d’ordre 2 non linéaire|

Dans tout cet exercice on pose :

u, >0
u; >0
A>0
Upy2 = ;L\/ Up+1Up
1) Démontrer que :
vVneN,u,>0
2) On pose la suite auxiliaire définie par :

vneN,v, =1In(u,)
Montrer que :
\ \
A -+

VneN, v, = >

3) Soit o > 0. On pose la suite :
VneNw, =an
Déterminer la valeur de a en fonction de A pour que la suite (wy,) vérifie :

i SPRLL B YO

2 2

VneNw,,=

4) On pose la suite auxiliaire définie par :
vneNx, =v, —w,
a) Montrer que la suite (x,,) vérifie la relation de récurrence :
Xn+1 | Xn

2 T2

VneN x,., =

b) En déduire une expression de x,, en fonction de n.
¢) En déduire une expression de u,, en fonction de n.

d) En déduire que si A = 1 alors :
3
limu, = (uy X uy)2




1) On pose :
vneN,P, ="u, >0"
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ATTENTION : Il faut faire une récurrence double, c’est-a-dire supposer que P, et P, est vraies pour avoir

P,,1 et Py, vraies. Pour cela il faut initier P, et P; et supposer P, et P, vraies dans I’hérédité.
Initalisation : uy > 0 et u; > 0 donc P, et P; sont vraies.

Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie P, et P,, ;. Ona:
Upt2 = AfUpt1ly
OrA>0etu, >0, uy,q > 0doncuy,, > 0donc P, et P, sont vraies.

Conclusion : Py est vraie et P, est héréditaire donc d’apreés le principe de récurrence :
| vneNu,>0 |

2) On pose :
vVneN,v, =In(uy,)
On a alors :

Vpao = In(upyy) = ln(l,/unﬂun) =In(1) + ln(\/u_n) + ln(wlunﬂ) n(d) + = ln(un) + !

_ Y41 VUn
= +2+ln(/1)

On a donc bien :

v
Jﬂ+§+mm

VnEN,‘Un+2= 2

3) On pose :
vneNw, =an
On a alors :
w.
Wy — ( 7;1 +—+ ln(/l)) =0
1 1
S aln+2) —Ea(n+ 1) —Ean—ln(/l) =0
3
@Ea = [n(1)
2
S a==Ind)
3
4) On pose :
vneNx, =v, —w,
a)Ona:

Xn+2 = Unt2 = Wny2

_Vnt1  Vn _ (Wn+1 | Wn
2+2+mu)(2 +2+mm)

1
E (vn+1 - Wn+1) += (Un - Wn)

Xn+1 xn
= + —
2 2
On a donc bien :
Xn+1 Xn
vneN,x =—+ =

b) On a une suite linéaire récurrence d’ordre 2 :

Xn+1
xn+2 = 2 +

xn
2

n(up4q)



On résout 1’équation caractéristique :
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r“——=r——=0
Ona:
A—1+4—9>0
42 4
On a donc :
1 3 .
2 2
1 1 n=—5—=-35
rt—-r—--=0& 2 2
2 1,3
=22,
272
On en déduit donc que :
x X 1\"
VnEN Xy, =2+ o 3(88) e R x, = B(-5) +6

¢) On sait que :

2
VneNx, =v,—w, = ln(un)—gln(/l)nz ln(

n

2 2 1
=VvVneNu, = A3"e*n = /1§"eﬁ(_i) +6

On sait de plus que :
up = 5P
2 .1
Uy = 13972
6+ B = In(uy)

. 1 u
5—Eﬁ=ln<é)
A3

3 Uy
ﬁzé‘:ln(\/u_())(g)

A3
Demémeona:
2
13
B = In(uy) — & = In(ug) — In| ud ><71 = In

On a alors :

vneNu, = A5meP(-2) +0

%)
=
3"

~
<
O wWIN

= WwlN
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Or on sait que :
n

li ( 1) =0 1< 1<1
im{—5) =0car >

Donc par composée :

=W

1
; — 1,3
limu, = uju

|Exercice 3 : Une partie d’un oral Centrale MP

Le but de cet exercice est de calculer :

V3
1= [ arcsin (25 a
= arcsin 11 t2
0

1) a) Montrer que :

2t
Vt € [0;\/§],m € [0; 1]

b) En déduire que I’intégrale est bien définie.

Pour calculer I, nous allons déja calculer :

1
I = f in 2t )at
4 = | arcsin 172
0
2) a) Démontrer que :

x

vt € [0;1],3!x € [0;%] tel que t = tan (5)

b) Démontrer que :
X
Vx € [0;1r[,2tL(7)2 = sin(x)
]

¢) En déduire que :

3) a) Montrer a 1’aide d’une IPP que :

b) En déduire la valeur de I;.
4) Démontrer que :

V3

J‘ ) ( 2t )dt— T
arcsin 1+t2 _\/§

0

1) On peut le faire de deux fagons différentes.
M1 : Etude des variations
On pose :

't

fite 1+¢?

On a f dérivation sur [0; \/§] comme quotient de fonctions dérivables. De plus on a :

20 +t?) —4t> 1—1t?
(1+¢2)2 71+ t?2)?

ve e [0;V3], f(1) =
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On a donc le tableau de variation suivant :

t |0 1 V3
]+ 0 -
1
0 2
On en déduit donc que :
2t
vt € [0;V3],——=€[0;1
[0:+3] 1+ t? [0;1]
M2 : Plus rapide
YVt € [0; ﬁ],ﬁ =
Deplusona:
2t 1+t2-2t  (1-1)?
vt € |0; 1- = >
[0:+3], 1+2  1+¢2 1+¢t2 —
Ainsiona:
vt € (0; <1
03} 5 1+ t2 -
Ainsiona:
vt € [0;V3 3| 7z € 10;1]
b) On sait que I’ensemble de définition et de contmulte de arcsinest [—1; 1]. Or on a vu précédemment que :
vt e[0;V3], <1
Ainsi :

o2t
g:t — arcsin (1 — tz) € ¢°([0;v3])

Donc I’intégrale est bien définie.

2) a) On pose :
h:x » tan (;) pour x € [0;%]
On a alors h dérivable sur [0; g] et:

Vx € [0;%],h’(x) = ; >0

2 cos? (%)
Ainsi h est croissante sur [O; g] Deplusona:

h(0)=0eth (g) = tan (%) =1
On a donc :

_ h continue sur [0 ; %]

_ h strictement croissante sur [0 ; g]

h(0) =0
-
Donc d’apres le théoréme de la bijection :
h réalise une bijection de [0 ; g] dans [0; 1].
On a donc :

vt e [0;1],3!x € [0; g] tel que t = tan (;)
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b)Ona:

(0] 2tan (%) cos (%) , (x) (x) (2 x) 0
Vx € |0; |, = =2sin(=)cos|(=)=sin(2 X=) =sin(x
1+ [tan (%)]2 - sin? (%) 2

o ()

¢) On pose le changement de variable :

e Les nouvelles bornes :

e Calcul du dt
Ona:

t = tan (;) ;i; ; (1 + tan? (ch)) = dt = %(1 + tan? (;)) dx

e On remplace :
1

Of arcsin () de = f (1 f(t:‘:n(( ))) ) 1+t (3))ax

arcsin(sin(x)) = ! (1 + tan? (;)) dx

o\‘“m

Or on sait que :

T
Vx € [O:E] ,arcsin(sin(x)) = x

On a donc :
L T
2 2
f arcsin(sin(x)) (1 + tan (2)) dx = f;(l + tan? (—)) dx
3) a) On a par intégration par partie : :
z .z 7
Ofg(l + tan? (2))dx = [x X tan(g)]j —!tan(g)dx = g—b’.tan(;)dx
b) On a de plus :
E % . (X %_1 . (x p
[anG)ax= [ (3) 40 [ 20 b oo (eos G = -2 )
2 5 cos (2) cos (7) 2 0 2
= 1n(2)
On en déduit donc que :
1
f arcsin (1 -2|_tt2> dt = g —In(2)
0
4)Ona:
V3 1 V3
2t 2t . 2t
I = f arcsin (1 n tz) dt = farcsm( n tz) dt + f arcsm(1 n tz) dt
0 0 1

Il reste a calculer
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De la méme fagon que précédemment en posant le changement de variable :
X
¢ =tan (%)

2
e Les bornes
2T
XZ?:)t:\/g
T t=1
= — = =
X=72

e Lecalcul dudt :

e sOn remplace :

arcsin(sin(x)) % (1 + tan? (g)) dx

1+ t2

3
2t

f arcsin< )dt =

1

Or on sait quc :
,sin(x) =sin(r — x) etm X € 3 2

Vx €
x[23

On en déduit donc que :

T 21
Vx € [E'_] arcsin(sin(x)) = arcsin(sin(r —x)) =T —x
On a donc :
21
V3 ) 3
t mT—X x
- _ 2
f arcsin <1 n tz) dt = f > (1 + tan (E)) dx
1 T
2
De la méme fagon que précédemment :
21

2T
2T

= 3
f 712;95 (1 + tan? (;)) dx = [(n —x)tan ]; + J tan
2

2

Bl

=2xv3 =2 2[in(Jeos (3)])]

RN

S~— nN|] w|§

On en déduit donc que :

)dt L+ = - i@ =2
= _— n = —
1732 V3

V3
f arcsin (1 Y
0

|Probléme irrationnalité de 1'[1

Aprés avoir démontré I’irrationalité de V2 dans le cours, de e et de In(2) dans les précédents devoirs, je vous
propose ici de démontrer I’irrationnalité de . Pour ce faire nous allons utiliser le dernier résultat vu dans le DS n°3 :

n
. 1 n?
m) ==
k=1
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Pour cela nous allons montrer que 72 est irrationnel.
Partie A : Etude d’une fonction polynomiale particuliére.

On pose :
xM(1—x)"
vn € N, Vx € ]R,Pn(X) = T
1) Déterminer les valeurs de (a,, Gp41, ..., Gzpn) € Z2 tel que :
n 2n
1 1 .
) =) e x™ == )
k=0 j=n
2) On pose :

v¢ € N,Vx € R,Q,(x) = x*
a) Démontrer que :
£!
dk Ok i .
vk € N,Vx € R——7 (Qe(x)) = Q% (x) {({, X StkE [0; 4]
x .
Osik=>¢+1
b) En déduire que :
Osii<sn-—1
VIEN,PTEL)(O) — Q!Sll > 2n
a; X — sii € [n;2n]
n!
¢) En déduire que :
vieN,PY0) ez
d) En déduire que :
vieN,PY(1) ez
(Indice : On pourra remarquer que P,(X) = P,,(1 - X))

Partie B : Irrationnalité de 7
Dans les questions suivantes on veut montrer que 72 est un irrationnel et I’on va raisonner par I’absurde. On

suppose que :

a
3(a,b) € N2,b # 0, tel que m? = 5

1) On pose :

n
vn € N,Vx € R,E,(x) = b" <Z (—1)kg2n-2kp2k) (x))
k=0
a) Montrer que F, (0) et F, (1) sont des entiers.
b) On pose :
vn € N,Vx € R, g,(x) = E,(x) sin(rtx) — nF,(x) cos(mx)
De méme on pose :
1
vn €N, A, = nf a P, (x) sin(mx) dx
0
Montrer que :
vn €N,,Vx € R, g;,(x) = m2a™P,(x) sin(mx)
Puis montrer que :
vneN, A, €Z

2) On pose la suite :
n

Uy = — (oua =m X b définie précédemment)
n!
a) Montrer que :

. Up41
lim =0

n 'Ll,n
b) En déduire que la suite (u,,) est décroissante a partir d’un certain rang.
¢) Montrer que (u,) converge.




Page 10 sur 13

d) En déduire que limu,, =0
n
e) En déduire que :
Any € N, tel vn = a” < !
ng stel queVn 2 ng,—- <7

3) Montrer que :
1
vx € [0;1],0 < P,(x) < o
a) Démontrer que :
vn = ny, A, €]0; 1]
b) En déduire que 2 est irrationnel.
¢) En déduire que m est irrationnel.

Partie A : Etude d’une fonction polynomiale particuliére
1) On sait que :
n 1 n
— ) = [QWENY _ T\ vk, n+k
VneN, (1 —x)" = z (7) =% = vn € N, B,(x) _mz (7) —Dkx

k=0 k=0
On en déduit donc que :

vneN,Vke[n;2n],a,,, = (;:) (-Dke7

2) a) On peut ici faire une récurrence mais cela est un peu lourd a écrire. On peut sinon décomposer le calcul :
Ona:
ve € N,Vx € R, Q,(x) = x*
On a donc :
d £!
— p -1 _ -1

Demémeona:
]

d? £ L1
W(Q{)(X)) = (1'0 — 1)' X (f — 1)x€_2 = mx#—z

Tant que k < £ on peut réitérer le procédé :

dk 2!

@(Q[(.’C)) =f X (f — 1) X ... X ([ —k+ 1)x"_k = mx[_k

(Récurrence immédiate sur [0; £]).
Enfinona:

dt’
It (Qe(x)) = P! est une constante

On en déduit donc que :

dk
vk > ‘B,ﬁ(Qg(X)) =0

b)Ona:
N 2n
vn € N,Vx € R,B,(x) = —'2 ajxj
n! =
On en déduit donc par linéarité de la dérivation :
di d (1%
Vie N,Vvn € N,Vx € R'W(Pn(x)) = E Ez ajxf
j=n
1< dl
= n! 4 dxt (x])
j=n

Or on sait que :
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dt )
Vj € [n; 2n],Vi = 2n + 1,F(x1) =0
b
Donc :

Vi>2n+1,P%Y(x) = 0donc PY(0) = 0
Deplusona:

. di 1 at
Vie[0;n—1],vn e N, vx € ]R{,W(Pn(x)) = Ez = i)!x
j=n
2n .
X a;j! ..
= ﬁz G i]l_)!xf“‘l (avecj—i—1=0)
j=n
On a donc :
vie[0;n—1],PP0) =0
Enfin si :
di 1 2n a.jl
_ _ 3 gt
i € [n;2n],vx € R,W(Pn(x)) = EZ G- i)!xj i
Jj=i
1 .
=—X a; X 1!
n!

Vie [m2nl,(PO®0) = a; x i x ..x (n + 1)

¢) On sait que :
Vi€ [n;2n],q; EZ= Vi€ [n;2n],a; XixX..x(n+1)€Z

d)Ona:
x™M(1—x)" (1 —x)™x™

V€L P () = ———— = Rl —x) = ———— = R (x)

On en déduit donc que :
ve € [n; 2n], (PP (X) = (D (PP (1 - X)
= V¢ € [n;2n], (PP (1) = D’ PP(0) € Z

Partie B : Irrationnalité de

1) a)Ona:
Vn € N, F(0) = bn< (—1)kn2n-2kp,$2")(0)> = b”( (—1)k(n2)n-kp,§2")(0)>
n—k
=p( ) (~Dk (= Pf”(O)) = ) (=1¥a"* x b¥ x P¥(0)
(e >
Or on sait que :
(a,b) € 7?

De méme on sait que :
vn € N,V k € [0;n], (-1)*P?¥(0) e Z
Ainsi on en déduit que :
vn € N,V k € [0;n], (-1)*a™* x bk x P?¥)(0) e Z
= VneN,F,(0) eZ
De méme comme P,EZR)(l) EZ=VneNF,(1)€EZ
b)Ona:
vn € N,vx € R, g’ (x) = F,'(x) sin(x) + 7F, (x) cos(nx) — mF',, (x) cos(mx) + w2 E,(x) sin(mx)
= (F)' (x) + m2F, (x)) sin(mx)
Or on sait que :

n
vn € N,Vx € R, F,(x) = b™ (Z(—nknzn—zkp,fz") (x)>
k=0
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n
= F",(x) = b" <Z(—1)’<n2n—2kp,§2"+2)(x)>
k=0

De plus on sait que deg(B,) = 2n = P,fzn+2)(X) = Og[x
On a donc :

n—1
Vx € ]R,F'rn(x) = pn <Z (_1)k7T2n_2kP7$2k+2)(x)>
k=0

n
= pn <Z (—1)k_1ﬂ2n_2k+2P752k) (x)>
k=1

n2E,(x) = b" <Z (_1)kn2n—2k+2PrE2k) (x)>

k=0

Deplusona:

On a donc :
vneN,vx € R, g’ (x) = (F; (x) + n?F,(x)) sin(mx)

n n
— — 2k — 2k :
= pn (Z (_1)k 17.[2n 2k+2PTE )(x) + Z (_l)kT[Zn 2k+2P7£ )(x)> sm(nx)
k=1 k=0

= b"r?"*2P, (x) sin(mx) = m?a™P,(x) sin(mx)

Deplusona:

1 1 1

1
1 1 1

A, = nj a™P,(x) sin(mx) dx = E_[ m2a"B,(x) sin(mx) dx = E,f m2a"P,(x) sin(mx) dx = Ef In(X)dx

0

0 0 0

1 1
= An = E(gn(l) - gn(o)) = ;(T[Fn(l) + T[Fn(o)) = Fn(l) - Fn(o) EZ

D’aprés la question 2) a).

2) a) On sait que :
Un+1 — a

vVn e N,
u, n+1

-0

b) On sait que :
Un+1

Ve > 0,3n,(e) € Ntel que Vn = n,,0 < <e
n
On en déduit donc avec e = 1 :

Un+1

dn, € NtelqueVn =2 n4,0 < <1
n

Un+1

vn = ny, <l=Vn=nq,u,1u,
n

Donc on en déduit donc que (u,,) est décroissante a partir d’un certain rang.

¢) (u,,) est décroissante et minorée par 0 donc (u,,) converge vers £, = 0
De plus si £ # 0 on en déduit donc que :
Un+1
Un

-1

Cela est impossible. On en déduit donc que :
u,—0
d) On sait que :
Ve > 0,,3dny(e) E NtelqueVn = ny, 0 <u, <e€
En posant € = % on obtient :

a® 1
An, € N, tel que Vn > no,; < 3

3) a) On a par une étude de fonction que :
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1
vx €[0;1],0 < x(1—x) SZ
On en déduit donc que :

1 1
vn €N, Pn(.X) € [O,W] C [O,E:I

b) On sait que :
1
A, =7 f a" P, (x) sin(mx) dx

0
Deplusona:

1
0<P(x)< — et sin(rx) = 0 Vx € [0; 1]
n! o
= 0 < a"B,(x) sin(mx) < Fsin(nx)

1
n

a
=0< nf a™P,(x) sin(mx) dx < 2 X o

Or on sait que :

On en déduit donc que :
yn>ny,0<4,<1
d) On a démontré que :

vn=n

A, €]0; 1]
0’{ A, €T
Cela est impossible donc 72 est irrationnel.
De méme par contraposée on sait que 7 rationnel implique 72 rationnel (il suffit d’écrire w2 comme le quotient des
carrées de la fraction rationnelle de ). Donc 7 est irrationnel.



