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DS n°4  

PCSI 2025-2026 

 

 Nous rappelons ici que la calculatrice est interdite. Un soin tout particulier sera 

apporté quant à la rédaction et au soin de la copie. Nous rappelons que les résultats doivent 

être encadrés ou soulignés, et qu’un trait devra être tiré entre chaque question.  

 

Exercice 1 : Equation différentielle de degré 3 

 

 Dans ce problème on se propose de résoudre l’équation différentielle suivante sur ℝ :  

(𝐸0) ∶  𝑦
′′′ + 5𝑦′′ + 9𝑦′ + 5𝑦 = 0 

On pose les trois fonctions suivantes définies sur ℝ par :  

𝑓1: 𝑡 ↦ 𝑒−𝑡 , 𝑓2: 𝑡 ↦ 𝑒−2𝑡 cos(𝑡)  𝑒𝑡 𝑓3: 𝑡 ↦ 𝑒−2𝑡 sin(𝑡) 
1)  a) Montrer que 𝑓1 est solution de (𝐸0). 

  b) Montrer que 𝑓2 est solution de (𝐸0). 

On admet pour la suite de cet exercice que 𝑓3 est elle aussi solution de (𝐸0). 

2)  Montrer que pour tout 𝜆1, 𝜆2, 𝜆3 réels, la fonction ℎ = 𝜆1𝑓1 + 𝜆2𝑓2 + 𝜆3𝑓3 est-elle 

aussi solution de (𝐸0). 
 

Il reste à montrer la réciproque.  

 

3)  Soit 𝑦 une solution de (𝐸0). On pose  𝑧 = 𝑦′′ + 4𝑦′ + 5𝑦.  

a) Montrer que 𝑧 vérifie l’équation différentielle :  

𝑧′ + 𝑧 = 0 

b) En déduire que : 

∃𝜆 ∈ ℝ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑡 ∈ ℝ 𝑦′′(𝑡) + 4𝑦′(𝑡) + 5𝑦(𝑡) = 𝜆𝑒−𝑡 
c) En déduire que :  

∃(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3) ∈ ℝ
3 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑦 =  𝜆1𝑓1 + 𝜆2𝑓2 + 𝜆3𝑓3 

 

Exercice 2 : Suite d’ordre 2 non linéaire 

Dans tout cet exercice on pose :  

{
 

 
u0 > 0
u1 > 0
λ > 0

un+2 = λ√un+1un

 

1)  Démontrer que :  

∀ n ∈ ℕ, un > 0 

2)  On pose la suite auxiliaire définie par :  

∀ n ∈ ℕ, vn = ln(un) 
Montrer que :  

∀ n ∈ ℕ, vn+2 =
vn+1
2

+
vn
2
+ ln (λ) 
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3)  Soit α > 0. On pose la suite :  

∀ n ∈ ℕ,wn = αn 

Déterminer la valeur de α en fonction de λ pour que la suite (wn) vérifie :  

∀ n ∈ ℕ,wn+2 =
wn+1
2

+
wn
2
+ ln (λ) 

4)  On pose la suite auxiliaire définie par :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛 = 𝑣𝑛 −𝑤𝑛 

a) Montrer que la suite (xn) vérifie la relation de récurrence :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ, 𝑥𝑛+2 =
𝑥𝑛+1
2

+
𝑥𝑛
2

 

b) En déduire une expression de 𝑥𝑛 en fonction de n.  

c) En déduire une expression de 𝑢𝑛 en fonction de n.  

d) En déduire que si 𝜆 = 1 alors :  

𝑙𝑖𝑚 𝑢𝑛 = (𝑢1 × 𝑢0)
3
2 

 

Exercice 3 : Une partie d’un oral Centrale MP 

Le but de cet exercice est de calculer :  

𝐼 = ∫ arcsin (
2𝑡

1 + 𝑡2
)

√3

0

𝑑𝑡 

1)  a) Montrer que :  

∀𝑡 ∈ [0; √3],
2𝑡

1 + 𝑡2
∈ [0; 1]  

 b) En déduire que l’intégrale est bien définie.  

 

Pour calculer 𝐼, nous allons déjà calculer :  

𝐼1 = ∫arcsin (
2𝑡

1 + 𝑡2
)

1

0

𝑑𝑡 

2)  a) Démontrer que :  

∀𝑡 ∈ [0; 1], ∃! 𝑥 ∈ [0;
𝜋

2
]  𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑡 = tan (

𝑥

2
) 

 b) Démontrer que :  

∀𝑥 ∈ [0; 𝜋[,
2 tan (

𝑥
2)

1 + [tan (
𝑥
2)
]
2 = sin(𝑥) 

 c) En déduire que :  

∫arcsin (
2𝑡

1 + 𝑡2
)

1

0

𝑑𝑡 = ∫
𝑥

2
(1 + tan2 (

𝑥

2
))𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

 

 



Page 3 sur 4 
 

3)  a) Montrer à l’aide d’une IPP que :  

∫
𝑥

2
(1 + tan2 (

𝑥

2
)) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

=
𝜋

2
−∫ tan (

𝑥

2
) 𝑑𝑥

𝜋
2

0

 

 b) En déduire la valeur de 𝐼1. 

4) Démontrer que :  

∫ arcsin (
2𝑡

1 + 𝑡2
)

√3

0

𝑑𝑡 =
𝜋

√3
 

 

Problème irrationnalité de 𝝅 

 

 Après avoir démontré l’irrationalité de √2 dans le cours, de 𝑒 et de ln(2) dans les 

précédents devoirs, je vous propose ici de démontrer l’irrationnalité de 𝜋.  

 Pour cela nous allons montrer que 𝜋2 est irrationnel. 

 

Partie A : Etude d’une fonction polynomiale particulière. 

On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑃𝑛(𝑥) =
𝑥𝑛(1 − 𝑥)𝑛

𝑛!
 

1)  Déterminer les valeurs de (𝑎𝑛, 𝑎𝑛+1, … , 𝑎2𝑛) ∈ ℤ
2 tel que :  

𝑃𝑛(𝑥) =
1

𝑛!
∑𝑎𝑛+𝑘

𝑛

𝑘=0

𝑥𝑛+𝑘 =
1

𝑛!
∑𝑎𝑗𝑥

𝑗

2𝑛

𝑗=𝑛

 

2)  On pose :  

∀ℓ ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ,𝑄ℓ(𝑥) = 𝑥
ℓ 

 a) Démontrer que :  

∀𝑘 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ,
𝑑𝑘

𝑑𝑥𝑘
(𝑄ℓ(𝑥)) = 𝑄ℓ

(𝑘)(𝑥) {

ℓ!

(ℓ − 𝑘)!
𝑥ℓ−𝑘𝑠𝑖 𝑘 ∈ ⟦0; ℓ⟧

0 𝑠𝑖 𝑘 ≥ ℓ + 1

 

 b) En déduire que :  

∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑃𝑛
(𝑖)(0) = {

0 𝑠𝑖 𝑖 ≤ 𝑛 − 1
0 𝑠𝑖 𝑖 > 2𝑛

𝑎𝑖 ×
𝑖!

𝑛!
 𝑠𝑖 𝑖 ∈ ⟦𝑛; 2𝑛⟧

 

 c) En déduire que :  

∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑃𝑛
(𝑖)(0) ∈ ℤ 

 d) En déduire que :  

∀𝑖 ∈ ℕ, 𝑃𝑛
(𝑖)(1) ∈ ℤ 

(Indice : On pourra remarquer que  𝑷𝒏(𝑿) = 𝑷𝒏(𝟏 − 𝑿))  
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Partie B : Irrationnalité de 𝝅 

 Dans les questions suivantes on veut montrer que 𝜋2 est un irrationnel et l’on va 

raisonner par l’absurde. On suppose que :  

∃(𝑎, 𝑏) ∈ ℕ2, 𝑏 ≠ 0, 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝜋2 =
𝑎

𝑏
 

1) On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝐹𝑛(𝑥) = 𝑏
𝑛 (∑(−1)𝑘𝜋2𝑛−2𝑘𝑃𝑛

(2𝑘)(𝑥)

𝑛

𝑘=0

) 

a) Montrer que 𝐹𝑛(0) et 𝐹𝑛(1) sont des entiers. 

b) On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔𝑛(𝑥) = 𝐹𝑛
′(𝑥) sin(𝜋𝑥) − 𝜋𝐹𝑛(𝑥) cos(𝜋𝑥)  

De même on pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 = 𝜋∫𝑎
𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) 𝑑𝑥

1

0

 

Montrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, , ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔𝑛
′ (𝑥) = 𝜋2𝑎𝑛𝑃𝑛(𝑥) sin(𝜋𝑥) 

Puis montrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐴𝑛 ∈ ℤ 

2) On pose la suite :  

𝑢𝑛 =
𝑎𝑛

𝑛!
 (𝑜ù 𝑎 = 𝜋 × 𝑏 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑝𝑟é𝑐é𝑑𝑒𝑚𝑚𝑒𝑛𝑡) 

 a) Montrer que :  

lim
𝑛

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= 0 

 b) En déduire que la suite (𝑢𝑛) est décroissante à partir d’un certain rang. 

 c) Montrer que (𝑢𝑛) converge.  

 d) En déduire que lim
𝑛
𝑢𝑛 = 0 

 e) En déduire que :  

∃𝑛0 ∈ ℕ, 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ≥ 𝑛0,
𝑎𝑛

𝑛!
<
1

2
 

3)  a) Montrer que :  

∀𝑥 ∈ [0; 1], 0 ≤ 𝑃𝑛(𝑥) ≤
1

𝑛!
 

 b) Démontrer que :  

∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝐴𝑛 ∈]0; 1[ 

 c) En déduire que 𝜋2 est irrationnel. 

 d) En déduire que 𝜋 est irrationnel.  

 


