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DS n°4
PCSI 2025-2026

Nous rappelons ici que la calculatrice est interdite. Un soin tout particulier sera
apporté quant a la rédaction et au soin de la copie. Nous rappelons que les résultats doivent
étre encadrés ou soulignés, et qu’un trait devra étre tiré entre chaque question.

Exercice 1 : Equation différentielle de degré 3

Dans ce probléme on se propose de résoudre 1’équation différentielle suivante sur R :
(E): y'"+5y"+9y"+5y=0
On pose les trois fonctions suivantes définies sur R par :
firt et it o e 2t cos(t) et f3:t - e ?tsin(t)

1)  a) Montrer que f; est solution de (Ej).

b) Montrer que f, est solution de (E,).
On admet pour la suite de cet exercice que f3 est elle aussi solution de (Ej).
2)  Montrer que pour tout A4, A,, A5 réels, la fonction h = A, f; + A, f, + A5 f5 est-clle
aussi solution de (Ej).

Il reste a montrer la réciproque.

3)  Soit y une solution de (E,). On pose z =y'" + 4y’ + 5y.
a) Montrer que z vérifie I’équation différentielle :
zZ'+z=0
b) En déduire que :
31 € Rtel que Vt € Ry"(t) + 4y'(t) + 5y(t) = Aet
c¢) En déduire que :
A4y, A5, 23) ER3 tel quey = M f; + A f5 + A3f5

[Exercice 2 : Suite d’ordre 2 non linéairé
Dans tout cet exercice on pose :
u, >0
{ u;, >0

A>0

kun+2 = ;L\/ Up+1Up

vVneNu, >0
2)  On pose la suite auxiliaire définie par :
vne€N,v, =In(u,)

1)  Démontrer que :

Montrer que :

Vin+1 Vn
VneN v, =—+—

o=+ o+ Ind)
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3)  Soit a > 0. On pose la suite :
VneNw, =an
Déterminer la valeur de o en fonction de A pour que la suite (w,,) vérifie :

w w
VneN wy, = —— 4+ -2 4+1n@)

2 2
4) On pose la suite auxiliaire définie par :

VvneNx,=v,—w,
a) Montrer que la suite (x,,) vérifie la relation de récurrence :
Ant1 , *n
2 2
b) En déduire une expression de x,, en fonction de n.
c) En déduire une expression de u,, en fonction de n.
d) En déduire que si A = 1 alors :

VneN,x ., =

3
limu, = (u; X uy)?

\Exercice 3 : Une partie d’un oral Centrale MP|
Le but de cet exercice est de calculer :

V3
1= ()
= | arcsin 172
0
1) a) Montrer que :
2t
vt € |0; V3], €10;1
[\/_]1+t2 [0:1]

b) En déduire que I’intégrale est bien définie.

Pour calculer I, nous allons déja calculer :
1

= a2
1 = | aresin{——5

0

2)  a) Démontrer que :
vt € [0;1],3!x € [O;E] tel que t = tan (E)
2 2

b) Démontrer que :
2 tan (%

Vx € [0; m[, > = sin(x)

1+ |tan (7))
¢) En déduire que :

T
1 2
Of arcsin (1 _Zl_ttz) dt = Of ;(1 + tan? (g)) dx
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3) a) Montrer a I’aide d’une IPP que :

T
2

T

2
f2(1+tan( dx—g Jtan

0

0
b) En déduire la valeur de I;.

4) Démontrer que :
V3

J _ ( 2t )dt— T
arcsin 1T 2 _\/§

0

\Probléme irrationnalité de 1'd

Aprés avoir démontré Iirrationalité de v2 dans le cours, de e et de In(2) dans les
précédents devoirs, je vous propose ici de démontrer I’irrationnalité de .
Pour cela nous allons montrer que 72 est irrationnel.

Partie A : Etude d’une fonction polynomiale particuliere.

On pose :

x"(1—x)"
—
1)  Déterminer les valeurs de (a,,, @y 41, .-\, yp) € Z2 tel que :

1 n 1 2n

N n+k _ Yy

Fa () n!za””‘x n!za’x
k=0 j=n

ve € N,Vx € R, Q,(x) = x*

vneN,Vx € R P, (x) =

2)  Onpose:

a) Démontrer que :
d* AR
k€ [[0; ¢
Vk e N,Vx € R,— s (Qg(X)) Q{gk)(x) {({J k)l St [0; 4]
Osik=>4+1
b) En déduire que :
Osii<n-1
O0sii>2n
i!
a; X — sii € [n;2n]
n!

vieN,PP(0) =

¢) En déduire que :
vieN,PY(0) ez
d) En déduire que :
vieN,PP(1) ez
(Indice : On pourra remarquer que P,(X) = P,,(1 — X))
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Partie B : Irrationnalité de
Dans les questions suivantes on veut montrer que 72 est un irrationnel et ’on va
raisonner par I’absurde. On suppose que :

a
3(a,b) € N2,b # 0,tel que m? = —

b
1) On pose :
n
vn € N,Vx € R E,(x) = b"( (—1)kg2n—2kpk) (x))
k=0
a) Montrer que F, (0) et E,(1) sont des entiers.
b) On pose :

vn € N,Vx € R, g,(x) = E,(x) sin(rtx) — nF,(x) cos(mx)
De méme on pose :
1
vn e N, A4, = nf a"P,(x) sin(mx) dx
0
Montrer que :
vn € N,,Vx € R, g;,(x) = m?a"P,(x) sin(mx)
Puis montrer que :
vneN, A, €Z
2) On pose la suite :

aTL

Uy = — (oua =m X b définie précédemment)
n!
a) Montrer que :
Un+1

=0

lim
n un
b) En déduire que la suite (u,,) est décroissante a partir d’un certain rang.
¢) Montrer que (u,,) converge.
d) En déduire que limu,, = 0
n
e) En déduire que :
a® 1
dn, € N, tel que Vn > no,m < 5

3) a) Montrer que :
1
Vx €0;1],0 < P,(x) < o
b) Démontrer que :
vn = ny, A, €]0; 1]
¢) En déduire que m? est irrationnel.
d) En déduire que m est irrationnel.



