Page 1sur3

TD 16 : Dérivation

|Partie A : Dérivabilité en un poinﬂ

Exercice A.1 : Déterminer (a,b) € R? de maniére a ce que la fonction f définie sur R par :

f(x) = { 2& six € [0_; 1]
ax“ +bx+1six>1
Soit dérivable sur ]0; +oo].

Exercice A.2 : Etudier la dérivabilité de la fonction :

: 1y
f(x) = {sm(x) sin (;) six#0

0 sinon

Exercice A.3 : On pose :
R* - R
{ 2 . 1
X - X“sin (—)
X
a) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

b) Montrer que le prolongement est dérivable en 0 mais que la dérivée n’est pas continue.

Exercice A.4 : Etudier la dérivabilité en O de :

X 1\ .
f(x) = {—ln(lxl) cos (;) six#0
0 sinon
Exercice A.5 : Déterminer les limites suivantes :
o cos(x)—1 - In(x) oef—-1
Ly = }g% X i Lo = }(L“}m' Ls = lim sin(x)

IPartie B : Opération sur les fonctions dérivées|

Exercice B.1 : On pose :
R-R
f: e X
X 1+eX
1) Démontrer que f réalise une bijection de R dans un intervalle I a préciser.
2) Etudier la dérivabilité de sa réciproque.

Exercice B.2 : On pose f(x) = In(1 + e7%)

1) Etudier le domaine de définition de f.

2) La fonction est-elle de classe C* ?

3) Démontrer que f admet un unique point fixe o et déterminer un encadrement de o d’amplitude 1.
4) Démontrer que :

1
vx > 0, |[f(x) — «f S§|X—0(|

5) Etudier la convergence de la suite :
{ u, >0
Up4+1 = ln(l + e_un)

Exercice B.3 : Soit f la fonction définie par :
R—-R
f: { {1 +xsix=>0
X =

e*six<0
Montrer que f € C*(R) et f & C2(R).
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Exercice B.4 : Soit f une fonction dérivable sur R.

1) Montrer que f est paire si et seulement si f’est impaire.

2) Montrer que si f est impaire, alors f’ est paire. Que dire de la réciproque ?

3) Montrer que si f est périodique, alors {’ est périodique. Que dire de la réciproque ?

Exercice B.5 : Déterminer les extrema de f(x) = x* + x3 + 1 sur R.

|Partie C : Dérivée n-iémel

Exercice C.1 : Calculer la dérivée n-iéme de :
. { R->R
x - (x2 +1)e3x

Exercice C.2 : On pose :

VneN,VxeRf(x =x"(1+x)"
1) Déterminer de deux manieres différentes le terme dominant de fr(ln).
2) En déduire la valeur de :

Exercice C.3 : Calculer la dérivée n-i€me de :
. { R->R
" x - cos3(x)

Exercice C.4 : Calculer la dérivée n-i€me de :
. { R—->R
x — e*sin(x)

Partie D : Théoréme de Rolle et accroissement fini

Exercice D.1 : Soient n un entier naturel et (a,b) € R%. Démontrer que le polyndme P,(X) = X" + aX + b s’annule
au plus trois fois sur R.

Exercice D.2 : On pose le polyndme P,:X = ((1 — t2)™)® est un polyndme de degré n dont toutes les racines sont
réelles comprises dans [-1 ;1].

Exercice D.3 : Résoudre I’¢quation différentielle suivantes sur R :
xy =2y =(x—1(x+1)3
Exercice D.4 : a) Montrer que :
1 1
vx €]0; +0<>[,X_|_—1 <In(x+1)—Inkx) < =
b) En déduire que :

x+ 1\* x + 1\**1
Vxe]0;+00[,( " ) Ses( " )

c¢) Montrer que :
+1 n +1 n+1
(n+1) <ol < (n+1)

Vn € N*,
n! n!

Exercice D.5 : Montrer que :
X
Vx = 0’X+_1S In(1+x) <x
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Exercice D.6 : Montrer que :

— X —X
v(x,y) € [0;1[%,x <Yy, y y

< arcsin(y) — arcsin(x) <

V(1 —x?) (1-y?)

IPartie E : Application aux suites up,; = f(up)|

Exercice E.1 : Etudier la convergence de la suite définie par :
{ ug €R

1
Uy =2+ Esin(un)

Exercice E.2 : Etudier la convergence de la suite définie par :
{ Ug eER
Upt1 = cos(uy)

1
o1
e
2) Démontrer que (up) converge. On note £ sa limite.
3) Déterminer une valeur approchée de £ 2 10~3. On détaillera le procédé utilisé.

Exercice E.3 : On définit :

{ Uy = 1
Upyg = €700
1) Montrer que :
1
vn € N,u, € [E; 1]
2) Démontrer que (u,) converge. On note ¥ sa limite.
3) Déterminer une valeur approchée de £ a 1073, On détaillera le procédé utilisé.

IPartie F : Convexitd

Exercice F1 : Montrer que :

V(x,y) € 11; +[?,In (x ; y) > /In(x) In(y)

(On pourra étudier la convexité de x » — In(In(x)))

Exercice F2 : Montrer que :

Y(x,y,a,b) € ]0; +oo[* xIn (Z) + yln (%) >(x+y) ln(

(On pourra étudier la convexité de x — xIn(x))

x+y)
a+b

Exercice F3 (Ingélaité de Jensen) :
1) Soit f:1 = R une fonction convexe. Montrer que :
V(xq, o, X)) €EIMV(A4, ..., 4,) € (R ona:

zn:/lk =1= f(i Akxk> < zn: A f (xx)
k=1 k=1 k=1
V(xq, ..., Xp) € (R, <ﬁ xk) < %(i xk)

2) En déduire que :



