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Chapitre 17 : Polynémes
Partie A : Présentation

Dans tout ce chapitre K désigne R ou C.
I) L’ensemble K[X]

a) Un ensemble nul a partir d’un certain rang

Remarque : Jusqu’ici nous avons surtout rencontré des polyndémes dans le cadre de fonctions d’une variable réelle.
Mais comme sur les matrices, on peut définir un cadre plus général pour les polyndmes : dés qu’il est possible de
définir les puissances entiéres d’un élément et des combinaisons linéaires, nous pouvons alors parler de polyndémes !

Définition : Dans tout ce chapitre, nous introduisons X, appelé 1I’indéterminée.
e On définit ainsi les puissances X k les mondmes, avec la convention X° = 1, ou 1 représente 1’élément neutre
pour la multiplication (X° = I,, si X € M, (R) par exemple).
e Un polynome a coefficients dans K s’écrit :

P(X) = Z kak ’ (pO' ""pn) € ]Kn+1
k=0
On dit que les py, ..., p, sont les coefficients du polynéme. Par convention, Vk >n+1,p, =0
Ainsi P est une combinaison linéaire de mondmes.

e On note K[X] I’ensemble des polyndmes a coefficients dans K

Remarque : Ona:
e Deux polynémes P et Q sont egaux si et seulement 51 tous leurs coefficients sont égaux :

PCO) = Z PiX* et QX) = Z auX* & ke N, p = ay
k=0 k=0
e En particulier on a le polyndme nul Ok :

PZOK[X]@VHEN,pn=0

Définition (opérations sur les polynémes) : On pose :

POO = ) piXk etQU0 = ) g
k=0 k=0

deux polynomes a coefficients dans K. On définit alors :

V(L) € K2 P +RQ)(X) = ) (i + g )X*

Propriété L.a.1 : P + Q et AP sont encore des polyndmes.

b) Initiation au produit de Cauchy

Définition : On pose :

POO = ) piXk etQU0 = ) gt
k=0 k=0

deux polynomes a coefficients dans K. On définit le produit des polynomes :

n+m
(PQX) = Z cX* tel que VK € [0;n + m], ¢ = z Pid;
k=0 i+j=n

Propriété L.b.1 : PQ est encore un polyndme.
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¢) Propriétés de K[X]

Propriété I.c.1 : Dans K[X] la somme est :
e Associative :
v(P,QR) € (K[XD3(P+Q +R=P+(Q+R)
e Commutative :
V(P,Q) € (KIXD%4P+Q=Q+P
e Admet comme élément neutre le polynome nul :
VPeK[X],0+P=P+0=P

Propriété I.c.2 : Dans K[X] le produit est :
e Associative :
V(P,QR) € (K[X])3(PxQ) XR=Px(QXR)
e Commutative :
v(P,Q) € (K[XD*PxQ=QxP
e Distributive par rapport a I’addition :
V(P,Q,R) € (K[X])3,Px(Q+R)=PxQ+PxR
e Admet comme élément neutre le polyndome nul :
VPeEK[X],1XP=Px1=P
e Ona:

v € K ¥(P,Q) € (KIXD?A(PQ) = AP)Q = P(AQ)

Définition (composée de polyndme) : Soit (P, Q) € (KK[X])?, avec :
n

PO = ) piXk etQUO = ) g
k=0 k=0

On définit alors le polyndme QoP par :

q p
QP() = Q(PCO) = ) ai| ) pix
i=0 k=0

i

Exemple I.d.3 : On pose P(X) = X? + 1 et Q(X) = X — 2. Déterminer PoQ et QoP.

Propriété 1.d.4 (Binéme de Newton) : Soit (P, Q) € (K[X])2. On a alors :
n

VneN, (P + Q)" = Z (E) pkQn-k
k=0

Propriété 1.d.5 (deuxiéme identité remarquable) : Soit (P, Q) € (K[X])2. On a alors :

n-1
vneN,P"-Q"=(P-0Q) Z pkQn-1-k
k=0

IT) Degré d’un polynome

a) Le dernier terme non nul

Définition : Soit P € K[X]. On appelle degré du polynéme P le dernier terme p,, non nul. On note cela deg(P) :
deg(P) = max{n € N; p, # 0}
Par convention :
deg(0) = —

On appelle py, le coefficient dominant de P.
Sipn = 1 on dit que le polynome est unitaire.
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Exemple Il.a.1 : Déterminer le degré des polynomes suivants :

P(X) =X2+6X+1,QX) = 6X",RX) =7
Définition (polyndome constant) : On dit que P est un polyndme constant si deg(P) < 0. On identifie ’ensemble des
polynémes constants a K.

Définition : On note K,,[X] I’ensemble des polynomes de degrés inférieurs ou égales a n
Ky [X] = {P € K[X], deg(P) < n}
ATTENTION : P(X) = X? € K;3[X]

Propriété I1.a.2 : Soit (P, Q) € (K,[X])?. Alors :
V(A 1) € K% AP + pQ € Ky[X]

b) Propriétés

Propriété ILb.1 (degré de la somme, produit, composée) : Soient P(X) = ap +a,; X + -+ apXP et Q(X) = by +
b;X + -+ + byX? deux polyndomes a coefficients dans K. Alors :

(1) deg(P + Q) < max(deg(P), deg(Q))
(2) Si deg(P) # deg(Q) = deg(P + Q) = max(deg(P),deg(Q))
(3) Si deg(P) = deg(Q) =n alors :
_Siap +b, =0,deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q))
_Siap +b, # 0,deg(P + Q) = max(deg(P), deg(Q))
(4) VA € K*, deg(AP) = deg(P)
(5) deg(PQ) = deg(P) + deg(Q)
(6) Sideg(Q) = 1, deg(PoQ) = deg(P) x deg(Q)

Application ILb.2 : Soit n € N*. Déterminer le degré et le coefficient dominant de :
PX)=X?—-1)—(X2—-1)"

Application I1.b.3 : Déterminer tous les polyndmes P € R[X] tel que :
P(X?) = (X2 + 1)P(X)

Propriété IL.b.4 : K[X] est intégre :

PQ=0 @{ ou

¢) Fonction polynomiale associée 2 un polynome

Définition : On appelle fonction polynomiale associée au polynome P(X) = py + p1X + -+ + p,X" la fonction :
5. K- K

P {X P P(x) = pg +py1x+ -+ ppx”

On note Pk = {x - P(x);P € ]K[X]} I’ensemble des fonctions polynomiales a coefficients dans K.

Propriété Il.c.1 : On pose ¢: {K[X] _)~?K. Alors :

o VW eK*V(P,Q € (KIXD? d(AP + pQ) = Ap(P) + nd(Q)
o V(P,Q) € (KIXD?% (P x Q) = d(P) x d(Q)

e L’application ¢ est surjective

Remarque : Pour évaluer un polyndme (ou plutot sa fonction polyndmiale !) en x,, on peut simplement calculer :

P(xo) = Z Po (xo)k
k=0
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Cependant cela demande beaucoup de calcul a un ordinateur (on parle de complexité d’un algorithme !). Nous allons
présenter ici la méthode dites de Horner !

Propriété I1.c.2 (méthode de Horner) : Pour évaluer le polynome P(X) = p, X" + -+ + p; X + p, en la valeur x,, on
peut faire le calcul suivant :
P(xO) = Qg + X [a1 + X (az + xO(... . ))]

Exemple I1.c.3 : Evaluer le polyndme P(X) = 4X3 — 7X? + 3X — 5 pour X = 2 grice a la méthode de Horner !



