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Chapitre 17 : Polynômes 

Partie B : Arithmétique dans 𝕂[𝐗] 

 
I) Divisibilité dans 𝕂[𝐗] 
 

a) Aux polynômes rien de nouveaux 

 

Définition : Soit (P, Q) ∈ (𝕂[X])2. On dit que P divise Q si et seulement s’il existe R ∈ 𝕂[X] tel que Q = P × R :  

P|Q ⟺ ∃R ∈ 𝕂[X], Q = P × R 

 

Exemple I.a.1 : Déterminer deux polynômes non constants qui divisent X2 − 1 sur ℝ[X]. 
 

Application I.a.2 : Déterminer tous les polynômes unitaires de degré 1 qui divise X6 − 1 sur ℂ[X].  
 

b) Propriétés 

 

Propriété I.b.1 : Soit (P, Q, R) ∈ (𝕂[X])3. Si R divise P et R divise Q alors R divise toute combinaison linéaire de P 

et de Q :  

{
R|P
R|Q

⟹ R|PA + QB, ∀(A, B) ∈ (𝕂[X])2 

 

Propriété I.b.2 : Soit (A, B) ∈ (𝕂[X])2. Alors :  

A|B et B|A ⟺ ∃λ ∈ 𝕂∗, A = λB ⟺ A𝕂[X] = B𝕂[X] 
On dit que A et B sont des polynômes associés.  

 

c) Division euclidienne dans 𝕂[𝐗] 
 

Propriété I.c.1 : Soit (A, B) ∈ (𝕂[X])2 tels que B ≠ 0. Alors, il existe un unique couple (Q, R) ∈ (𝕂[X])2 tel que :  

{
A = BQ + R

deg(R) < deg(B)
 

Les polynômes Q et R seront alors appelés le quotient et le reste dans la division euclidienne de A par B.  

 

Exemple I.c.2 : Déterminer le quotient et le reste de la division euclidienne de :  

P(X) = X3 + 2X2 + X + 1 par B(X) = X2 + 1 

 

Remarque : Il est parfois utile de seulement déterminer le reste de la division euclidienne.  

 

Application I.c.3 : On pose : A = (
2 1 1
1 2 1
1 1 2

). Calculer A2 − 5A + 4I3 puis en déduire An. 

 

Application I.c.4 : Déterminer le reste de la division euclidienne de Xn par X2 − 2 cos(θ) X + 1. 

 

Remarque : On a bien entendu A|B si et seulement si le reste de la division euclidienne de A par B est nul.  

 

II) Dérivation sur 𝕂[𝐗] 
 

a) Cela tombe sous le sens ! 

 

Définition : Soit P(X) = a0 + a1X + ⋯ + anXn. On définit P′ la dérivée formelle de P par :  

P′(X) = a1 + 2a2X + 3a3X3 + ⋯ + nanXn−1 

P(X) = ∑ akXk

n

k=0

⟹ P′(X) = ∑ kakXk−1

n

k=1
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Exemple II.a.1 : Déterminer la dérivée de P(X) = X5 + 4X3 + 5X2 + 1 

 

b) Propriétés 

 

Propriété II.b.1 : Soient (P, Q) ∈ (𝕂[X])2. On a :  

(1) On a P′ = 0 ⟺ P est constant. 

(2) Si deg(P) ≥ 1, on a deg(P′) = deg(P) − 1. 

(3) La dérivation est linéaire : ∀(λ, μ) ∈ 𝕂2, (λP + μQ)′ = λP′ + μQ′. 
(4) (P × Q)′ = P′ × Q + P × Q′. 
(5) (PoQ)′ = Q′ × (P′oQ). 

 

Définition (Dérivée n-ième) : Soit P ∈ 𝕂[X]. On définit le polynôme P(n)comme étant l’itération n fois de la 

dérivation. On note P(0) = P par convention.  

 

Exemple II.b.2 : On pose P(X) = Xn. Déterminer P(k) pour tout k entier naturel.  

 

Propriété II.b.3 : Soit P ∈ 𝕂[X]. On a :  

(1) P(k) = 0 dès que deg(P) < k. 

(2) ∀(λ, μ) ∈ ℝ2 et n ∈ ℕ, (λP + μQ)(n) = λP(n) + μQ(n) 

 

Propriété II.b.4 (Formule de Leibniz) :  

∀(P, Q) ∈ (𝕂[X])2, (P × Q)(n) = ∑ (
n

k
) P(k)Q(n−k)

n

k=0

 

 

Application II.b.5 :  ∀ n ∈ ℕ, ∀ x ∈ ℝ, fn(x) = xn(1 + x)n 

1) Déterminer de deux manières différentes le terme dominant de fn
(n)

.  

2) En déduire la valeur de :  

Sn = ∑ (
n

k
)

2
n

k=0

 

 

Propriété II.b.6 (Formule de Taylor) :  

∀P ∈ 𝕂[X], P(X) = ∑
P(k)(a)

k!
(x − a)k

deg (P)

k=0

 

 

III) Racine d’un polynôme 

 

a) 𝐏(𝐚) = 𝟎 

 

Définition : Soit P ∈ 𝕂[X]. On dit que a ∈ 𝕂 est une racine de P si et seulement si P(a) = 0.  

 

Exemple III.a.1 : Déterminer les racines de P(X) = X3 − 1 dans ℂ. 

 

Application III.a.2 : Montrer qu’un polynôme de ℝ[X] qui admet une racine complexe z0 admet aussi comme racine 

son conjugué z0̅. 

 

b) Propriétés 

 

Propriété III.b.1 : a est racine d’un polynôme P si et seulement si (X − a) divise P :  

P(a) = 0 ⟺ (X − a)|P 
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Application III.b.2 : Déterminer les racines de P(X) = X3 − X + 6.  

Propriété III.b.3 : a1, … , an sont racines d’un polynôme P si et seulement si (X − a1) … (X − an) divise P :  

∀i ∈ ⟦1, n⟧, P(ai) = 0 ⟺ ∏(X − ai)

n

i=1

|P 

 

Propriété III.b.4 : Un polynôme de degré n ∈ ℕ admet au plus n racines distinctes.  

Seul le polynôme nul admet une infinité de racine.  

 

Application III.b.5 : Soit (P, Q) ∈ (𝕂[X])2.  Montrer que :  

∀n ∈ ℕ, P(2n) = Q(2n) ⟹ P = Q 

 

c) Multiplicité d’une racine 

 

Propriété III.c.1 : Soient P ∈ 𝕂[X] et a ∈ 𝕂. On a :  

(X − a)r|P ⟺ P(a) = P′(a) = ⋯ = P(r−1)(a) = 0 

On dit alors que a est racine de P d’ordre de multiplicité au moins r.  

 

Exemple III.c.2 : On pose : P(X) = X5 − 7X4 + 19X3 − 25X2 + 16X − 4  

Montrer que 1 est racine de P d’ordre de multiplicité au moins 3.  

 

Propriété III.c.3 : Soient P ∈ 𝕂[X] et a ∈ 𝕂. On a équivalence entre : 

(1)∃Q ∈ 𝕂[X], P(X) = (X − a)rQ(a) avec Q(a) ≠ 0 

(2) (X − a)r|P(X) et (X − a)r+1 ∤ P(X) 

(3)P(a) = P′(a) = P′′(a) = ⋯ = P(r−1)(a) = 0 et P(r)(a) ≠ 0 

 

Application III.c.4 : Déterminer les racines de  P(X) = X5 − 7X4 + 19X3 − 25X2 + 16X − 4. 

 

Propriété III.c.5 : Soient P ∈ 𝕂[X], (a1; … ; an) ∈ 𝕂n et (r1; … ; rn) ∈ ℕn. On a alors :  

∀i ∈ ⟦1; n⟧, ai est racine de P de multiplicité au moins ri ⟺(X − a1)r1 … (X − an)rn|P 

 
Remarque : On a ainsi le résultat suivant :  

Un polynôme de degré n admet au plus n racines comptées avec leurs ordres de multiplicité.  


