TD 17
Polynémes

|Partie A : Degré d’un polynﬁmel

Exercice A.1 : Déterminer tous les polyndmes tels que :
P'(X)? = 4P(X)

Exercice A.2 : Déterminer tous les polyndmes tels que :
X2+ 1)P"(X)—6P(X) =0

Exercice A.3 : Montrer que :

n
n
vn € N, Z (k) 3k(1 — X)3n-2kyk = (1 — x3)n
k=0

Exercice A.4 : Déterminer tous les polyndmes de R3[X] tel que :
P(0) = 1;P(1) = 0;P(—1) = —2etP(2) = 4

Exercice A.5 : Déterminer le degré de :
P(X) = (X2 +1)" —2X2" + (X2 —1)"

Exercice A.6 : On pose :

R[X] = R[X]
d):{P - (2X — 1)P — (x2 +%) P’

a) Déterminer deg(¢(P)) en fonction de deg(P).
b) Résoudre ¢(P) =1

Exercice A.7 : Déterminer tous les polynémes P tel que :
XP(X+ 1)P(X—1) = P(X?)

Exercice A.8 : On considére la famille de polynémes définie par récurrence par :
P,X) =1
P, (X) = 2X
Pn+1 = XPn + 2X2Pn—1(X)
Déterminer le coefficient dominant de P,.

[Partie B : Divisibilité dans K[X]|

Exercice B.1 : Effectuer la division euclidienne de A € C[X] par B € C[X] dans les cas suivants :

AAX)=X3—1etBX)=X+2
BAX) =X*+iX3—iX?2+X+1etBX)=X?+iX+1
)AX) =X*+2X3+4X2+2etBX) =X2+ (1 —-DX+1+i

Exercice B.2 : Déterminer le reste de la division euclidienne de :
P(X) = (cos(a) + Xsin(a))n parB(X) = X2+ 1
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Exercice B.3 : A quelle condition sur a, b, c réels le polynome P(X) = X* + aX? + bX + c est-il divisible par X? +

X+1?

Exercice B.4 : a) Montrer que :
VP € K[X], (P — X)|Po(P — X)
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b) En déduire les solutions réels de :
(x2—3x+1)2=3x>—-8x+2

Exercice B.5 : Déterminer tous les polynomes P tels que :
P(2) =6,P'(2) =1,P"(2) =4et¥n>3,PM(2) =0

Exercice B.6 : Effectuer la division euclidienne de X?" — X2 + 1 par X? — X
Exercice B.7 : On pose :
1) Calculer M? + 2M — 31;.

2 =21
M= ( 2 =3 2)
-1 2 0
2) En déduire M™ pour tout entier naturel n.
3) On pose les suites (uy), (v,) et (wy,) tels que :
Uppq = 2Uy, — 2V + Wy
vn € N, {Vnﬂ = 2u, — 3vy + 2wy
Wn1 = —Up + 2y
Déterminer une formule explicite de (u,) en fonction de n.

|Partie C : Racine d’un polynﬁme|

Exercice C.1 : Montrer que (X — 1)? divise X?" — X2"~1 — X + 1 pour tout n > 1.

Exercice C.2 : Soit n entier naturel. On pose :

n Xk
PO =D 3
k=0

Montrer que toutes les racines de P sont simples.

Exercice C.3 : Soit P un polynome non nul. Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont vraies ?

a) Si P est de degré impair, alors P admet une racine réelle.

b) Si P admet une racine réelle, alors P’ admet une racine réelle.

¢) Si P admet deux racines réelles, alors P’ admet une racine réelle.

d) Si P’ est scindé¢ a racines simples, alors P est scindé a racines simples.

e) Si P est scindé a racines simples, alors P’ est scindé a racines simples.

) Si a € R est racine de P de multiplicité exactement m > 1, alors a est racine de P’ de multiplicité exactement m — 1

Exercice C.4 : On pose pour tout entier naturel n :
1

20n!

Ly(X) = —— (X2 = 1)mH®

1) Déterminer le coefficient dominant de L.

2) Calculer L, (1) et L,(—1).

3) Montrer que L, admet n racines réelles distinctes appartenanta | — 1; 1J.

Exercice C.5 : Montrer que X(X + 1)(2X + 1) divise P(X) = (X + 1)?" — X?" —2X — 1
Exercice C.6 : Déterminer les racines de P(X) = X* — 5X3 + 5X? + 5X — 6 sur C.

Exercice C.7 : Déterminer les racines de X° + 1 sur C.



|Partie D : Factorisation|

Exercice D.1 : Factoriser P(X) = X> + X dans C[X].
Exercice D.2 : Décomposer en produit de polyndmes irréductibles X® + 1.
Exercice D.3 : Soit n un entier naturel non nul. On pose :

P,(X) = X?" — 2Xcos(0)X™ + 1 ou 8 € R\nZ
1) Factoriser P, dans C[X].
2) En déduire une factorisation de P, dans R[X].

Exercice D.4 : Déterminer les polyndmes P de C[X] tel que P’|P.

Exercice D.5 : Trouver tous les polynomes tels que :
P(X?) =P(X)P(X+ 1)

Partie E : Relation coefficients racines|

Exercice E.1 : a) Montrer qu’il existe un unique P € C[X] tel que :

1 1
\7’z€C*,P(z+—>=Zn+—n
vA vA

b) Montrer alors que toutes ses racines sont réelles, simples et dans I’intervalle [-2 ;2].
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Exercice E.2 : On pose un polyndome unitaire de Z[X] (C’est-a-dire que tous les coefficients de P sont dans Z) :

n-1

P(X) = X"+ Z aXX, ot vk € [0;n — 1], a € Z
k=0

a) Montrer que si P admet une racine dans Z, alors cette racine divise a.
b) Les polyndmes P(X) = X3 — X? — 109X — 11 et Q(X) = X% + X® + 1 ont-ils des racines dans Z.

Exercice E.3 : Soit n un entier naturel non nul. On pose :
X =X+1D"-X-1)"
1) Factoriser P, sur C.

2) En déduire que :
P
[ =7
km )\ /2p+1
k=1 tan (Zp ¥1) VP
Exercice E.4 : Soient o, 8,y les racines de P(X) = X3 — 5X? + 6X — 1. Déterminer la valeur exacte de :
1 1 1

+ +
l—-a 1-B 1-—y

Exercice E.5 : Soit n un entier naturel et theta € R. On considére le polyndme P(X) = (X + 1)™ — e?n®,
1) Factoriser P dans C[X].
2) En déduire les valeurs de :

7
[
=
|

[uy

-
]
=)
=
I
o



