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DM n°5 sur les polynômes 

Vacances de février 

 

 Cet exercice nous propose une démonstration du résultat suivant :  

lim
𝑛

∑
1

𝑘2

𝑛

𝑘=1

=
𝜋2
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 On définit la suite de polynômes 𝑇𝑛 par :  

𝑇𝑛(𝑋) =
1

2𝑖
[(𝑋 + 𝑖)2𝑛+1 − (𝑋 − 𝑖)2𝑛+1] 𝑜ù 𝑖 = 𝑒

𝑖𝜋
2  

1) Calculer 𝑇0(𝑋) 𝑒𝑡 𝑇1(𝑋). 

2) Montrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑇𝑛 ∈ ℝ[𝑋] 

3) Déterminer le degré de 𝑇𝑛. 

4)  a) Montrer que :  

𝑇𝑛(𝑋) = ∑(−1)𝑘 (
2𝑛 + 1
2𝑘 + 1

) 𝑋2𝑛−2𝑘

𝑛

𝑘=0

 

 b) En déduire le coefficient dominant de 𝑇𝑛 

5)  a) Rappeler les solutions de 𝑧𝑛 = 1 sur ℂ. 

 b) Soit 𝜃 ∈]0; 𝜋[. Démontrer que :  

𝑧 + 𝑖

𝑧 − 𝑖
= 𝑒𝑖𝜃 ⟺ 𝑧 =

1

tan (
𝜃
2

)
 

c) En déduire que :  

𝑇𝑛(𝑋) = (2𝑛 + 1) ∏ (𝑋 −
1

tan (
𝑘𝜋

2𝑛 + 1
)

)

2𝑛

𝑘=1

 

6) Montrer que :  

𝑇𝑛(𝑋) = (2𝑛 + 1) ∏ (𝑋2 − (
1

tan (
𝑘𝜋

2𝑛 + 1
)

)

2

)

𝑛

𝑘=1

= (2𝑛 + 1) ∏ (𝑋2 −
1

tan2 (
𝑘𝜋

2𝑛 + 1
)

)

𝑛

𝑘=1

 

7)  a) Montrer que :  

∑
1

tan2 (
𝑘𝜋

2𝑛 + 1
)

𝑛

𝑘=1

=
𝑛(2𝑛 − 1)
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(Indice : on pourra utiliser le coefficient de 𝑇𝑛 en 𝑋2𝑛−2 et le fait que : 

∑(−1)𝑘 (
2𝑛 + 1
2𝑘 + 1

) 𝑋2𝑛−2𝑘

𝑛

𝑘=0

= (2𝑛 + 1) ∏ (𝑋2 −
1

tan2 (
𝑘𝜋

2𝑛 + 1
)

)

𝑛

𝑘=1

 

 b) En déduire que :  

∑
1

sin2 (
𝑘𝜋

2𝑛 + 1
)

𝑛

𝑘=1

=
2𝑛(𝑛 + 1)

3
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8)  a) Montrer que :  

∀𝑥 ∈ ]0;
𝜋

2
[ , sin(𝑥) ≤ 𝑥 ≤ tan(𝑥) 

 b) En déduire un encadrement de :  

1

(
𝑘𝜋

2𝑛 + 1
)

2  𝑝𝑜𝑢𝑟 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 

 c) En déduire que :  

𝜁(2) = lim
𝑛

∑
1

𝑘2

𝑛

𝑘=1

= ∑
1

𝑘2

+∞

𝑘=1

=
𝜋2
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