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Programme de Colle nº17 

(23 au 27 février 2026) 

 

Dérivabilité 

 Nombre dérivé comme taux de variation 

 Développement limité d’ordre 1 :  

Soit 𝑓 ∶ 𝐼 → ℝ. Soit 𝑎 ∈ 𝐼. On dit que f admet un développement limité à l’ordre 1 en a si et seulement s’il existe et 

une fonction 𝜖: 𝐼 → ℝ tels que :  

∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) + 𝑓′(𝑎)(𝑥 − 𝑎) + (𝑥 − 𝑎)𝜖(𝑥) 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝜖(𝑥) →
𝑥→𝑎

0 

 Toute fonction dérivable est continue 

 Opérations sur les fonctions, dérivées d’une réciproque, dérivée n-ième et formule de Leibniz 

 Théorème de Rolle, des accroissements finis. 

 Fonctions lipchitziennes, contractantes, applications aux suites numériques 𝑢𝑛+1 = 𝑓(𝑢𝑛) 

 Fonctions convexes 

 

Polynôme 

 Degré d’un polynôme, coefficient dominant 

 Fonction polynômiale associée à un polynôme 

 Arithmétique dans 𝕂[X], division euclidienne, formule de Taylor, racine d’un polynôme 

 

Questions de cours 

 

TAF (Théorème des accroissements finis) : Soient (𝑎; 𝑏) ∈ ℝ2 et 𝑓: [𝑎; 𝑏] → ℝ. On suppose que 𝑓 est continue sur 

[𝑎 ; 𝑏], 𝑓 est dérivable sur ]𝑎; 𝑏[.  Alors il existe 𝑐 ∈]𝑎; 𝑏[ tel que :  

𝑓′(𝑐) =
𝑓(𝑏) − 𝑓(𝑎)

𝑏 − 𝑎
 

 

Propriété: Soit P ∈ 𝕂[X]. On a l’équivalence : 

𝑃(𝑎) = 0 ⟺ (𝑋 − 𝑎)|𝑃 

 

Propriété (formule de Taylor pour les polynômes) :  

∀𝑃 ∈ 𝕂[𝑋]\{0}, 𝑃(𝑋) = ∑
𝑃(𝑘)(𝑎)

𝑘!
(𝑥 − 𝑎)𝑘

𝑑𝑒𝑔(𝑃)

𝑘=0

 

 

Application II.b.5 :  ∀ 𝑛 ∈ ℕ, ∀ 𝑥 ∈ ℝ, 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛(1 + 𝑥)𝑛 

1) Déterminer de deux manières différentes le terme dominant de 𝑓𝑛
(𝑛)

.  

2) En déduire la valeur de :  

Sn = ∑ (
n

k
)

2
n

k=0

 

 

Propriété III.c.1 : Soient P ∈ 𝕂[X] et a ∈ 𝕂. On a :  

(𝑋 − 𝑎)𝑟|𝑃 ⟺ 𝑃(𝑎) = 𝑃′(𝑎) = ⋯ = 𝑃(𝑟−1)(𝑎) = 0 

On dit alors que a est racine de P d’ordre de multiplicité au moins r.  

 

Proposition II.e.4 (Convexité et dérivées) : Soit 𝑓: 𝐼 → ℝ une fonction dérivable. On a alors :  

𝑓 est convexe si et seulement si 𝑓′ est croissante. 
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Exercices du type 

 Calculer la dérivée n-ième de :  

f ∶  {
ℝ → ℝ

x ↦ (x2 + 1)e3x 

 

 Etudier la convergence de la suite :  

{
u0 > 0

un+1 = ln(1 + e−un)
 

 

 Déterminer tous les polynômes tels que : 

(X2 + 1)P′′(X) − 6P(X) = 0 

 

Exercice B.7 : On pose :  

M = (
2 −2 1
2 −3 2

−1 2 0
) 

1) Calculer M2 + 2M − 3I3. 

2) En déduire Mn pour tout entier naturel n.  

3) On pose les suites (un), (vn) et (wn) tels que :  

∀n ∈ ℕ, {

un+1 = 2un − 2vn + wn

vn+1 = 2un − 3vn + 2wn

wn+1 = −un + 2vn

 

Déterminer une formule explicite de (un) en fonction de n.  

 

Exercice A.4 : Déterminer tous les polynômes de ℝ3[X] tel que :  

P(0) = 1; P(1) = 0; P(−1) = −2 et P(2) = 4 

 

Exercice C.1 : Montrer que (X − 1)2 divise X2n − X2n−1 − X + 1 pour tout n ≥ 1. 

 

Exercice C.2 : Soit n entier naturel. On pose :  

P(X) = ∑
Xk

k!

n

k=0

 

Montrer que toutes les racines de P sont simples.  

 

 

 

 


