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DS n°6 

 

Exercice 1 : Une somme directe 

 

 On pose :  

𝐹 = {𝑀 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ∈ ℳ2(ℝ) 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑎 + 𝑑 = 0} 

𝐺 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝐼2) 
1) Démontrer que 𝐹 est un espace vectoriel de dimension finie, en donner une base et sa 

dimension.  

2) Démontrer que :  

ℳ2(ℝ) = 𝐹⨁𝐺 

3) Décomposer la matrice 𝐴 = (
1 2
3 4

) dans 𝐹⨁𝐺. 

 

Exercice 2 : Une suite définie par une intégrale 

 On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐼𝑛 = ∫
1

1 + 𝑥𝑛
𝑑𝑥

1

0

 

1) Expliquez pourquoi la suite (𝐼𝑛) est bien définie sur ℕ.  

2) Calculer 𝐼0, 𝐼1, 𝐼2. 

3) Dans cette question on cherche à calculer 𝐼3. 

 a) Montrer que :  

𝐼3 =
1

3
ln(2) −

1

3
∫

𝑥 − 2

𝑥2 − 𝑥 + 1

1

0

𝑑𝑥 

 b) En déduire que :  

𝐼3 =
1

3
ln(2) +

√3𝜋

9
 

4)  a) Démontrer que la suite (𝐼𝑛) est croissante.  

 b) En déduire la convergence de (𝐼𝑛). 
 c) Montrer que :  

0 ≤ 1 − 𝐼𝑛 ≤
1

𝑛 + 1
 

 d) Déterminer la limite de 𝐼𝑛 quand 𝑛 → +∞ 

On va chercher à présent un équivalent de la suite (𝐼𝑛 − 1) pour savoir « à quelle vitesse » 𝐼𝑛 

converge vers sa limite.  

5)  a) Démontrer, à l’aide d’une IPP que :  

𝐼𝑛 − 1 = −
ln(2)

𝑛
+
1

𝑛
∫ ln(1 + 𝑥𝑛) 𝑑𝑥

1

0
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 b) Démontrer que :  

∀𝑥 ∈ [0; 1], ∀𝑛 ∈ ℕ, ln(1 + 𝑥𝑛) ≤ 𝑥𝑛 

 c) En déduire que :  

𝐼𝑛 = 1 −
ln(2)

𝑛
+ 𝑜 (

1

𝑛
) 

 

Exercice 3 : Les polynômes et les nombres de Bernoulli 

1) Montrer que :  

∀𝑃 ∈ ℝ[𝑋], ∃! 𝑄 ∈ ℝ[𝑋] 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 {

𝑄′ = 𝑃

∫𝑄(𝑡)𝑑𝑡 = 0

1

0

 

On définie alors pare récurrence la suite unique de polynôme (𝐵𝑛) définie par :  

{
 
 

 
 

   

𝐵0 = 1

∀𝑛 ∈ ℕ∗,

{
 

 
𝐵𝑛
′ = 𝑛𝐵𝑛−1

∫𝐵𝑛(𝑡)𝑑𝑡

1

0

= 0

      

Ces polynômes sont appelés les polynômes de Bernoulli.  

2) a) Déterminer 𝐵1, 𝐵2 𝑒𝑡 𝐵3. 

 b) Déterminer le degré et le coefficient dominant de 𝐵𝑛. 

 c) Démontrer que la famille (𝐵0, … , 𝐵𝑛) forme une base de ℝ𝑛[𝑋]. 
 

 On pose dans toute la suite de ce problème :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑏𝑛 = 𝐵𝑛(0) 
Ces nombres sont appelés les nombres de Bernoulli.  

3)  a) Calculer 𝑏0, 𝑏1, 𝑏2 𝑒𝑡 𝑏3. 

 b) Montrer par récurrence que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝐵𝑛(𝑋) = ∑(
𝑛
𝑘
)𝑏𝑛−𝑘𝑋

𝑘

𝑛

𝑘=0

 

4) On pose la suite de polynômes (𝐶𝑛) définie par :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐶𝑛(𝑋) = (−1)
𝑛𝐵𝑛(1 − 𝑋) 

 a) Montrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,

{
 
 

 
 

𝐶0 = 1

∀𝑛 ∈ ℕ∗,

{
 

 
𝐶𝑛
′ = 𝑛𝐶𝑛−1

∫𝐶𝑛(𝑡)𝑑𝑡

1

0

= 0

 

 b) En déduire que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝐵𝑛(𝑋) = (−1)
𝑛𝐵𝑛(1 − 𝑋) 
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 c) En déduire que :  

∀𝑝 ∈ ℕ,𝐵2𝑝+1 (
1

2
) = 0 

5)  a) Démontrer que :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝐵𝑛(𝑋) = 2
𝑛−1 (𝐵𝑛 (

𝑋

2
) + 𝐵𝑛 (

𝑋 + 1

2
)) 

 b) En déduire que :  

∀𝑝 ∈ ℕ∗, 𝑏2𝑝+1 = 0 𝑒𝑡 𝐵𝑝(1) = 𝑏𝑝, 𝑝 ≥ 2 

6)  a) Montrer que :  

∀𝑛 ≥ 2,∑ (
𝑛
𝑘
)𝑏𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

= 𝑏𝑛 

 b) En déduire que :  

∀𝑛 ≥ 2, 𝑏𝑛 = −∑(
𝑛
𝑘
)𝑏𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=1

 

 

Problème 1 : DL de la fonction tangente à tout ordre 

 

 Le but de ce problème est de déterminer un algorithme nous permettant de déterminer 

le développement limité de 𝑡𝑎𝑛 à l’ordre 2𝑛, avec 𝑛 ∈ ℕ.  

 

Partie A : On pose le problème 

1) Pourquoi 𝑡𝑎𝑛 admet un développement limité tout ordre en 0 ? 

 Dans le reste de l’exercice on pose la suite (𝑡𝑛) définie par :  

tan(𝑥) =
𝑥→0

∑𝑡𝑘𝑥
𝑘

𝑛

𝑘=0

+ 𝑜(𝑥𝑛) 

2) Déterminer la valeur de 𝑡0 et de 𝑡1. 

3) Expliquez pourquoi on sait que :  

∀𝑘 ∈ ⟦0; 2𝑛⟧, 𝑡2𝑘 = 0 

4) Démontrer que :  

∀𝑥 ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[ , tan(𝑥) = −𝑖 ×

𝑒2𝑖𝑥 − 1

𝑒2𝑖𝑥 + 1
 

Dans tout le reste de l’exercice on pose :  

𝑔: {

ℝ → ℝ

𝑥 ↦
𝑒2𝑥 − 1

𝑒2𝑥 + 1

 

On a donc :  

∀𝑥 ∈ ]−
𝜋

2
;
𝜋

2
[ , tan(𝑥) = −𝑖 × 𝑔(𝑖𝑥) 

5) Pourquoi 𝑔 ∈ 𝒞∞(ℝ) ? 
 



Page 4 sur 4 
 

6) Démontrer que :  

∀𝑘 ∈ [0; 2𝑛], 𝑡𝑘 = −𝑖
𝑘+1 ×

𝑔(𝑘)(0)

𝑘!
 

 Dans le reste du problème on pose la suite (𝑢𝑛) définie par :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 =
𝑔(𝑛)(0)

𝑛!
 

Partie B : Etude de la suite (𝒖𝒏) 
1) Démontrer que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔′(𝑥) = 1 − 𝑔2(𝑥) 
2) En déduire que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑔(𝑛+1)(𝑥) = −∑(
𝑛
𝑘
)𝑔(𝑘)(𝑥)𝑔(𝑛−𝑘)(𝑥)

𝑛

𝑘=0

 

3) En déduire que :  

(𝑛 + 1)𝑢𝑛+1 = −∑𝑢𝑘𝑢𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

4) En déduire que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, (𝑛 + 1)𝑡𝑛+1 =∑𝑡𝑘𝑡𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

 

5) Déterminer le 𝐷𝐿6(0) de tan(𝑥).  

6) Ecrire une fonction Python qui en entrée demande une valeur de 𝑛 et en sortie renvoie la 

liste [𝑡0, … , 𝑡𝑛]. 
 

 

 

 

  
 


