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Correction fiche TD 18 : Analyse asymptotique

Partie A : Cas des fonctions

Exercice A.1 : Donner un équivalent simple des fonctions ci-dessous en O :

a) f(x) = w b) f(x) = In(cos(x))

x? +x3
On sait que :
1 — e~ —x,sin(x) ~ x,x% + x3~ x?
0 0 0
On a donc :
(1—-e¥)sin(x)  —x?
x% + x3 0 x2 + x3
(1—=e*)sin(x)
x2 + x3 0

On peut aussi écrire que :
(1 -e¥sin(x) 1
x2 +x3 0
2) On sait que :
In(1 +x
lim 20 _ g
X—0 X
On a donc :
~ In(cos(x))
m-——-————-=
x-0cos(x) — 1
On en déduit donc que :
2

In(cos(x)) > cos(x) — 1; -5

Exercice A.2 : Donner un équivalent simple des fonctions ci-dessous en O :

a) f(x) = /1—\/1—x2 b) g(x) = a*—b* (a # b) C)f(X)=(1+X2)%—4\/1—X2

a) On sait d’apres 1’équation de la tangente de x » 1 —v1 — x que :

1
1—\/1—X'6'§X
On a donc :
1
— 2 g2
1 1-—x 5 2X
On en déduit donc que :
o 1-v1-x% 1
lim————=
x—0 X 2
o =Viee | 1-VI-x2 V2 _— . ,
= lim |————= |lim————— = — (par continuité de la racine carrée)
x—-0 x2 x—0 x2 2

On en déduit donc que :

V2
1—\/1—X2'(‘)'7|X|

v mar(1- () o (1- ) o1

1—e*~—x
0

b) On sait que :

Or on sait que :




De plus on sait que :

On en déduit donc que :
b
a¥ — b*~ —xIn (—)
0 a
¢) On sait d’aprées le taux de variation que :
1 1
- (1+x)1-(1-x)4
lim

x-0 X

1 N 1 1
44 2
On en déduit donc que :

2% _ (1 _ w2yl
(1+x7)2-(1 x)402
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Exercice A.3 : Calculer les limites suivantes en se servant d’équivalents :

_ _ 1 - xIn(x) ~ In(sin?(x))
a)limIn(x) x In(1 + In(1 +x)), b) lim(1 + tan(x))sin®  ¢)lim d) lim ———~

x—0 x—0 x-0x%X — 1 xo (T

2 (77%)

e) lirglT tan(x) tan(2x) f) lirr%(sz — 3x + 1) tan(mx)

X_)f X—>E

Vx+1 In(1 + %)\

¢) lim VAT TIn(1- Y1) by pim (X

X—>+00 X+ 2 x>+ \  In(x)

a) On sait que :
In(1 + x) X
On en déduit donc que :
In(1 + In(1 + x)) v In(1 + x) TX

On a donc :
lin(l)[ln(x) XIn(1+In(1+x))] = lirr(l) xIn(x) = 0 (croissance comparée)
X X
b)Ona:
1
(1 + tan(x))/ sin9 = gsinGo M0
On sait que :
limtan(x) =0
xX—0
On a donc :
In(1 + tan(x)) T tan(x)
On a donc :
li x In(1 =1 X =1 =
x50 sin(x) n(1 + tan(x) x50 sin(x) tan(x) x50 cos(x)

On en déduit donc par composée que :
lirr(l)(l + tan(x))Y/sin®) = ¢
X—

c)Ona:
xIn(x) In(x)
XX —1 = exln(x) -1
On sait que :
limxin(x) = 0
x—0
eX—1~x
0
On a donc :

x* — 1'(*)*X1H(X)
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On a donc :

I xln(x) I xIn(x)
xl—r>% xX—1 xl—r>% xIn(x) B
d)Ona:
Vx € R,sin(x)? = 1 — cos?(x)

In (1 = cos? (5 - x))

De plus on sait que :

~ In(sin?(x))
lim ——=

s (3 X X2
2
_ )l(i_l‘)r(l) In (1 - co;z (g - X))
~In(1 —sin?(X))
A, X2

Or on sait que :
ln(1+x)5~x = In(1 —x)B«—x

On a donc :
In(1 — sin?(X)) ~- sin?(X) - X?
On a donc :
~In(1 —sin?(X))
al X2 =t
~In(sin?(x))
lm}rﬁ =—
2 (7-%)
e)Ona:
. . m _cos(X)
)lcl_)TTEl tan(x) X tan(2x) = )l(lz)% tan (E — X) tan(m — 2X) = )l(l_T)Yé Sin(x) tan(—2X)

2
Or on sait que :

tan(x) X et sin(x) X

On a donc :
cos(X) tan(—2X) 2X
sin(X) an X o
On a donc :
lim tan(x) X tan(2x) = -2
X—>7
f)Ona:
1
lim(2x? — 3x + 1) tan(nx) = lim(2x — 1)(x — 1) tan(nx) = — =1lim(2x — 1) tan(mx)
2]
= L iimoxe (1 x) = Ly o x 5@
RS A S AV 2% sin(mX)
On sait que :
sin(mx) FTX
On a donc :
1 . cos(mX) 1 ) 5 1
=lim2X X ———==—= lim(2x* — 3x + 1) tan(mx) = —
2 X0 sin(mX) = x_,% T
g) On sait que :

1
ikl Y1ty g .

= lim —=
x—0 X+ 2 X—+00 X (1 n z) x—>+oo\/§




+0o x4+ 2

x+1> Vx+1

x+2 oo x+2

x+1 Vx +1
=In(1l- ~ =
x+2

:>\/4x+1ln<1— XVix +1

Orona:

liT o XVidx+1=-2 lifrn 5 =—
X—+00 X—+00
X(1+})

(1_\/x+1>:_2

x+2

= lim V4x+1in

X—+00

h)Ona:

l
M xin(x) _ exln(X) ln(lrégll(;;o)
In(x)
On sait que :
1 1
In(1 + x) B In(x) +ln(1 +E) . ln(l +§)
In(x) In(x) it In(x)

Or on sait que :

_ ln(1+1)
Jim — s =0

(ln(1+x)>=ln 1+ln(1+%) N ln(1+%)

In(x) In(x) +oo  In(x)

On a donc :

tim xinG) I (P 2 i ino) _ l<1+v
x—lll-noox nxjin ln(x) N x—llnoox nx ln(x) = X X

Or on sait que :

Donc :

1
lim xin (1 +—) =1= lim
X—+00 X X—+00

In(1+x) xln(x) _
< In(x) > -

Page 4 sur 28

Exercice A.4 : Déterminer les limites en 0 des fonctions suivantes :
fixmx*; gix o x/®; pix o x90

Ona:

X xln(x)

x*¥=e
Or on sait que :

limxin(x) =0

x—0
Donc par composée on a :
limx* =
x—0
On a donc :
f(x)
X tn(x) In(x)
— @D _ L in(x)erint
x
Or on sait que :
lim In(x) = —o et lim e¥"® =1
x-0* x—0%

On en déduit donc que :
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3 x
lim x* =
x-0%t

Enfinona :

lim xx(xx) =1
x—-0

Exercice A.5 : Déterminer un équivalent simple en +o0 et —oo de :

VxZ+3x+5—x+1

Ona:

3 5
Vx24+3x+5-x+1= x2(1+—+—2)—(x—1)
X x

2<1+3+5) x—-1) = 1+3+5 1)+1
x x x2 x X x x2

Sur ]0; +oo[on a:

Or on sait que :

On en déduit donc que :

On a de méme sur | — oo; 0[:

3 5 3 5
x2<1+—+—2)—(x—1)=x —l+=+5-1)+1
X X X X

1
—V1+x—-1~—-2—=x
0 2

3 5
x| - [1+-+—=-1|+1~ —2x
X X +o0

Or on sait que :

On a donc :

Exercice A.6 : Déterminer les limites suivantes :
1
lim sin(x)2x-m
X—>E
1
lim cos(x) e=sin®)
X—>7

Ona:

1 T —l
L o L X

)lcl_)TYEl sin(x)2x-n = )l(ll’)ré sin (E — X)

2

1
= )l(iz)ré cos(X) X
Deplusona:
cos (X)_% _ g n(cos(x))
On sait que :

in(cosQO) _ GO =f(©O) _ o =sin(0) _

X-0 X - )l(l—tr(l) X-0 f1 = cos(0)

Donc :
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1
lim sin(x)2x-7 =1
x>

2

Demémeona:

1
1

S — T (T
lim cos(x) el=sin(¥) = [im cos (— - X)1 sin(3-x)
xqg X-0 2
1

= lim sin(X)1-cos(X)
X-0

On sait de plus que :
1 1

sin(X)1-cosX) = gl-cos(X) In(sin(X))

Deplusona:

1—cos(X) . (A—=cos(X))A+cos(X)) 1. sin?(X) 1
llm = llm = — — —
X=0 X2 X—0 2X2 2x-0 X2 2
On a donc :
In(sin(X))
— In(sin(X)) ~ ————27
1 — cos(X) n(sin(X)) 0 2X?

Or on sait que :

In(sin(X)) lim X2 1 ( . (1 ) . ,
_— = — = —00
Lim e Jim n|sin X) (croissance comparée)
Doncona:
1
lim cos(x) el-sin(x) = (

x>

2

Partie B : Avec les suites

Exercices B.1 : Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :
n?+e 2" +nb In(n?+1)
m2n)+2n-3""" n2+1

u,=vn+1—-vn-1; v,

1) On sait que :
2 2

Vn+1+vn—-1 \/ﬁ<\/1+%+\/1_%>

\/n+1—\/n—1_1

vneN,Vn+1—-Vn—-1=

On en déduit donc que :

llzn T
Vn
Donc :
Vn+1-vn—-1 !
n —Vn—1~—
Vn
2)Ona:
n2+e 2 +n5 nvn
In(2n)+2n-3 2
En effet :

1 e—Zn
. Vi (et 1)
n’+e 2"+\/n5=n n(ﬂ/n n2vn
In(2n) +2n -3 on (lngin) 11— %)

Orona:
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im (2 1) 2 g g () B
T\Un T navn )T TN T n

n2+e 2" 4++vn% nvn
In(2n) + 2n — 3 2

C’est la croissance comparée.
On a donc :

¢) On sait que :

(2 +1) In(n?) + In (1 + n_lz) _ 2In(n) In (1 + %)

vn € N v, =— = = >
v n(1+5) " (1+5)
Or on sait que :
1
In(1+ -
lim—( i ) =0
n
(1+3)
On a donc :
In(n® +1) 2In(n)
nz+1 n?

Exercice B.2 : Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :

n
un=ln(n+1)—ln(n);vn=\/n2+n+1—\/n2—n+1; wy, = Zk!
k=0

I)Ona:
1
vn e N, in(n+ 1) —In(n) =In (1 + ;)

Or on sait que :

i m(1+x) = f(x)—f(0)
im =lim =

x—0 X x—0 0 1
On en déduit donc que :
1
n(1+=
lim (1 n)—l
n —
n
Donc :
1
ln(1+—)~—
n/ n
b)Ona:
2n 2
vneENJn2+n+1—yn2—n+1= =
Vn2+n+1+vVn?2—n+1 1,1 1,1
1++5+ [1+2+5
n n n n

On en déduit donc que :

JR2+n+1-yn2—n+1~1

c)Ona:

$ 1 2 n-2) (n-1)!
VnEN,wnzZk!=1+2+~--+n!=n! E+E+m+ + +1

n! n!
k=0

Or on sait que :

(n—2)! (n—=2)!

1 2
VneENNn=>2,—+—+--+ <(n-2)
n! n! n!

On en déduit donc que :
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n
2
vneN,n=2,w, = Zk!zl+2+---+n!£n!(g+1)
k=0
On en déduit donc d’aprées le théoréme des gendarmes que :

n
] 1
lim E k'l x—=1
n n!

k=0

n
Z k! ~n!
k=0

On a donc :

Exercice B.3 : Déterminer un équivalent simple des suites suivantes :

1 1 1 1
vn+l 1 (cos (—) - )(en — )
n pa—
Uy = v, = (27 + 3w, = Y
(n+ 1)V (1 1 )
+=) -1
n
a)Ona:
frs / 1 1V
v e N°, T = N er (n 4+ 1) = 07 x (1 +;)
On a donc :
1 1
v ,/1+— /1+— In(n)
vn € N, u, = e ot e — — 61/1+%Xln(n)—\/ﬁxm(l+%)
o (n+ 1)\/H (1 + 1)‘/5 e\/ﬁxln(1+%)
n
On sait que :
pVntl
Vn € N*,u S
" (m+ 1)V

— gVn+1 In(n)—Vnin(n+1)

_ eﬁ(@ln(n)—ln(n+1)>
ﬁ(J:%ln(n)—ln(n)—ln(H%))
tn( fird-1)-vain(i4d
— e nlin(n \/; 1 nln(1+n)
= eﬁln(n)(@_1> X e—\/T_lln(1+%)

1
1 J—

vn € N¥, ’1-}-——1:#
n 1

1+ﬁ+1

In(n) 1
Jn

Ji41)  mim(142)

=e

Or on sait que :

On en déduit donc que :

vn e Nu, =e

Par croissance comparée on en déduit que :




De plus on sait que :

On a donc :

On a donc :

Donc :

b)Ona:

In (1 + %)
vn € N*, lim =1
n—-+oo l
n
XTI _1
lim e ‘/ﬁln(un) = lime n = lime Vvn=1
n—-+oo n—+oo n—+oo

limu, =1
n
pVn+

(n+ 1)V

1 1 n 1, 3my4L 2\" 1
vn € N*,Un — (21'1 + Sn)ﬁ — eﬁln(2n+3 ) — enln(3 )+nln(1+(3) ) _ 3 x enln

Or on sait que :

On a donc :

On a donc :

Donc :

¢) On pose :

On sait que :

On sait de plus que :

On a de plus :

On a donc :

1
lim—In
nn

lim
n

()

vn € N, w, =

i1+ (g)”)

n

()

1/2

n

2
=1 car§ € [0;1]

lim— (§> = 0 par croissance comparée

nn

limv, =3
n

1
(2" + 3M)n~3

(COS

(-1

-1
2n

=1

)1
()

(1+(

2

3

)
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vn € N, w, = =

Or on sait que :

On a donc :

Donc :
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o G O G ) I ) W

1y? T T
(1+2) -1 - (2+3)
~cos(x)—1 1 er—-1
llm—2=——etllm =1
x—0 X 2 x-0 X
1 1 1
<C05(ﬁ)_) (e”—1> 1 1 1 1
1 x 1 x 1 N_EX—1~_Z
n n (2+:32) (2+52)
1 1 i 1
cos|—=)— en —
(cos(5)-1)("-1) 4
112 4
(1+ﬁ) —1

Exercice B.4 : Soit (u,) une suite décroissante vérifiant :

1
Uy + Uy~ —
n n+ n

a) Montrer que la suite converge vers 0 et en donner un équivalent simple.
b) Le résultat reste-t-il vrai si la suite n’est pas supposée décroissante ?

a) 1¢" cas : Si (u,) converge.

On pose :

limu, =4
n

Comme la suite (u,,) décroit, on a :

On pose la suite :

On a donc :

Si€ > 0onaalors:

Or

Cela est impossible.
De méme si :
Sif < 0onaalors:

Or

Cela est impossible.
Donc € =0

2itme eag : (u,,) diverge.

vneN,u, >7
vn €N, v, = upyq +uy
lign v, =2fetVn €N, v, > 2¢
vn € N, v, > 2¢ = nv,, > 24n
limnv, =1 et lim2fn = +oo
n n
IngeN,VvneNn=>nqv, <0

limnv, =1
n

On sait que (u,) est décroissante divergente donc :

Donc :

Donc :

Or:

limu, = —
n

dng €N, VvneN,n=nyu, <0

dng €N, VneN,n=ngu, +u, <0
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limn(u, +up,q) =1
n
Cela est impossible.

On en déduit donc que :
(uy,) une suite décroissante vérifiant :

Uy +uppi~—=limu, =0
n n

On veut montrer que :
1
Uy~ %
On pose :
vn € N,w,, = 2nu,
On sait que (u,) est décroissante. On a donc :
VneN, Uy S Uy < Upyq
= n(Upsq +up) < 2nu, < n(u,_q +uy)

Orona:
n
limn(u,q +uy) =limn — 1) (w1 +uy,) X lim =1
n n nn—1
Donc d’apres le théoreme des gendarmes :
lim2nu, =1
Donc :
1
U om
b) On pose :
1
=-D"+—
Uy = (=1 + o
On a alors :
Upp = letuzpeg = —1
Donc la suite (u,) diverge car elle a deux valeurs d’adhérence distinctes.
Deplusona:
1
vn € N,u, + =—+(CD)"+——=+ (D!
n u’TL u’TL+1 Zn ( ) Z(Tl + 1) ( )
1 N 1
“2n 2(n+1)
On a alors :
I i (1 1 )_1 1_1
lgnn(un +un+1) = lTTLTl %-Fm —E+E—
Donc :
1
un~E

Exercice B.5 : 1) Soit (x,,) une suite de réels strictement positifs telle que :

x
lim=—"* = pavec £ < 1
n
1) Montrer que :
X, — 0
2) Soit a > 0. Montrer que :
a™ = o(n!)
3) Montrer que :
n! = o(n™)
1) Soit (x,,) une suite de réels strictement positifs. On a :
X
lim=* = pqvec £ < 1
xn

On en déduit donc que :
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Xn+1

dny € N,vn € N, <1

xn
Donc :
Ang EN,Vn € N, x, 11 <x,carx, >0
Donc la suite (x,,) est décroissante a partir d’un certain rang.
Comme elle est minorée par 0, elle converge vers un réel £’ € R*.

Si¢' >0
On a alors :
X £
lim ntl == 1
Xn £
Impossible.
Donc ¢’ =0
Donc la suite (x,,) tend vers 0.
2) Soit a > 0. On veut calculer :
an
lim—
n n!
On pose :
aTl
vneN,u, = oy
On a alors :
at+l
u I a
vneN,u, >0et n+1:(n+n1).: -0
Uy, a” n+1
n!
D’apres la question a), on en déduit que :
aTL
lim—=20
n nl
Donc :
a™ = o(n!)
¢) On fait de méme :
On pose :
n!
vneN, vy, = n—n
On a alors :
(n+1)! . ( : ))
Upy1  (n+ 1)+ (n+ Dn" n o \" ( -1 ) nin(1+52
vneNu, >0et = = = =(1+ = n+l
" Un ¢ Uy, nl (n+ 1)nt+t (n + 1) n+1 ¢
nn
Or on sait que :
-1 1
(14 =)~ -2
n n
On a donc :
(-1) n
In{1+ ~ =
" n( n+1 n+1
On en déduit donc que :
. (-1)
limnin|14+—|=-1
n n+1

Par composée on en déduit donc que :

lime n+1

nln(1+ﬁ) _ 1
n e
Or on sait que e™! < 1.
D’apres la question a on en déduit que :
llr{nﬁ =0
On a donc bien :



n! = o(n")
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Exercice B.6 : Utiliser des équivalents pour calculer les limites :

(14—g)n

n

) c) lim

n-+o

a) lim
n—+oo

b) lim (

n-+oo \N — X

n®+5n+4
n2—3n+7

)n

a) On sait que :
Vx € R, (1 + g)n = enln(”%)

On sait que :
In(1+x) X

On en déduit donc que :

On a donc :
nln(1+%)+~;ox :>li£nnln(1+$)=x

Par composé on en déduit donc que :
n

lign(1+%) =e

b) On sait que :

n
Vx € ]R,( ) = enln(nnTx) = enln(“—nxﬂ)
n—x
On sait que :
In(1+x) X
On en déduit donc que :
X X
In (1 + ) ~
n+x/+on+x
On a donc :
x nx ) 1 S onx
nln(1+ )~ =>llmnln(1+—)=llm =
n+x/+on+x n n n n+x
Par composé on en déduit donc que :
n n
. _x
i (=s) =
¢) On sait que :

2 n n?+5n+4 8n-3
n“tont4 — enln(n2—3n+7) = enln(1+n2—3n+7)
n?—-3n+7

Or on sait que :
I 8n—-3 0
NI —3n+7
On a donc :
l <1+ 8n—3 ) 8n—3 l (1+ 8n—3 ) 8n? —3n
~ et =
" n?2—3n+7)+on?2—-3n+7 e n?—-3n+7/ n?-3n+7
On a donc :
y 8n* —3n o
NI —3n+7

Par composé on en déduit que :

y n2+5n+4n_ 5
nodo\n2—3n+7) ~ ¢
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Exercice B.7 : On pose :

T T
vneN, I, = nn—z; nn+z[
On pose de plus I’équation :
(E):tan(x) = x
1) Soit n € N. Montrer que 1’équation (E) admet une unique solution x,, dans I,

2) Déterminer la limite de x,

3) Montrer que :
1
o
4) Montrer que :
vn eN z !
n JXp — ML — =~ — —
" 2 nm

1) Soitn € N, on pose :

2 2

T T
f li]nn——; nn+—[—>R
o

x e tan(x) — x

On sait que f, € C1(I,) et :

Vx € I, f'(x) = ————=—1=tan?(x) = 0
On en déduit donc que (f,) est croissante.
De plus on sait que f,(x) = 0 & {tan(x) =0 X =nm
x €I,

On en déduit donc que f,, est strictement croissante sur I},.
Deplusona:
lim fo(x)=—coet lim_f,(x)=+o0

X—)Tlﬂ'—i X—>TL7T+7
T Vs
X>Tl71'—7 X<TLTE+§
On a le tableau de variation suivant :
NT—0 nNT+T
xr 2 2
1,
. n(r) +
+o0
f " /
—00

On a donc f, est :

_continue sur I,
__strictement croissante sur I,
_ Change de signe sur I,

Donc d’apres le théoreme de la bijection, il existe un unique x,, € I, tel que f,(x,) =0

On en déduit donc que I’équation (E) admet une unique solution x,, dans I,.
2) On sait que :
s
vn €N, x, Znn—i
Or on sait que :
. s
lim (nn - —) = +o0

On en déduit donc par comparaison que :

3) On sait que :




vn € N,nm +

NS

nm
De plus on sait que :
1 1
tim (145-) = tim(1-5-) =1
ot 2n o 2n
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
X
lim— =1= x,~nn
n nw
4) On sait que tan est T — périodique. On a donc :

T . 1 x,
= annn—E=>VneN,1+%2—21——
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1
2n

1

. s
tan <xn - (nn + g)) = tan (xn _ g) _ sin (xn - 7) _ —cos(x,)

cos (xn - %) sin(x,)

Or on sait que :
vn € N, tan(x,) = x,

tan <xn - (nn + g)) = —%

On en déduit donc que :

On sait que :

T T
VneN,nn+§> xn>nn—§

Orona: tan(nm) = 0 et tan(x,) = x, > 0 donc on a :tan(x,) > tan(nm)

Comme tan est croissante ur [, on en déduit donc que :
T
VneN,nrt <x, <nm+—-

2
:—%<xn—(nn+g)<0

Ainsion a:

s s 1 1
Xn — (nn + E) = arctan| tan| x,, — (nn + E) = arctan (— x_> = —arctan (x_)
n

Comme arctan(u) Tu,onen déduit donc par composée que :

T 1
xn—(nn+—)~—— (car x, = +o0)

2 Xn
On a donc d’apres la question précédente :
(rr+5) =
Xp—|\nr+=)~——
n 2 nm

On peut faire apparaitre les premiers éléments de la suite (x,,) sur le graphe suivant :

a tan(x,)

n
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Partie C : Calcul de DL,(a)

Exercice C.1 : Déterminer DL3(0) de :

1
= =1 =7 33
fG0) = cos(),9(x) =V1+xh() = 7133
a)Ona:
1
cos(x) =1 —Exz +o(x?)
b)Ona:
1 1 1 1 3
= X[—-= X |—5) X|—
VIFE=1+45x+2 gl 2, 2l 23, ( 2)x3+0<x3)
11 3
= — —_ = 2 . 3= 3
1+2x 8x +48X o(x?)
c)Ona:
1 1

(1—-x)3 T 1—3x+3x%—x3
Or on sait que :

1
——=1+x+x*+x3+ 03
1—x
On en déduit donc que :
1 _ 1
(1-x)3 1-—3x+3x2—x3

1
11— (3x —3x2 +x3)
=1+ Bx—3x>+x3)+ Bx—3x2+x3)?+ (Bx —3x? +x3)% + 0(x3)
=1+ Bx—3x2+x%) + (9x% —18x3 + 0(x?)) + 27x% + o(x?)
=1+3x+6x2+10x3+ 0(x?)
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Exercice C.2 : Déterminer le DL, (0) de :

sin?(x) e¥ —\1+ 2x

f(x) =e*arctan(x),g(x) = T’h(x) = =

a) Il faut faire le DL a I’ordre 3 de I’exponentielle et a ’ordre 4 de I’arctan car arctan(0) = 0.

On sait que :
2 43

e = 1+x+x—+—+0(x3)
2 6
On sait de plus que :
! =1—x+x%+0(x?)
1+x
On a donc :
1
_ 2 3
m—l—x +O(X )
x3
= arctan(x) = x—?+o(x4)
On a donc :

2 .3 3
e* arctan(x) = <1 +x + ol + ol + 0(x3)> (x _ + o(x‘*))

2 6 3
—x—£+x2 _x_4+£+x_4+0(x4)
B 3 32 6
1 1
= e*arctan(x) = x + x? + gx?’ - gx“ + o(x*)
b) 11 faut faire un développement limité a I’odre 6 de sin?(x)
On sait que :
3 45
sin(x) = x — FRETTN o(x®)
On a donc :
x3 | xS . x3  x° 5
smz(x) <X—F+W+O(X) x—?+ﬁ+o(x)
X2 x?
2 4 2 4
=11-— R 4 1—— - 4
( 6+120+0(x) ( 6+120+o(x)>
2 xt x2 oyt gt
=1—-—— - [ A 4
6 "120 6 t36 120 1O
sin?(x) x? 2
_ 4 4
) —?+EX + o(x®)
¢) On doit faire un DL a I’ordre 6 du numérateur. On a :

ex—1+x+x—2+£+x—4+x—5+x—6+o(x6)
N 2 6 24 120 720
Demémeona:

1 1 5 7 21
\/1+2x=1+x—§x2+§x3—§x4+§x5—ﬁx6+o(x6)
On a donc :
e* —+1+2x
X2
x?  x3  x* x5 xS 6 1 , 1 3 5 ,.7 c 21 ¢ 6
<1+x+7+?+2—+m+m+o(x) —(1+x—5x"+5x° —gx" +gx° —7zx° +0(x°)
e* —V1+2x 1 2 13
=————=1—-z—x+=-x*——x* +—x*+ o(x*)

x? 3 3 15 360
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Exercice C.3 : Déterminer le DL4(0) de :
f(x) = cos3(x),g(x) = e h(x) = In(1 + cos(x))

a) On sait que :

x2 4 X6

=1—_ - 6
cosC) T 1= ¥ 95 " 7g9 OO
s c052(x) = cos() x cos() = [ 1=+ o o (1= B2 X o)
cos?(x) = cos(x) X cos(x) = oy 7ot olx TR TG
x%2 x* x® x%? x* x® x* x® x°
=1——+_—___ _——— Y —_— - = 6
> 22 720 277 w8 2a a8 720 °&)
1 2
=1—x2+§x4—Ex6+0(x6)
1 2 xz x4 x6
. 3 =[(1- 2,4, 4 _ _— 6 6 1——4 6
cos*(x) < x +3x 45x + o(x ))( 2+24 720+o(x)
x?> x*  x® x* x® 1 1

2
4 _ 1.6 _“ 6 6
>t 70 X T ot TgX Tapx o)
=>cos3(x)=1—§x2+zx4‘—ix6+o(x6)

2% T8 T 240

=1-—+_ - S

b) On sait que :
2 4 6
xX° X X
eCos() = g1 +53 71 0(x°)
2

4 6
_XTLxX X 6
—exe zT2a720m0(x%)

x? x*  x° 1/ x%2 x* x5\* 1/ x2 x* x6\° 1 x2 x* x6\*
—e(l+(-F+—— |4t 4o ) (-
¢ ( 2 " 24 720) 2( 2 " 24 720) 6< 2 " 24 720) 24( 2 " 24 720)

1 x2 xt x8\> 1 x? x* x6\°
(XN, 2 x X 6
+120< 2 24 720) +720( 2 24 720> tolD)
Or on sait que :

x2 xt x6\°  x* x? S x? x*  x°
_ - =—( -1 - 2 =—(1-— 2 - 6
< Y 720) g\ "1 o)) =g tmp ol =t old)

De méme :
x2 x* x6\° x®
A oMy 6
( 2 22 720) g tol
Enfin :
x2 x* x6\* X2 x* x5\’
S — 6) — —_——
( 2 24 720) o) ( 2 24 720)
Et:
x2 x*  x6\°
T R 6
< 2 24 720) o)
On adonc:

x? x* x° x* x® x°
RS W T

2 24 720 8 24 48
e e 23e
N coS(X) — o w2 4 o4 _ 6 6
e e x+6x 360 5 + 0(x°)

¢) On sait que :

x? x*  x°
_ _ _ _ 6
h(x) = In(1 + cos(x)) = In <2 > + 52~ 720 + o(x ))
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x? x*  x°
=m@)+n(1l-——+-—-

6
7 Y28 1220t O™ )>

De plus on sait que :
2 43 44 5 6

x
—x) = AT 6
In(1-x) x+2+3+4+5+6+0(x)

x? x*  x®
=h(l-—+—- + 0(x®)

4 48 1440
X2 x* xS 1/x2 xt  x\° 1/x2 xt  x0 )’
=——-—+ +==——-=+ +==——-=+ + o(x®
4487 1440 ' 2 < 4 18 1440) 3 < 4 48 1440) o)
x?2 x*  x®  x* x® x©
=—-—+ +—=——+—+o(*®
+ 28 T 1420 132 192 T192 T OO

_x2+x4+ x® o)

~ 4 T96 1440 ' OV
On a donc :

X2yt 6
h(x) = In(1 + cos(x)) = T + 9% + 40 + 0(x®)
Exercice C.4 : Déterminer le DL3(0) de :
1
(1-x%)3
fe) = cos(x)
1l faut faire un DL a I’ordre 3 du numérateur et du dénominateur :
1 1
1—-x*)3=1- §x2 +o(x?)
De méme :
X2
cos(x)=1-— -+ o(x?)
1 1
1-x»)3 1- §x2 + o(x?) 1 x2
= o v = 1—§x2+0(x3) 1+7+0(x3)
cos(x 1-% 4 o(x)
1 1
=1 +Ex2 —§x2 + o(x?)
1
(1-x%)3

- = 1+lx2 +o(x?)
cos(x) 6

Exercice C.5 : Déterminer le DL5(0) de tangente en utilisant la formule de Taylor-Young puis en utilisant les DL3(0)
de sin et cos.

11 faut dériver 5 fois tangente puis prendre les valeurs en 0. Comme Tangente est impaire, on sait que le DL de
tangente sera impaire !
f(x) = tan(x)
= flx)=1+tan’(x) =1+ f2(x) = f'(0) =1
= f"(x) =1+ 2(tan®(x) + 1) tan(x) = 2f ' (xX)f(x) = f""(0) =0
= fO) = 2f"(Of () + 2f'()* = f3(0) = 2
De méme on a :
fO@) =2f3Cf () + 2f"()f ' (x) +4f ' () f"(x) = fF®(0) = 0
Enfinona:
FE(0) = 8f"(0)f'(0) = 16

On en déduit donc d’apres la formule de Taylor-Young que :
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2 16 .
fxX)=x+=x3+—x+0(x>)

3! 5!
= tan(x) = x +1x3 + ix5 + o(x°)
3 15
On peut aussi écrire que :
x3  x° s
sin(x) x—?+m+o(x )
tan(x) = cos(x) - x?  x*
XX 5
1-% +24+o(x )
x3 x5 x2 xt (x?\
— A TR 5 14— - . 5
x 6+120+0(x) +5 24+<2> + o(x>)

= x3+x5+(5) 1+x2 5x4+(5)
“\* 76 T120 7%V 2 24 O

1 2 5 5
= tan(x) =x+§x3+Ex + 0(x®)

Exercice C.6 : Calculer les développement limités suivants :
1) f: x = cos(x) a I’ordre 4 au voisinage de g

2) f:x » In(x) a I’ordre 4 au voisinage de e.

3) f:x = e* al’ordre 4 au voisinage de 1.

a) Il suffit de se ramener a 0 :

cos(x) = cos (E — X) = %COS(X) + ?sin(X)

3
=%<1—X72+XT4+0(X4)>+§<X—X£+O(X3)>
1 \/§ 1 2 \/§ 3 1 4 4
=>COS(X)=§—7(X—g)—Z(x—g) +§(x—g) +Z(x—g) +o((x—g))

b) On sait que :
X X 1 x* 1 x* 1 x* .
ln(x)=ln(e—X)=1+ln<1—;>=1+E+EX?+§X6—3+ZX6—4+O(X)

! (x —e)3 +4Le4(x —e)*+o((x—e)hH

1 1
— _ _ - _ 2 _ =
=Inkx) =1 5 (x—e)+ o2 (x—e) 303

c)Ona:

1 1 1
e¥X=el™ X =elxe X = e(l—X+EX2 —EX3 +ﬁX4)+o(X4)

=>ex=e+e(x—1)+§(x—1)2+g(x—1)3+%(x—1)4+0((x—1)4)

Exercice C.7 : Déterminer DL, (0) de :

x2
F = ! d
(x)_!\/1+t2 ‘

11 faut utiliser Taylor-Lagrange :
. 1 L o .
On sait que t = e est dérivable sur R donc F est dérivable sur R et :
1

Vx € R, F'(x) = 2x X —
Vi+x?t V1+x2

= F'(0) = —1

Demémeona:
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F'"(x) =2

B X py=2
VIHET (et (14x2)
On fait de méme avec F®) et F® et on obtient :
F®0) =1
F®(0) =0
On en déduit donc que :

x2

1

) :xf V1 +t2

1
dt = —x + x? +gx3 +o(x*)

Partie D : Application des DL

Exercice D.1 : a) Donner un DL,,,(0) de :

(1—ef)"
b) En déduire :
n
n
- _1\k
Snp = kz_o( D* ()7

a) On sait que :

(1-e"" =

x? x3 "
o x 3
X = 6+0(x)

/-~

2 n
o144+ 0(x2)>

2 6

/

2

5+ o)
(DG (1+5+oe)

=(=D™"(1+n f+x—2 +M x—z + o(x?%)
a 26 2 4

(D" 3n2+n
= (—=1)x" T a1
(D)™™ +n > x + >4

=(—x)"x

NgE

=(—x)" x

DM=7

&
Il
o

(_1)nxn+2 + 0(x1’l+2)

b) On sait que :

n

(1 _ ex)n — Z (Z) (_1)kekx

k=0
Pour étre plus « propre » dans la rédaction on pose :
fa() = (1 —e*)" et gp (x) = e/

On en déduit donc que :
n

n
vp e [0 £P 00 = ) (1) (“DF g PG
k=0
Or on démontre par une récurrence immeédiate que :
(9 ) P (x) = kPek~

On en déduit donc que :
n n

vp e [0:n£P0) = Y (1) (~DFkPe = vp e [0;n], £P0) = > () (—Dkk?
Z () Z (i)
Or on sait que :
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vp € [0;n—1], /P (0) = 0
Car on a le développement limité a ’ordre n+2 de f,, et ce dernier commence avec x" !

Deplusona:
Z (Z) (—1D)kKk™ = (=1)"n!

k=0
On peut méme en déduire que :

kzo (1) Dkt =5 (—21)n (n+1)!
\; ) -1k = SR o+ 2)

Exercice D.2 : Déterminer les dérivées n-iéme en 0 de :
f(x) = arcsin(x)

On pose :

f(x) = arcsin(x)
On peut faire un DL, (0) de arcsin.
On sait déja que arcsin est impaire donc on peut en déduire que :

vk €N, f2K(0) =0

On pose :

f(x) = arcsin(x)
On a donc :

vx €] - L 1[ f'(x) = = (1—x2)('%)

1
Vi<
On cherche le DL,, de (1 — x) _%.

On pose :
g:ix— (11— x)_%
On saitque g € C* ( —%,%D et:

1 _3 3 )
g)=510-2)2,0"0)=700-x)2,9"(x)=

Une récurrence immédiate donne :

3x5

7
S (1-x)72

1x3%x..x(2n—-1) _2n+1
S 1-x)7 2

(2n)! _2n+1
7] (1-x) 2

vn € N*, g™ (x) =

=vneN,gM(x) =

On en déduit donc que :
(2n)!

Vn € N:g(n)(o) = J2np)

1 @R
-z £ 27F(k)?

x* +o(x™)

On adonc:
1 v @
VI—xZ & 2%k (k)?

x2k 4+ o(x?™)

On a donc :
n

2k)!
arcsin(x) = Z 22k(k!()2(;k D x2KF1 4 o(x?™) car arcsin(0) = 1
k=0




S (2K)! 2k + 1) xPHt
£, 2% (kD? (2k + 1) 2k + D

= arcsin(x) = + o(x*m*1)

On a donc :

22n(n1)2 ~ \ 27

z 2
vn € N, arcsin®"D(0) = ((Zn)!) <(2n)!>
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Exercice D.3 : Calculer les limites suivantes :

1
. _ x(e*+1)—-2(*-1) . [tan(x)\sin?(x)
@) gcl—% (sin2 () x_z) b) fcl—% x3 c) il_rfé X
T e[ ST s ey )
d) lim MEREIDARENE D oy pim (e - (1+3)) ) lim 2
x—>+00 lnz(ﬁ) x—>+00 x x—aq X*—a*
a)Ona:

x3 x3 x3
sin(x) = x — <t o(x3) = sin?(x) = <x -t o(x3)> <x -t o(x?)

1
= x?2 —§x4 +o(x*)

On a donc :
1 1 _ 1 1
sin?(x) x2 xz—%x4+o(x4) x2
1 1 N
=—2 —
x 1—%x2+0(x2)
1 1 5 )
=x—2(1+§x +o(x )—1)
SESE)
On a donc :
li < 1 1)_1
20 sin2(x) x2) 3
b)Ona:
X3
x(ex+1)=2x+x2+7+0(x3)
De méme :

x3
2(e* —1) = 2x + x? gt o(x3)

On en déduit donc que :
3

1
x(e*+1)—2(e*—-1) gX 1
e+ 1) . ( )=63 +0(1) ==+o0(1)
X X 6
Cox(e*+1)—-2(e*-1) 1
= lim 3 =—
xX—0 X 6

c)Ona:

1

<tan(x)>sin2(x) B 1T ln(tan(x))

esin?(x) x
X

Or on sait que :

1 1 1 1 1

sinz(x): 2_1 4 4  x? 1, 2 x?
X% —=x + o(x%) 1 3X + 0(x?)

=— =—x<1+%x2+o(x2)>
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De plus :
tan(x 1
x( ) - 1+§x2+0(x2)
On a donc :
tan(x)\ _ 1, ~) 1, )
ln( . )—ln(1+3x + o(x*) =3% +o0(x%)
On a donc :

1 tan(x) 1
SIZ () X ln( . ) =§+0(1)

1

- [tan(x)\sin?(x) 1
lim =e3

On en déduit donc que :

x-0 X
d)Ona:
n|1+ 1+l —In{1+ 1—i
In(x +Vx2 +1) —In(x +Vx2 - 1) B N X2 N
+1)2 a 2
n(3=7) n? (14 7=7)
On sait que :

Demémeona:

1 1 1 1 1
In| 1+ 1+— —In|{ 1+ 1——2 +O<F) —In 2—2—x2+0(x—2)

- g+l % (xz))=%+0(%)
ln2(1+x31>:(x—41)2+0<(x—11)2)

In(x +Vx2+1) - ln(x +Vx2 - 1) % o (xiz)

On a donc :

Deplusona:

On en déduit donc que :

1
s L (it1 Y )‘5
n(EE) -t \a=1r
e)Ona:
N G
<e—(1+—)>
X
On sait que :

Va2 +2—x2+1=x TR PR P 1+i—<1+i)+o(i>
B x? x2 | x? 2x? x?

On adonc:
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De plus on sait que :

On a donc :
X
e— <1 +l) =e—eX e_%w(%)
X
=e (1 — e_%+o(%))

Deplusona:

2x
On a donc :
1\* 1 1
e—(1+—> =e —+0<—)
X 2x X
On a donc :
1\* 1 1
In e—<1+—) =1+1In —+0<—)
X 2x X
On a donc :
x2+2—VxZ+1 3 1 1 1
(=12} el
X
On a donc :
x\ VXZ42—Vx2+1 3 3 1 3 3 ¥
lim <e — (1 + 1 > = lim eﬂ+ﬁln(ﬁ) = lim 67X+7Xln(7)
x—+00 X x—>+00 X-0

Or on sait que :
)l(irr(l) XIn(X) = 0 (croissance comparée)
i,
On en déduit donc que :
3..3., (X
lim efX+7Xln(7) =eV=1
X-0
On en déduit donc que :
VxZ+2—VxZ+1

1 X
lim <e—<1+—)> =1
X—+00 X

g =1 @)

f) Soit a > 0. On cherche :

Exercice D.4 : On pose :
—1 + cos(x) + xsin(x)
%2

fixe
1) Déterminer Dy.
2) Démontrer que f peut étre prolongeable par continuité en 0 et que ce prolongement est derivable en 0.
3) Montrer que f admet un extremum local en 0.

1) Dy =R"

2) Nous ferons la question 2 et 3 en méme temps. Il faut faire au minimum un DL, (0) de f pour avoir la dérivabilité
et la position de la tangente (ordre 2 si et seulement si ce dernier n’est pas unique, sinon nous n’avons aucune
information sur la position). Donc au minimum un DL, (0) du numérateur :

2 .4 3
—1+cos(x)+xsin(x)=—1+1—x—+x——x x— +o(x%)
2 24 6
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3 5
—_2.2 4 4
=—5X +24x + o(x*)
On en déduit donc que :

FO) = —2 4 a2 4 o(x2)

2 24
Donc f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = — %’ ce prolongement est dérivable en 0 avec :
f'(0)=0
Deplusona:
()~ To(@) = () + 2~ ox?
fO)=To0) =f(0) +5555%

2

Donc f(x) — % est du signe de % x“ au voisinage de 0. On en déduit donc que Cr est au-dessus de sa tangente (qui est

horizontale). Donc f admet un minimum local en 0.
Voici la courbe tracée sur géogébra :

cos(x) — 1 — x/x sin(x)

T g——de—7 5 i ) 5 i 0 / 2 5 6 T
1

Exercice D5 : On pose :
1 1

vr e |25 o) () = i

Montrer que f peut étre prolongé par une fonction de clase C* sur |—m; [.

Ona:
11 i £+0(x3)
O R 2 = Z+0(x)

sin(x) x xsin(x)  x2+o(x2) 6

f admet donc un DL;(0) donc f est prolongeable par continuité en 0, ce prolongement est dérivable est f'(0) = %

Il reste a voir si :
1
lim f'(x) ==
lim /() = =
Pour avoir un prolongement de classe C*.

Ona:

v COS(Xx | X — —3 + 4 ’ 2 xz 2
s 02 2 < 6 O(X )) — X <|__+O(x ))
X € ]_71; T [\{0},f’(x) = _L } _ S1n (X) X COS(X) )

sin?(x) x?2 x2 sin?(x) x* 4+ o(x*)
x2—1x4—x2+1x4+0(x4) 1
-3 2 = +o(1)
x* 4+ o(x*) 6
Ainsiona:
1

lim f'(x) ==
x—-0 6
Donc ce prolongement est de classe C* sur |—m; 7.

Remarque : On aurait pu juste faire un DL(0) de f pour prouver le prolongement par continuité puis dériver f en
dehors de 0 et ensuite utiliser le théoréme de la limite-dérivée, autrement appelé théoréme de prolongement €1 par
Monsieur Lajugie "
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Exercice D6 : On pose :
xVx? +1

fixe o

1) Déterminer DL, (f) en 0.
2) En déduire la tangente de Cr en 0 et sa position relative par rapport a la courbe.

3) Montrer que C; admet une asymptote en +co.

1)Ona:

xVx?2 +1 1
—— = —xX
x—1 1—x

1
X1+ x2 =—xx(1+x+x2+o(x2))<1+§x2+0(x2)>

= (—x —x? + 0(x?)) (1 + %xz + 0(x2)> = —x—x%+0(x?)

2) f admet un DI, (0) donc on a I’équation de la tangente en 0. On a :
Tos(x) = —x
Deplusona:
f(O) = To s ()5 — 22

Donc Cy est en-dessous de sa tangente en 0. Ce que I’on peut voir sur le graphique suivant :

BEES 2SS G B
y r—1
-+ y=—0
3)Ona: -
1 1
xVx2 +1 +ﬁ
Vx>1,f(x) = ——— = x X ———
x—1 11
X
Orona:
L 1 _ 1 1 1
+x_2x—>_+oo +EXF+O(X2)
Demémeona:
LI
1_1Jc—>_+oo x? 0<x2)
X
On a donc :
1 1
T2 LI <1) L1 (1) 1+1+3><1+ <1)
-~ = —X —= — ]| % —+— — = —+=-X—= —
11 xote 3 x2+0 x? +x+x2+0 x2) | x—>+oo x 27 %2 %\x2
X

On en déduit donc que :

| 3 1 1)
= — X — —
f(x)x_)+oox+ +2 x+0(
On a donc :
1) = 0t ! li +1)=0
f@ =G +D = gxto(l)= tm -4 =
On a donc y = x + 1 asymptote oblique a Cr en +o.

Remarque : Ici on en a fait plus que demandé | On a la position de Cr par rapport a son asymptote puisque :




Donc Cy est au-dessus de son asymptote en +00. On peut le voir sur le graphique suivant :

20

15

10

3 1
f(x)—(x+1)+~ooz><;
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