
Page 1 sur 3 
 

Chapitre 19 : Espaces vectoriels 

Partie B : Famille finie de vecteurs 

 

I) Familles libres et liées 

 

a) Définition 

 

Définition : Soit (E, +, . ) un 𝕂-ev. On dit que la famille (x1, … , xn) ∈ En est libre si et seulement si :  

∑ λixi

n

k=1

= λ1x1 + ⋯ + λnxn = 0𝐸 ⟹ λ1 = ⋯ = λn = 0 

 

Exemple I.a.1 : Montrer que la famille suivante est libre dans ℝ3 : 

(x1, x2, x3) = ((
1
2
1

) , (
1
0
2

) , (
−1
0
3

)) 

 

Exemple I.a.2 : Montrer que la famille (cos, sin) ∈ (ℝℝ)
2
 est libre dans ℝℝ. 

 

Définition : Si la famille (x1, … , xn) ∈ En n’est pas libre, on dit qu’elle est liée.  

 

Exemple I.a.3 : Montrer que la famille suivante est liée dans ℝ3 : 

(x1, x2, x3) = ((
1
2
1

) , (
1
0
2

) , (
3
2
5

)) 

 

Remarque : Deux vecteurs colinéaires sont toujours liées. Deux vecteurs non colinéaires forment une famille libre.  

 

Propriété I.a.4 : Soit (E, +, . ) un 𝕂-ev et (x1, … , xn) ∈ En une famille libre. Alors pour tout (λ1, … , λn) ∈ 𝕂n et 

(μ1, … , μn) ∈ 𝕂n on a :  

∑ 𝜆𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑘=1

= ∑ 𝜇𝑖𝑥𝑖

𝑛

𝑘=1

⟹ ∀𝑖 ∈ ⟦1; 𝑛⟧, 𝜆𝑖 = 𝜇𝑖 

 

b) Familles liées 

 

Définition : Soit (E, +, . ) un 𝕂-ev et (x1, x2) ∈ E\{0E} × E deux vecteurs de E. On dit que x1 et x2 sont colinéaires 

s’il existe λ ∈ 𝕂 tel que x1 = λx2.  

 

Propriété I.b.1 : Soit (E, +, . ) un 𝕂-ev et (x1, … , xn) ∈ En contenant 0E le vecteur nul. Alors la famille est liée.  

 

Propriété I.b.2 : La famille  (x1, … , xn) ∈ En est liée si et seulement s’il existe un vecteur xi0
∈ (x1, … , xn) tel que xi0

 

s’écrive comme combinaison linéaire des autres.  

 

Application I.b.3 : Montrer que la famille suivante est liée :  

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ((
1
2
1

) , (
1
0
2

) , (
3
2
5

)) 

 

Propriété I.b.4 : Soit (x1, … , xn) ∈ En une famille libre de E et x ∈ E. On a l’équivalence :  

(x1, … , xn, x) ∈ En+1 est liée ⇔ x ∈ vect(x1, … , xn) 
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Propriété I.b.5 : Toute sous-famille d’une famille libre est libre.  

Toute sur-famille d’une famille liée est liée. 

 

Application I.b.6 : Montrer que la famille suivante est liée :  

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = ((
1
2
1

) , (
4
8
4

) , (
3
2
7

)) 

 

c) Polynômes échelonnées 

 

Définition : Soit (P0, P1, … , Pn) ∈ (𝕂[X])n+1 une famille de polynômes rangée par ordre croissant de leur degré. On 

dit que la famille (P0, P1, … , Pn) est échelonnée si et seulement si :  

deg(P0) < deg(P1) < ⋯ < deg(Pn) 

 

Propriété I.c.1 : Toute famille de polynômes échelonnée de polynômes non nuls  (P0, P1, … , Pn) ∈ (𝕂[X])n+1 est 

libre.  

 

Application I.c.2 : La famille (1, 𝑋 − 3, 𝑋3 − 𝑋2) est une famille libre de ℝ[X]. 
 

II) Famille génératrice 

 

a) On peut avoir tout le monde 

 

Définition : On dit que la famille (x1, … , xn) ∈ En est une famille génératrice de E si et seulement si :  

vect(x1, … , xn) = E 

Autrement dit :  

∀x ∈ E, ∃(λ1, … , λn) ∈ 𝕂n, x = λ1x1 + ⋯ + λnxn = ∑ λixi

n

k=1

 

 

Exemple II.a.1 : Déterminer une famille génératrice de ℝ3 

 

Exemple II.a.2 : Déterminer une famille génératrice de ℝn[X] 
 

Exemple II.a.3 : Démontrer que :  

ℝ3 = 𝑣𝑒𝑐𝑡 ((
1
2
3

) , (
1
1
0

) , (
0
1
1

) , (
3
2
1

)) 

b) Sur-famille d’une famille génératrice 

 

Propriété II.b.1 : Soit G une famille de E et F une famille génératrice de E. On a alors G est une famille génératrice si 

et seulement si tout élément de F est combinaison linéaire d’éléments de G.  

 

Application II.b.2 : Démontrer que : (1, e
2iπ

3 ) engendre le ℝ −ev ℂ. 

 

III) Bases 

 

a) Libre et génératrice 

 

Définition : Une famille ℬ = (e1, … , en) d’un 𝕂-ev E est une base de E si et seulement si elle est libre et génératrice.  
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Exemple III.a.1 : La famille (1, X, … , Xn) est une base de ℝn[X]. 

Propriété III.a.2 : Une famille ℬ = (e1, … , en) d’un 𝕂-ev E est une base de E si et seulement si tout élément de E 

s’écrit de manière unique comme combinaison linéaire d’éléments de ℬ : 

∀x ∈ E, ∃! (λ1, … , λn) ∈ 𝕂n, x = λ1e1 + ⋯ + λnen 

 

Définition (Coordonnées) : Soit ℬ = (e1, … , en) une base de E et x = λ1e1 + ⋯ + λnen un élément de E.  

 Alors le n-uplet (λ1, … , λn) s’appelle les coordonnées de x dans la base ℬ. 

 On appelle matrice colonne de x en base ℬ et on note :  

Mℬ(x) = (
λ1

⋮
λn

) 

 

Application III.a.3 : On pose :  

ℬ = ((
1
1
0

) , (
0
1
1

) , (
1
0
1

)) 

Montrer que ℬ est une base de ℝ3. Soit u = (x, y, z) ∈ ℝ3. Déterminer les coordonnées de u dans la base ℬ. 

 

b) Les bases canoniques 

 

Définition : On appelle base canonique les bases qui sont « conformes à la norme », on peut dire également qui  

« tombent sous le sens ».  

 

Exemple III.b.1 : La base canonique de ℝn est ℬc = (e1, … en) avec :  

∀i ∈ ⟦1, n⟧, ei = (0, … ,0, 1⏟
i−ème position

, 0, … ,0) 

Par exemple : ℬc = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)). 

 

Exemple III.b.2 : La base canonique de Mn,p(ℂ) est ℬc = (E1,1, … , En,p) avec :  

∀(i, j) ∈ ⟦1, n⟧ × ⟦1, p⟧, Ei,j = (ak,l)1≤k≤n
1≤l≤p

 , ak,l = {
0 si (k, l) ≠ (i, j)

1 sinon
 

 

Exemple III.b.3 : La famille (1, X, … , Xn) est la base canonique de ℝn[X]. 
 

c) Base et somme directe 

 

Propriété III.c.1 : Soient F et G deux sev de E. Soient (f1, … , fp) ∈ Fp et (g1, … , gq) ∈ Fq deux familles de vecteurs.  

(1) Si (f1, … , fp) et (g1, … , gq) sont libres et que F+G est en somme directe alors (f1, … , fp, g1, … , gq) est une famille 

libre de F+G.  

(2) Si (f1, … , fp) et (g1, … , gq) sont génératrices respectivement de F et G et E=F+G alors (f1, … , fp, g1, … , gq) est 

génératrice de E.  

(3) Si (f1, … , fp) et (g1, … , gq) sont des bases respectivement de F et G et E=F⨁G alors (f1, … , fp, g1, … , gq) est une 

base de E. On l’appelle base adaptée à la somme directe F⨁G. 

 

Exemple III.c.2 : On pose F = {(x, y, z) ∈ ℝ3; x + y + z = 0} et G = vect{(1,1,1)}. Montrer que ℝ3=F⨁G puis en 

déduire une base adaptée à la somme directe F⨁G. 

 

Propriété III.c.3 : Soit (e1, … en) une base de E. Alors :  

∀k ∈ ⟦1, n − 1⟧, E = vect(e1, … , ek)⨁vect(ek+1, … , en) 

 

 


