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[Correction DM n°5|

Cet exercice nous propose une démonstration du résultat suivant :
. =1 _n?
m) =
k=1
On définit la suite de polynomes T, par :
1 in
T,(X) = T [(X 4+ )™ — (X — )2 oni=e2
1) Calculer Ty(X) et T, (X).
2) Montrer que :
vn € N, T,, € R[X]

3) Déterminer le degré de T),.

4) a) Montrer que :

n

Ta(0 = ) (=DF (5 T 1) a2
k=0

b) En déduire le coefficient dominant de T;,
5) a) Rappeler les solutions de z™ = 1 sur C.

b) Soit 6 €]0; [. Démontrer que :

z+1i 0 1
-=e &z = 7
z=1 tan (7)
¢) En déduire que :
2n 1
T, (X) = (2n+1)1_[ X — =
k=1 tan (Zn + 1)
6) Montrer que :
n 1 2 n 1
Tn(X)=(2n+1)1—[ X - — %~ =(2n+1)1_[ X_Z—kn
=1 tan (Zn + 1) =1 tan (Zn + 1)

7) a) Montrer que :

n

Z 1 B n(2n—1)
T =
fe=1tan? (Zn i 1) ’

(Indice : on pourra utiliser le coefficient de T,, en X2~ 2 et le fait que :

zn:(—nk @Zi })in—zk —@2n+1) ﬁ X2 — —1k
= Fo1 (525)

b) En déduire que :
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8) a) Montrer que :
s
Vx € ]O;E[,sin(x) < x < tan(x)
b) En déduire un encadrement de :

spourl<k<n

( km
2n+1
c¢) En déduire que :
) y n 1 + o0 1 1'[2
@=im) =)
k=1 k=1
I)Ona:
1
TO(X)=E[X+1—X+1]=1

De méme on a :

1 1

T,(X) = 7[(X +i)} - -3 = ?[X3 +3iX%2 —3X —i— (X3 —3iX? —3X +1)]
l l
1
= E(6iX2 —-2i)=3X*-1
2)Ona:
- 1
Vx € R, T,(x) = _Z_i((x — )2 — (x + )2 = T, (%)

Donc T,, € R[X].

3)Ona:
2n-1
AN2n+1l — y2n+1 Fy2n 2n+ 1\ ont1-k vk
(X + 0)27*1 = X2n*1 4 (25 + 1)iX +Z( . )i X
k=0
De méme on a :
2n-1
_ \2ntl _ y2n+l _ Sy2n 2n+ 1\ on+1-kyk
(X — )2+l = x 2n + 1)iX +Z( e X
k=0
On a donc :
2n-1
(X + D)2V — (X — )2 = 2(2n + 1)iX?" + Z (ZTLI:- 1) (i2n+1—k _ (_i)2n+1—k)Xk
k=0
Donc on en déduit que :
deg(T,) = 2n
4) a)Ona:
1 L 2n
. . 2n+ 1\ /. - . _
Tn(X) = 2—1[(X + l)2n+1 _ (X _ l)2n+1] = Z_l(z ( X )(12n+1 k _ (_l)2n+1 k)Xk>
k=0
(0 2n+1
— n ik _ (_iVk)y2n+i-k
(G o)
Deplusona:
inmt _inm nm 0 si n pair
n_ o — B — oiein (TR _
(it =ez -z =2isin(5) {(—1)ksin=2k+1

On en déduit donc que :
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n
_ _1\k 2n+1 2n-2k
T"(X)_z( 1 2k+1)X
k=0
b)Ona:

_ 2n Nk 2n+1 2n-2k
T,(X) = 2n + 1)X +Z( 1) 2k+1)X

Ainsi le coefficient dominant est 2n + 1
5) a)Ona:
2ikm
"=1losz=en ke[0;n—1]
b)Ona:
zZ+1

. i0 ] 0
::ele sz(l1-ef) =—-i(e? +e™) < —€2ZXZLSLTL(2) = —2icos<—) Sz=

tan (g)

¢)Ona:

X + i\2 ! X+i  2ikn
X—i) =le - = e2n+1; k € [[1; 2n]

T,X)=0s (
| ey T
Attention ici i—: # 1, donc on doit retirer la solution k = 0.

On obtient donc d’apres la question précédente :

1
X:W; k € [1;2n]
aAM\zn+1

Vérifions que I’on a bien 2n racines !
Ona:

Vk € [1;n]

o]
2n+1 "2
Donc on a n racines entre 0 et n (positive) car tan est bijective sur ]O ; %[

De plus :

Vk € [n+ 1;2n],

km s
n+lc 737
La encore on a n racines (négative) car tan  est bijective sur E ; n[.

On a donc 2n racines pour T,, polyndme de degré 2n.On a donc :

(X)—(2n+1)1_[ X—— kn

_|_

= 1
[~ e Ll s
11 tanz( km ) km

k=1 tan 2 + 1 tan T 1)

tan(
6)Ona:

N on+1 k=1 2n+ 1

=
I
[

Or on sait que :
—tan(0) = tan(w — )
On a donc :

X4— —| | X ! —| | X !
+ ZEY - Y - ((Zn T1- k)n)
ST — 5 tan (~——/5——

2n+1
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3
N
3

1 1
| enncany ol | et

On en déduit donc que :

2n
1
Tn(X)=(2n+1)1_[ X —(2n+1)1_[ X2 — . kn
k=1 tan (Zn ¥ 1) tan 2n ¥ 1)

7) a)Ona:

1,00 =@n+ D[ [{x2- Z( 1y (21 1) gon-ax

tan2

En pose Y = X2 on obient :

B, (Y) = (2n+1)ﬁ Yy ———MMM Z( 1)k EZiD yn—k

talz)(2n+1 =

On utilise ensuite le lien coefficient-racine pour le terme en Y"1
n

2n+1 (2n+1)!
—(2 1 = — S
(2n+1) tan Kk ) ( 3 ) 31(2n - 2)!
k=t 2n+1
On en déduit donc que :
n
Z 1 n(2n—1)
k
k=1 tan® (Zn :T— 1) ’

b)Ona:
Zn: 1 zn“ cos? (1) _ wo1=sin? () < 1
R B )

On en déduit donc que :

z”: 1 n(2n - 1) 2n(n + 1)

= n—=———
. k
k=1sin’ (Zn :T— 1) ’ ’
On sait que :

T
Vo € ]O;E[,tan(ﬁ) = —tan(—6
k
Vk € [1;n], tan <2n n 1) = tan(tan <2n n 1)
8) a)Ona:
X X X

s T
vVt € ]O;E[,cos(t) <1<1+tan?(t) > Vx € ]O;E[,f cos(t) dt < f 1dt < f 1+ tan?(t) dt
0 0 0
T
= Vx € ]O;E[,sin(x) < x < tan(x)
b) On en déduit donc que :

Vk € [1;n],

n
n n n
_ 1 _ 1 1
— T S T S
i=15sin’ (Zn—il) fe=1 (an:r_ 1) i=1tan? ( T )
2nn+1) Cn+1)2x 1 nn—1)
= < Z Lmen= 2

3 - 2

k=1
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2n“ 4+ 2n Z 2n® —n 72
=
3(4n? +4n+1) k%~ 3(4n2+4n+1)

Orona:

2n® 4 2n m? 2n%® —n

I n?=— =i
W3@n?+an+ ) 6 m3@ni+an+t )"

2

Cet exercice nous propose une démonstration du résultat suivant :

n

> e=x
lim ) 2=%

k=1

On définit la suite de polynomes T;, par :
1 in
T,(X) = > [(X + D)2 — (X — )21 oni=e2

1) Calculer Ty(X) et T; (X).
2) Montrer que :

vn € N, T,, € R[X]
3) Déterminer le degré de T,,.

4) a) Montrer que :
n
— _1\k 2n+1 2n-2k
=S G

b) En déduire le coefficient dominant de T,
5) a) Rappeler les solutions de z™ = 1 sur C.
b) Soit 8 €]0; [. Démontrer que :

z+1i . 1
=elf oz =

on ()

c¢) En déduire que :

2n
1
T,(X) = (2n + 1)1_[ X———
= tan (Zn + 1)
6) Montrer que :
n 2 n
T,(X) = (2 +1)1_[ X ! en+D| [ x !
nid) = Len N\ km oy = len l_[ o km oy
- 2
k=1 tan (3777) k=1 tan? (5777)
7) a) Montrer que :
s 1 _n@n-1)
—=
=t tan? (z757) ’

(Indice : on pourra utiliser le coefficient de T,, en X2"~2 et le fait que :



8)

n n 1
b) En déduire que :
. 1 _2n(n+1)

a) Montrer que :
s
Vx € ]O;E[,sin(x) < x < tan(x)
b) En déduire un encadrement de :

spourl<k<n

(5

¢) En déduire que :

n + o0
) 1 1 n?
¢(2) = IEPZﬁ—Zﬁ—?
k=1 k=1

Page 6 sur 6



