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Correction TD 19 : Espaces vectoriel

Partie A : Sous-espace vectoriel

Exercice A.1 : On pose :
F = {P € R[X]; P(X) = XP'(X) + P(0) }
Montrer que F est un ev.

I1 suffit de montrer que F est une sev de R[X].
1) On pose P = Opx;
On a alors :
P =XP' + P(0)
On en déduit donc que Ogx) € F.
2) Soient (A, ) € R?, (P, P,) € (R[X])?, ona:
Q = AP, + pP, = A(XP'(X) + P(0)) + u(XP'(X) + P(0))
= X(AP] + uPy) + (AP, + uP,)(0)
=XQ'(X) + Q(0)
On en déduit donc que AP; + pP, € F.
Donc F est un sev de R[X]. C’est donc un espace vectoriel.

Exercice A.2 : Soit A € M,,(R). On pose C, = {M € M,(R); AM = MA}.
Montrer que Cp estun ev.

La encore il suffit de voir que C, est un sev de M, (R).
[)Ona:
0, XxA=0,=AX%X0,
Donc 0, € C,.
2)V(A, ) € R%,VY(M;,M,) € (Cy)?ona:
A(AM; + uM,) = AAM; + pAM,

= AM;A + uM,A

= (AM; + pMz)A
On en déduit donc que :

AM; + uM, € Cy
Donc C, est un sev de M, (R), c’est donc un espace vectoriel.

Exercice A.3 : Déterminer si les ensembles suivants, muni de leurs opérations usuelles sont des espaces
vectoriels :

A, = {P € R[X]; deg(P) = n}

B={(xy,zt) € CHx+ 2y —iz+ (1 + 5i)t = 2 + 3i}

C={(xy;z) € R3x = 2y}

D={(xy) ER%,x%?+y? =x+y}

Ez{(i 3) € M,(C);a+d = 0}

Ap = {P € R[X]; deg(P) = n}

NON ! En effet + n’est pas une loi de composition interne !
X"€eA —X"€AmaisX"+ (—X") ¢ A
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B={(xy,zt) €Cx+2y—iz+ (1 +5i)t=2+3i}

NON car Ops = ¢ B

oS oo O

C={(xy;z) € R%x = 2y}

OUI ! 1l suffit de prouver que c’est un sev de R3 !

D={(x;y) ER%,x%?+y? =x+y}

NON car + n’est pas une loi de composition interne :
(1,0) € D,(0,1) € Dmais (1,1) = (1,0) + (0,1) ¢ D

E={(‘;’:‘ 3) € My(C)a+d = 0}

OUI ! La encore il suffit de prouver que c’est un sev de M, (R).

Exercice A.4 : Soit E un ev.
1) Soient F et G deux sev de E. Montrer que :
F U G est un sev de E &©FcG ou GCF
2) Soit H un troisieme sev de E. Prouver que :
GcF=2Fn(G+H)=G+ (FNnH)

1) C’est une équivalence. Il faut donc le montrer dans les deux sens.

1 cas : &

Si FcG ou GcF alors FUG = Fou FU G = G donc F U G est un sev.

2iéme cas ¢ Si F U G est un sev de E.

On raisonne par 1’absurde. On suppose qu’il existe x E F,x € Fety € G,y € F.
Six+y€eFUGalorsx+y€Foux+yE€QG.

Six+y € Falorsy = (x+y) — x € F. Contradiction.

On a de méme si x +y € G alors x = (x+y) — y € F. Contradiction.

Donc FcG ou GCF.
2)Ona G c F. Soitx € FN (G + H). Alors il existe x; € G et x, € H tel que :
X €F
{X=X1+X2
On a donc :
X, =x—X; EHetx, EFcarx; EGCF
On a donc :

X = X; + X, avecxy € Getx, € FN H. Donc :
FN(G+H) cG+ (FNH)
De méme si x € G + (F N H) alors :
A(x4,%,) EGXFNHx=%x; +X,

On a donc :

X=%; +X, EFN(G+H)
On a donc :

G+(FnNH)cFn(G+H)
On a donc :

G+ (FNnH)=Fn(G+H)
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Partie B : Sous-espace vectoriel engendré

Exercice B.1 : On pose u = (1,—1,1) € R3. Déterminer vect(u).

vect((1,—1,1)) ={(x, —x,x) ;x € R} = {((X, y,2)) € R3 ’{y = —X}

Z=X

Exercice B.2 : Onpose : u = (1,—1,1) € R3 et v = (1,1, —2). Déterminer vect(u,v).

Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires donc 1’espace engendré par u et v sera un plan.

On sait que :
X X 1 1
vect(u,v) = {(y) e R3;3I(\p) € R2,<y> = A(—l) + u( 1 )}
Z Z 1 -2

A+
{472 )s amen
A—2u

On peut cherche une équation cartésienne du plan soit par le produit vectoriel soit en cherchant une relation

A+
veérifiée par ( H—A )

A—2u
On peut voir que :

A+wW+3(u—2) =-2A+4p=-21A—-2p)
On a donc :
X+ 3y = -2z
On peut donc en déduire que :

X
vect(u,v) = {(y) ER3;x+3y+2z= O}
Z

Exercice B.3 : On pose :
vn € N,u, =2"etv, = 5"
Déterminer vect((up,)y; (vy)y,) dans RN,

On sait que :
vect((up)n; (Vo)n) = {A2™) + p(5™); (A, 1) € R?}
On reconnait la les solutions des suites linéaires récurrentes d’ordre 2 :
Uptz = 7Uptq — 10u,

Exercice B.4 : On pose :

E={(xy;z) ER3%2x+y—z=0}etF ={(x;x;—x) € R3}

a) Montrer que E et F sont des espaces vectoriels.

b) Déterminer E N F.

¢) On pose u = (1,—1,1)et v = (3,1,7). Montrer que vect(u,v) c E. A-t-on égalité ?

a) Il suffit de montrer que ce sont deux sev de R3.
On le montre d’abord pour E :

i) (0;0;0) e EdoncE # 0

i) V(A, ) € R?,V(eq, e,) € E2 on pose :

e; = (X1, ¥1,21)et ey = (X2, Y2, Z2)
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On a alors :
A(X1,¥1,21) + W(X2, Y2, 22) = (AXg + PXp, Ayq + Wy2,AZg + Uz;)
On en déduit donc que :
2(Ax1 + pxp) + (Ay; + uy,) — (Azg +pzy) = A(2x; +y; —29) + 02X, +y, — 75)

=0 =0

=0
Donc Ae; + pe, € E.
Donc E est un sev de R3.
Donc E estun R — ev.

On a de méme pour F :
i) (0;0;0) e Fdonc F # @
i) V(A, n) € R?,V(e;,e,) € F2 on pose :
e; = (X1, Xq, =X)et e; = (X, Xz, —X3)
On a alors :
A%y, X1, =Xq) + H(Xg, X2, =X2) = (AXg + PXp, AXy + PXp, —AX; — PX3)
= (7\X1 + uxg, AXq + pxg, —(Axq + HXZ))
Donc Ae; + pe, € F.
Donc F est un sev de R3.
Donc F estun R — ev.
b) Soite; = (x;¥;z) € ENF. On aalors :
y=x=—-zet2x+y—z=0
=4x =0
=x=0
On en déduit donc que :
ENF ={(0;0;0)} = {Ogs}

c) Il suffit de montrerqueu € Eetv € F. Ona:

u=(1,-1,1)

> 2%ty —2,=2-1-1=0=u€E
De méme :
v=(3,17)
= 2%y +Yy—Zy,=6+1-7=0=VEE

On a donc :

vect(u,v) Cc E
Réciproquement on a :

xy,z) EE=2x+y—z=0
= 2x+ty=12

X 1 3
22) 7))
2x+y 1 7
Remarque : On les représente en colonne pour plus de visibilité.
On a alors :
X 1 3
(220)2) )
2x+y 1 7

{7\+3u=x

On cherche A et p tel que :

On résout les deux premieres :

On obtient :



X — 3y X+y
A= tu=
etu 2
On a alors :
Xx—3 X +
y+7>< y=2x+y
On adonc :

X 1 3
X—3 X+

( ’ >= 4 y<_1>+ 4y<1>

2X+y 1 7

E c vect(u,v)

On en déduit donc que :

On a bien :
E = vect(u; v)
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Exercice B.5 : Soit C” (R, R). On pose S I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle :

(E):y' =2y =0
Déterminer une fonction f € C* (R, R) telle que : S = vect(f)

11 suffit de voir que :
y —2y =0 3L € R,Vt € R,y(t) = Ae?*
On a donc:
S = vect(t » e?!)

Exercice B.6 : Ecrire les espaces vectoriels suivants sous la forme d’un vect :
A={xyzt) ERY;x+2z=y— 2t}

B ={P € R3[X]; P(1) = P(2) = 0}

C = {(uy), € RN géométrique de raison — 3}

A={xyzt) EREx+2z=y -2t} ={(xy,zt) ER,;x+ 2z —y+ 2t = 0}

Il faut voir que I’on a 3 degrés de liberté donc trouver 3 vecteurs non coplanaires de A. On anticipe un peu

I’idée de dimension ici. Mais nous allons le faire sans cela !

On pose :

1
e; = (1,1,0,0),e, = (0,0,1,—1) ete; = (1,2,0, E)
On peut voir que eq, e, et e3 sont trois ¢léments de A.
On a donc :

vect(e;,e;,e3) CA
Réciproquement soit e = (x,y,z,t) € A. Il faut voir que e € vect(eq, e,, €3).
On sait que :

y=x+2z+72t
On cherche (A,2,,243) € R3 tel que :
X 1 0 ;\‘
X+2§+2t =2 (1) + (1) + s (1)

t — -
0 1 2/

On voit immédiatement que A, = zetA; = 2t + 2z et Ay = x — 2t — 2z
On a alors :
MA20=x—-2t—2z+4t+4z=x+ 22+ 2t
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On a donc :
X 1 0 /;\
X+22+28) _ (x— 2t —22) é +7z (1) +(2t+22)|0)
1
t _ -
0 1 >
1 0 ;\
1 0
Donc A c vect ol'l 11 (1)
0 -1 ;/

On a bien :
vect(eq,e;,e3) = A

B = {P € R3[X]; P(1) = P(2) = 0}
On a ici deux conditions imposés dans un espace qui nous offre 4 degrés de liberté R3[X] car :
P € R;[X] & 3(a,b,c,d) € R, P(X) = aX3 + bX? + cX+d
On pose deux polyndmes de degrés 3 tel que P(1) = P(2) =0
Ona:
PX)=X-1DX-2)XetQX) =X-1)X-2)X—-3)
On a bien (P,Q) € B2.
On a donc :
vect(P,Q) c B
Il reste a voir que :
B c vect(P,Q)
Soit R € B. On a donc :
R(X) =aX®+bX?+cX+daveca+b+c+d=0et8a+4b+2c+d=0
On a deux équations et quatre inconnues. De plus ces deux équations sont indépendantes. On peut donc
exprimer deux inconnues en fonction des deux autres :
{ a+b+c+d=0 :>{c=—7a—3b
Ba+4b+2c+d=0 d=6a+2b
On a donc :

R € B < 3(a,b) € R3,R(X) = aX3 + bX%? + (=7a—3b)X + 6a + 2b
On raisonne par analyse-synthese.
Analyse :
Si R € vect(P, Q) alors :
I(A; ) € R, R =AP + puQ
On a donc :
R(0) = AP(0) + pQ(0) = —6p =d
On a donc :

_ 142 1(6 +2b) = Ly
H=760T "™ D

De mémeona:
P(—1)=—a+b—c+d=—-16 —24u

a—b+c+3d
= A= c
_a—b—7a—3b—3a—b
- 6
3 5
=——a—-b
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Synthese :
Ona:
R(X) = aX3 + bX? + (=7a—3b)X + 6a+ 2b
_ (—%a —gb) (X = 1)(X—2)X + (~a —%b)(x— DX —2)(X - 3)
Donc :
Bcvect((X—1)X—-2)X,X—1DX-2)(X-3))
On a donc :

B=vect((X—1DX—-2)X,X-DEX-2)(X-3))

C = {(uy), € RN géométrique de raison — 3} = vect(((=3)™) pen)

Exercice B.7 : Montrer que :

w((0)-(00.6

On a tout simplement :

)6
Be(())
(90000

On en déduit donc que :

Donc :

Exercice B.8 : Déterminer (v,)pen €t (W) nen telles que :
S = {(Un)nen; VN € N, Up15 = Supyq — 6u,} = vect((Vy)nen; (Wn)nen)

11 suffit de résoudre 1’équation caractéristique !
r2—5r+6=0=r=2our =3
On a donc d’apres la formule des solutions d’une suite linéaire récurrence d’ordre 2 :
S = {(Up)nen; VN € N,upyp = Supyq — 6uy} = vect((2")nen; (3" nen)

Partie C : Somme directe

Exercice C.1 : Soit E = {(u,), € RN convergente}, F = {(u,),, € RN constante} et G =
{(uy), € RN convergente vers 0}. Montrer que : E = FOG

Nous devons montrer deux choses :
) FNG={0g}
Soit (u,) € FN G. On a alors :
vn € N,u, = cste etlirgn u, =0

On en déduit donc que : n
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Vn € N,cste=u, =0
ii) Soit (u,) une suite convergente. On pose :
limu, =¢€K
n

On a alors :
vneNu, =@, —¥)+f=v,+wyavecv, =u, — ¥ €Getw, = €F
On a donc :
V(u,) € E,H((Vn);(wn)) €EGXFu, =v, +w,
On a donc :

{(uy), € RN convergente} = {(u,), € RN constante}®{(u,), € RN convergente vers 0}

Exercice C.2 : Soit F = {(x,2x%,3x);x € R} et G = {(x + y,x + y, 3y); (x,y) € R?}
Montrer que : R3 = FOG

i) Montrons déja que F N G = {Ops3}.
Soite = (x,y,2) € FNG.
On a donc :
y =2xetz=3x
De plusona:

Ainsion a :

Donc e = Ops
On en déduit donc que :
FNG={0gs}
ii) Montrons a présent que :
vx € R3,3(es,e;) EFX G, X = X; + X,

X
Soite = (y) € R3

Z

X X, XII + yII
D)
VA 3XI "

3y

On résout :

On a alors :
X' +x"+y" =x
2x'+x"+y' =y
3"+ 3y" =z
On peut résoudre ce systéme grace aux matrices ou bien par combinaison linéaire sur les lignes du systéme !
On obtient :

( X' =y—x

xX'+x"+y" =x J . z

/ " " X =X—7

2X'+x"+y' =y 3
3" +3y" =z , z—3y+3x
A

On en déduit donc que :

X y—xXx 2X—y
<y)=(2(y—X)>+< 2x—y )
VA 3(y — x) z — 3y + 3x

€F €G
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On en déduit donc que :

R3=F+G
On en déduit donc que :

R3 = FOG

Il faut déterminer un vecteur non coplanaire a (%) et

Exercice C.3 : On pose E = R3 et F = vect <(§) , (é)) Déterminer un supplémentaire G de F dans E.
2/ \s5

2
Montrons que e; € F.

1 1 1
e;EFSIA W E RZ,(O) =7\<3>+ u<3>
0 2 5

A+u=1letdi+pu=0

On a alors :

ABSURDE !!!
Donc e; € F.
Montrons a présent que :
R3 = vect(e,)®F
i) Montrons que vect(e;) N F = {Op3}

Soit e € vect(e;) NF
1 1 1
A, 22 03) ER e = (0) =1 (3) + A3 <3>
0 2 5

On a alors :
On a alors :
7\2+7\3=0=7\1$G=OR3

ii) Montrons que :
vect(e;) + F = R3

Soite = (§> € R3. On cherche (A1,1,,23) € R3 tel que :

| 5)=n(8)2()()

)\1+}\2+)\3=X

On en déduit que :

AZ + )\3 = %
2)\2 + 5}\3 =7
On résout alors ce systeme a I’aide d’une matrice ou par combinaison linéaire sur les lignes et on obtient :
y S5y 1 z 2y
MExm3i k=g o3t =30y
On a bien :
X vy [1 5y 1 1 z 2y\(1
)- (063063
3 9 3 3 9
<z 0 2 5
evect(eq) €F
Donc :

R3 = vect(e;) + F
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Donc R? = vect(e,)DF

Exercice C.4 : On pose E = R*, u; = (1,0,0,0),u, = (1,1,0,0),u3 = (1,1,1,0) et u, = (1,1,1,1).
De plus on pose : F = vect(uy; u,) et G = vect(us, uy).
a) Montrer que :

— 4., _+ _ o X—y=0 }
F_{(X’y’z’t)ER‘Z_t_o}etG_{(X'y’Z't)ER'{X+y—22=0
b) Montrer que : R* = FOG

a) Il faut montrer des inclusions d’ensembles.
e Montrons que {(x,y,zt) € R*;z =t = 0} c vect(uy, uy)
Soite = (x,y,z,t) € {(x,y,z,t) € R*;z =t = 0}
On a donc :
e =(xy,00)=(x—-y)(100,0) +y(1,1,0,0) = (x —y)u; + yu,
On en déduit donc que e € vect(uy, u,)
Donc :
{(x,y,z,t) € R:;z =t =0} c vect(uy, uy)
e Réciproquement on a :
u €E{(x,y,zt) ERYz=t=0} etu, € {(x,y,2zt) ERY;z=t =0}
Or {(x,y,zt) € R* z =t = 0} est un espace vectoriel donc :
vect(ug;uy) € {(xy,zt) € R*z =t =0}
On a donc :
vect(u;uy) = {(xy,zt) € Rz =t =0}

. . _ o X—y=0 }
On fait de méme avec G = {(x,y,z,t) €R ’{x+y—22 —0
x—y=0

_ 4,
e Montrons que G = {(X, y,z,t) € R%; {X by—2z= O} c vect(us, uy)

o -~ o X—y=0
Soite = (x,y,2,t) € G—{(X'Y'Z't) €R '{x+y—22= O}

On a donc :
e=xyzt=xxxt=x-1t(1110) +t(1,1,1,1)

Cela est plus visible si on écrit les vecteurs en colonne :
X

1 1
X\ _ o 1 1
x|=G=0{1 |+t
t 0 1

On en déduit donc que e € vect(us, uy)
Donc :
s X—y=0 }
{(XI V. z, t) € R ) {X + y — 272 =0 c VeCt(U3, U4)

e Réciproquement on a :

U E{(x,y,z,t) € ]R‘*;{ x-y=0

x—y=0 }
x+y—2z=0

4,

4 x—y=0 } . .
Or {(X, y,Z,t) ER ’{x +y—22=0 est un espace vectoriel donc :
' 4, X—y= 0
vect(us;u,) C {(x,y, z,t) ER ’{x by—2z= O}

On a donc :
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vect(uz;uy) = {(X, y,z,t) € R%; {X -Ii(y —yZZO= O}
b) Montrons les deux assertions voulues :
i)Soite e FNG
On pose :
X X
e= %), € Fete= § €G
0 t

On en déduit donc que : e = Opa.
ii)Ona:

X 1 1 1 1

vV(x,y,2t) € RY, 327 =(x-y) 8 (y —2) é +(z—1t) % +t %
t 0 0 0 1
eF eG
Ainsiona:
R*=F+G
On a donc :
R* = FOG
Exercice C.5 : Dans E = C1([0,1]; R) on pose :
1
F=feaffzamn=mn=0 aczﬁ [mgﬁR ;@hoeRﬁ
, X ax“+bx+c

Montrer que F et G sont supplémentaires dans E.

i)Soitf e FN G

On a alors :
1
fEF=>ff=O,f(0)=f’(1)=0
0
De plus :
feG=vVxe[0;1],f(x) =ax? +bx+c
On adonc:

f(0)=c=0etf'(1)=2a+b=0
Deplusona:

1 1
a b
J-f(x)dxzf(ax2+bx)dX=§+E=0
0 0
On a donc :
22+ b =0
{3+E—O ©a=b=0
3 2
On a donc :

FNG={0c10,1;r)}
ii) On peut raisonner par analyse-synthese.
Analyse :
On pose f € C1([0,1]; R) tel que :
d(gh) e FxGtelquef=g+h
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On a alors :
vx € [0;1],f(x) = g(x) + ax* + bx + ¢
On a alors :
f(0) =cetf’'(1) =2a+b
Deplusona:
1

1
a b
ff(x)dxzf(ax2+bx+c)dx=§+§+c
0

0
On résout alors :

( c = f(0)
2a+b=1'(1)

Ia+b+ —ff( )d
kg > C= X)ax
0
(3 3 3 (
a =Zf (1) +§f(0) —Eff(x)dx
0

On en déduit que :

z 1
b=3 f () dx — 3(0) = 5 /(1)
\ R £(0)

Synthése : On a :
vfe ¢1([0,1]; R), Vx € [0;1]

[0; 1],
1 1
3 3 3 1
f(x) = [f(x) — Zf’(l) +§f(0) —Eff(x)dx x?% — 3ff x)dx — 3f(0) _Ef,(l) x—f(0O)| +
0 0

€F
Zf’(l) + ;f(O) - ;] f(x)dx |x? +| 3 J f(x)dx — 3f(0) — %f’(l) x + f(0)
0 0
€G

On adonc :

[0,1] » R

:(a,b,c) € R3
X|—>ax2+bx+c( ) }

CL[01LR) = {fe E,Jf= 0,£(0) = £'(1) = 0 ea{{
0

Exercice C.6 : Montrer que :
R[X] = {P € R[X]; P(1) = P(2) = 0} ® R, [X]

i) Soit P € {P € R[X]; P(1) = P(2) = 0} N Ry[X]
Donc P admet deux racines distinctes et est de dimension inférieure ou égale a 1. Donc P = Opx;.
i1) On raisonne la encore par analyse-synthése :
Soit P € {P € R[X]; P(1) = P(2) = 0} + R{[X]
On en déduit qu’il existe (P;,a,b) € {P € R[X];P(1) =P(2) =0} xR%P =P, +aX+b
On a alors :
P(1)=a+b
P(2) =2a+b




Page 13 sur 20

On en déduit que :
a=P(2)—-P(1)etb =2P(1) —P(2)

Synthese :
Ona:
VP € R[X],P(X) = [P(X) — (P(2) — P(1))X — (2P(1) — P(2))] + [(P(2) — P(1))X + (2P(1) — P(2))]
€{PeR[X];P(1)=P(2)=0} €R,[X]
On a donc :

R[X] = {P € R[X]; P(1) = P(2) = 0} @ Ry [X]

Partie D : Famille libre et liée

Exercice D.1 : Montrer que la famille suivante est libre dans R* :

1 1 1
1 0
C1= o271 )7 8
0 0 1
On résout :

1 1 1 0
1 0 0)_|{0O
M 0 + A 1 + A3 ol=1o
0 0 1 0

On obtient alors :

A =0
A;_O @)\1=A2=A3=0
As = 0

Donc la famille (eq, e,, e3) est libre dans R*.

Exercice D.2 : Dans € (R, R), montrer que la famille B = (x = cos(x) ; x + sin(x) ; x = €X) est libre.

On résout :
Vx € A; cos(X) + A, sin(x) + A3e* =0

On écrit 1’égalité pour x = 0 et x = 1. On obtient :
Al + A3 == 0 . .
{—7\1+7\3e“ 0SB =M=0

De plus avec x = g on obtient :
AZ = O
On en déduit que la famille B = (x = cos(x) ; x = sin(x) ; x = €¥) est libre.

Exercice D.3 : Montrer que la famille (sink(x)) o<ken &St libre dans C* (R, R).

On résout :
n
Vx € R, Z A sink(x) = 0
k=0
On a alors :
n n
Vx € R, P(sin(x)) = z A sink(x) = 0 avec P(X) = Z A XK
k=0 k=0

On en déduit donc que :
vXe[-1;1],PX) =0
Ainsi P admet une infinité de racines, c’est donc le polyndme nul !
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On a donc :
Vi € [0;n],A; = 0
Donc la famille (sink(x))0<k<n est libre dans C” (R, R).

Exercice D.4 : Montrer que la famille (sin(kx));<x<p est libre dans C* (R, R).

On veut montrer que :

n
VXER, ) Asin(kx) =0 A =-=2,=0
k=1
On raisonne par récurrence.
Initialisation : Sin =1ona:
A sin(x) =0,Vx €ER
11 suffit de poser x = g etona:
A =0
Donc la propriété est vraie au rang 1.
Hérédité : Soit n un entier naturel non nul. On suppose que :

n
VXER, ) Asin(kx) =0 A =-=1,=0
k=1
On pose :
n+1 n
Vx € R, Z Ak sin(kx) = 2 A sin(kx) + Ap41q sin((n + 1)X) =0
k=1 k=1
On pose :
W
x= n+1
On a alors :
vk € [1;n]sin () # 0
;0] sin | — 1
On a donc :
ZH:A '(k“)—o Ay ==y =0
k SIn n+1— =M = =Ay =
k=1
On en déduit donc que :
. i
Vx € R, )\n+1 Sln((n + 1)X) =0= An+1 pour X = m
On en déduit donc que la proposition est héréditaire.
Conclusion : On conclut par le principe de récurrence. On a donc :
n
Vx € R,Zxksin(kx) —0 e ==, =0

k=1
Donc la famille ((X - sin(kx))ke[[l;n]]) est libre.

Exercice D.5 : Soit (A4, ...,A,) € R™ tel que A; < -+ < A,,. La famille (x - exix) L<i<n est-elle libre ou liée ?

On cherche a montrer que :

n
VXER,Zuke)‘kX=O<:>u1=---=un=0
k=1
On démontre cela par récurrence.
Initialisation :
VXER peM*=0=p, =0carVx € R eX # 0
Hérédité : Soit n un entier naturel non nul. On suppose que si A; < -+ < A, alors:
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n
VXER,ZukeAkX=O@u1=---=un=0
k=1
Onald; < <Ay <Apyqet:

VX € IR,Z uke7‘1<X =0
k=1
n

= VXER, ) e+ p,,,etnt1X =0

k=1
On en déduit donc que :

On pose :

n
fo(x) = Z HieMX iy g o
k=1
f, €EC¥(R)et:

n
Vx € R, fy(x) = Z MiAk€ME A+ [ 41 A g et0+1% = 0
k=1
Or on sait que :

On en déduit que :
n n
Z MiAi€ + Ay <— Z Mke)‘kx) =0
k=1 k=1
n

= 2 Mg — Apg1)eM* = 0
=1

D’apres I’hypothése de récurrence on en déduit que :
vk € [1;n], px —Aq41) =0

Or on sait que :

M < <Ap <Apgq
On a donc :

VKE [1;n],u =0
On a donc :
VX € R, |>1n+le}\n+1X =0=pp41 =0

Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’aprés le principe de récurrence.

Exercice D.6 : Démontrer que la famille suivante de R[X] est libre :
B = (XX -1"F)

0<ksn

On résout :

n
Z A XEX =Dk =0
k=0

Pour X = 0 on obtient :
AO - 0
Ainsiona:
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n
z A XEX =Dk =0
k=1

n
= XZ M XEIX -1 k=0
k=1
Par intégrité de R[X] on a:

n
Z M XEL(X =1 k=0
k=1

Pour X = 0 on obtient A; = 0
Doncona:

n
Z M XK =D k=0
k=2

En réitérant le processus on obtient Vi € [0;n],A; = 0
Donc la famille B = (Xk(X - l)n_k)0<k<n est libre.

Exercice D.7 : Soit E un espace vectoriel et (a,b,c) € E3 une famille de E. Montrer que :
(a,b,c) estlibre & (b+c,c+a,a+ b)estlibre

C’est une équivalence.
1* cas: =
Soit (a, b, ¢) une famille libre.
On résout :
M +c)+2A(c+a)+2A3(a+b) =0g
= a(A, +2A3) +b(A +A3) +c(A; + 1) = 0g
Comme la famille (a, b, ¢) est libre on en déduit que :

A2+A3:0
{)\1"‘)\3:0
)L2+)\1:0

On résout et on trouve que Ay = A, = A3 = 0.
2itme pag : =
On suppose que la famille (b + ¢,c + a,a + b) est libre.

On résout :
A (@) +A,(b) + A3(c) = Og
A+ A A — A+ A
:>(b+C)<— 12 2>+(a+c)(12 2+)\3)+(a+b)(%):0
“Athy
( 2 =0
= }\1?”\3 =0 car (b +c,c+a,a+b) estlibre.
Athy
\ = =0

On résout ce systeme et on trouve :

Exercice D.8 : a) Calculer :

v(k,p) € [0, n]]z,f cos(kx) cos(px) dx = Iy
0
b) En déduire que (cos(kx))g<k<n €st une famille libre de C* (R, R).

a)Ona:
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T T
1
v(k,p) € [0, n]]z,f cos(kx) cos(px) dx = Ef cos((k + p)x) + cos((k — p)x) dx
0 0
1" cas : Sip = kon a alors :
T .
1 msip=0
= — =Tt
Ipp > f cos(2px) + 1dx ESip 20
0

2¢me cas : Sip # Kon a alors :
TT

k= %f cos((k + p)x) + cos((k — p)x) dx
0
: m 1
[sm((k + p)x)]0 + Z(k——p)

- Ip,k =0

b) On résout :

n
Vx € R, ) Agcos(kx) = Ay + A4 cos(x) + A, cos(2x) + -+ + A, cos(nx) = 0
k=0
1) On intégre. On a alors :

T
f()\o + A cos(x) + A, cos(2x) + -+ + A, cos(nx))dx = 0
0

T

= zn:)\kf cos(kx)dx =0

k=0 0
=1 =0
On a donc :
n
Z Ak cos(kx) = A4 cos(X) + A, cos(2x) + -+ + A, cos(nx) =0
k=1
2)Ona:

vx € R,Vp € [1;n], <Z Ak cos(kx)> cos(px) =0

k=0

= Ak cos(kx) cos(px)> dx=20
2

n
= z Al = 0
k=1

A,
p
= —=0
2
=>Ap=0

On en déduit donc que la famille (cos(kx))o<k<n €st une famille libre de C*° (R, R).

| Partie E : Base d’un espace vectoriel

| Exercice E.1 : On pose F = {(x,y,z) € R3;x + 3y — 2z = 0}. Déterminer une base de F.

On a ici deux degrés de liberté¢ donc on doit trouver deux vecteurs non colinéaires de F.

On pose par exemple :
-1 2
e1=<1>ete2=<0>
1 1

On voit déja que e; et e, ne sont pas colinéaires. On a donc (eq, e;) est une famille libre de F.
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Il reste a montrer que c¢’est une famille génératrice !
Ona:

X
Vez(y)EF,x:—3y+22
v/

—3y + 2z -1 2
V(y,Z)ER3,e=< y >=y(1>+(z—y)<0>
Z 1 1

Donc la famille (eq, e;) est génératrice.
Donc la famille (eq, e,) est une base de F.

Orona:

Exercice E.2 : On pose :

E ={P € Ry[X];P(0) = P(1) = 0}
a) Montrer que E est un espace vectoriel.
b) Déterminer une base de E.

a) Il faut montrer que E est un sev de R,[X].
Ona:
i) Soit P = Og[x]. On a alors P € R,[X],P(0) = P(1) = 0. Donc E # 0.
ii) Soient (A, p) € R? et (P, Q) € (E)2. On pose :
H = AP+ pQ € R,[X] et H(0) = AP(0) + uQ(0) = 0 = H(1)
Donc E est un sev de R,[X], ¢’est donc un R — ev.
b) On sait que R, [X] a 5 degrés de liberté car :
P € R,[X] © 3(ag, ...,a4) € R®,P(X) = ag + a; X + -+ + a,X*
De plus on sait que :
P(0O)=0=agetP(1)=0=a; +a,+az+a,
On en déduit donc que :
P € E © 3(ayas,as) € R, P(X) = —(ay + a3 + a4)X + a,X?% + a5X3 + a, x4
=a,(X*—X)+a;(X®-X) +a,X*—X)
Onpose:B = (X2 - X X3 - X;X* = X).
B est une famille libre de E car c’est une famille de polynomes échelonnés. De plus elle est génératrice d’apres
I’égalité précédente.
On en déduit donc que ¢’est une base de E.

Exercice E.3 : On pose D, (R) I’ensemble des matrices diagonales de M, (R). Déterminer la base canonique de
D, (R).

On pose D; = Ej; ou E;; représente la matrice €lémentaire. On pose :
B = (Dy; ...; D)

Montrer que B est une base de D,,(R).

i) B est libre.

En effet il suffit de résoudre ;

n
Z AD; =0,
k=1

A (0) 0 (0)
= =0, =
(0) An (0) 0
S Vie[L;n],A=0
Donc la famille est libre.
ii) De plus la famille est génératrice :
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A (0) -
VD € DH(R),D = = Z }\iDi
(0) An k=1
C’est donc une base de D,,(R).

Exercice E.4 : Soit E un K-ev. On pose (el, . ep) et (fl, . fp) deux familles libres de vecteurs de E. On suppose
que, pour tout i € [1, p], f; € F; ou F; = vect(ey, ..., €;)
a) Montrer que :
Vi € [1,p], e; € E; ou E; = vect(fy, ..., f;)
b) Montrer que si (el, ) ep) est une base de E alors (fl, . fp) est une base de E.

a) On démontre cela par récurrence forte sur i.
Initialisation : Pouri=1.0Ona:

f, Evect(e;) & IN, €K f; = Ajeq
Or (f;) est libre donc f; # 0. On a donc :

1
e = )\—f1 = e, € vect(f;)
1
Donc la propriété est vraie au rang 1.

Hérédité : Soit i un entier naturel non nul fixé, i € [1; p — 1]. On suppose vraie :
vk € [1;i], ex € vect(fy, ..., f)
Montrons que :
€i+1 € VeCt(fli ey fil fi+1)
On sait que :
fi+1 € VeCt(elJ ey €4y ei+1)
On en déduit donc que :

i+1 i
A, o Aigr) € KL fiy = z Agey = z Aey + Ajr1€i41
=1 =1

On en déduit donc que :

i
Ait1€it1 = fiy1 + 2(—7\1()91(
k=1

Or on sait que :
vk € [1;i], ex € vect(fy, ..., fx)
On en déduit donc que :

k
Yk € [[1, i]], 3(7\1,1(; e} )\k,k)' ex = Z )\j,kfj
j=1
On a donc :

i K
Aiy1€ip1 = figq + Z(_}\k) z A kfj
=1 =1

Il reste a montrer que A;.; # 0.
On raisonne par 1’absurde. Si A;,; = 0 on a alors :
fi, 1 € vect(eq; ...; ;) = vect(fy; ...; f;)
Donc la famille (f;; ...; f;; fi11) est liée. Contradiction.
On en déduit donc que A1 # 0.
Ainsiona:

) L K
Cit1 T 3 — fiyr + o z (M) Z A kfj
i+ i+1 £ =

Donc ej;; € vect(fy; ...; fi41). Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion : On conclut par le principe de récurrence.




b) Soit (e1 H ep) une base de E. Elle est donc libre est génératrice.
On sait que :

(fl; ) fp) est libre. Il reste a montrer qu’elle est génératrice.

On sait que :

P
Ve € E,H(Al; ...;Ap) eKP,e= Z)\kek
k=1
Or on sait que :

k
Vi € [1p0,3 (A - M), e = ) A
j=1

j
On a donc :

k=1

p k
e =) he| D
=1

Ainsi e est une combinaison linéaire des (fl; . fp). Donc elle est génératrice.
Donc (fl; e fp) est une base de E.
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