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TD 19 : Espaces vectoriels 
 

Partie A : Sous-espace vectoriel 

 

Exercice A.1 : On pose :  

𝐹 = {𝑃 ∈ ℝ[𝑋]; 𝑃(𝑋) = 𝑋𝑃′(𝑋) + 𝑃(0) } 

Montrer que F est un ev.  

 

Exercice A.2 : Soit A ∈ Mn(ℝ). On pose 𝐶𝐴 = {𝑀 ∈ 𝑀𝑛(ℝ); 𝐴𝑀 = 𝑀𝐴}. 

Montrer que  CA est un ev.  

 

Exercice A.3 : Déterminer si les ensembles suivants, muni de leurs opérations usuelles sont des espaces vectoriels : 

𝐴𝑛 = {𝑃 ∈ ℝ[𝑋]; 𝑑𝑒𝑔(𝑃) = 𝑛} 

𝐵 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) ∈ ℂ4; 𝑥 + 2𝑦 − 𝑖𝑧 + (1 + 5𝑖)𝑡 = 2 + 3𝑖} 

𝐶 = {(𝑥; 𝑦; 𝑧) ∈ ℝ3; 𝑥 = 2𝑦} 

𝐷 = {(𝑥; 𝑦) ∈ ℝ2; 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥 + 𝑦} 

𝐸 = {(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ∈ 𝑀2(ℂ); 𝑎 + 𝑑 = 0} 

 

Exercice A.4 : Soit E un ev.  

1) Soient F et G deux sev de E. Montrer que :  

F ∪ G est un sev de E ⟺F⊂G ou G⊂F 

2) Soit H un troisième sev de E. Prouver que :  

G ⊂ F ⇒ F ∩ (G + H) = G + (F ∩ H) 

 

Partie B : Sous-espace vectoriel engendré 

 

Exercice B.1 : On pose u = (1, −1,1) ∈ ℝ3. Déterminer vect(u). 

  

Exercice B.2 : On pose : u = (1, −1,1) ∈ ℝ3 et v = (1,1, −2). Déterminer vect(u,v). 

 

Exercice B.3 : On pose : 

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 2𝑛 𝑒𝑡 𝑣𝑛 = 5𝑛 

Déterminer vect((un)n; (vn)n) dans ℝℕ. 
 

Exercice B.4 : On pose :  

E = {(x; y; z) ∈ ℝ3; 2x + y − z = 0} et F = {(x; x; −x) ∈ ℝ3}  
a) Montrer que E et F sont des espaces vectoriels.  

b) Déterminer E ∩ F. 

c) On pose u = (1, −1,1)et v = (3,1,7). Montrer que vect(u, v) ⊂ E. A-t-on égalité ? 

 

Exercice B.5 : Soit 𝒞∞(ℝ, ℝ). On pose S l’ensemble des solutions de l’équation différentielle :  

 (E): y′ − 2y = 0 

Déterminer une fonction f ∈ 𝒞∞(ℝ, ℝ) telle que : S = vect(f) 

 

Exercice B.6 : Ecrire les espaces vectoriels suivants sous la forme d’un vect :  

A = {(x, y, z, t) ∈ ℝ4; x + 2z = y − 2t} 

B = {P ∈ ℝ3[X]; P(1) = P(2) = 0} 

C = {(un)n ∈ ℝℕ géométrique de raison − 3} 
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Exercice B.7 : Montrer que :  

𝑣𝑒𝑐𝑡 ((
1
3
2

) , (
1
3
5

)) = 𝑣𝑒𝑐𝑡 ((
1
3
2

) , (
1
3
5

) , (
3
9
9

)) 

 

Exercice B.8 : Déterminer (vn)n∈ℕ et (wn)n∈ℕ telles que :  

𝑆 = {(𝑢𝑛)𝑛∈ℕ; ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 = 5𝑢𝑛+1 − 6𝑢𝑛} = 𝑣𝑒𝑐𝑡((𝑣𝑛)𝑛∈ℕ; (𝑤𝑛)𝑛∈ℕ) 

 

Partie C : Somme directe 

 

Exercice C.1 : Soit E = {(un)n ∈ ℝℕ convergente}, F = {(un)n ∈ ℝℕ constante} et G = {(un)n ∈

ℝℕ convergente vers 0}. Montrer que :  E = F⨁G 

 

Exercice C.2 : Soit 𝐹 = {(𝑥, 2𝑥, 3𝑥); 𝑥 ∈ ℝ} 𝑒𝑡 𝐺 = {(𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦, 3𝑦); (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2}  

Montrer que : ℝ3 = F⨁G 

Exercice C.3 : On pose E = ℝ3 et F = vect ((
1
3
2
) , (

1
3
5
)). Déterminer un supplémentaire G de F dans E.  

 

Exercice C.4 : On pose E = ℝ4, u1 = (1,0,0,0), u2 = (1,1,0,0), u3 = (1,1,1,0) et u4 = (1,1,1,1).  

De plus on pose : F = vect(u1; u2) et G = vect(u3, u4). 

a) Montrer que :  

F = {(x, y, z, t) ∈ ℝ4; z = t = 0} et G = {(x, y, z, t) ∈ ℝ4; {
x − y = 0

x + y − 2z = 0
}  

b) Montrer que : ℝ4 = F⨁G 

 

Exercice C.5 : Dans E = 𝒞1([0,1]; ℝ) on pose :  

𝐹 = {𝑓 ∈ 𝐸, ∫ 𝑓 = 0, 𝑓(0) = 𝑓′(1) = 0

1

0

}  𝑒𝑡 𝐺 = {{
[0,1] → ℝ

𝑥 ↦ 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐
; (𝑎, 𝑏, 𝑐) ∈ ℝ3} 

Montrer que F et G sont supplémentaires dans E. 

 

Exercice C.6 : Montrer que :  

ℝ[𝑋] = {𝑃 ∈ ℝ[𝑋]; 𝑃(1) = 𝑃(2) = 0} ⊕ ℝ1[𝑋] 
 

Partie D : Famille libre et liée 

 

Exercice D.1 : Montrer que la famille suivante est libre dans ℝ4 :  

e1 = (

1
1
0
0

) , e2 = (

1
0
1
0

) , e3 = (

1
0
0
1

) 

 

Exercice D.2 : Dans 𝒞∞(ℝ, ℝ), montrer que la famille B = (x ↦ cos(x) ; x ↦ sin(x) ; x ↦ ex) est libre. 

  

Exercice D.3 : Montrer que la famille (sink(x))
0≤k≤n

 est libre dans 𝒞∞(ℝ, ℝ). 

 

Exercice D.4 : Montrer que la famille (sin(kx))1≤k≤n est libre dans 𝒞∞(ℝ, ℝ). 
 

Exercice D.5 : Soit (λ1, … , λn) ∈ ℝn tel que λ1 < ⋯ < λn. La famille (x ↦ eλix)
1≤i≤n

 est-elle libre ou liée ? 

 

Exercice D.6 : Démontrer que la famille suivante de ℝ[X] est libre : 

B = (Xk(X − 1)n−k)
0≤k≤n
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Exercice D.7 : Soit E un espace vectoriel et (a, b, c) ∈ E3 une famille de E. Montrer que :  

(𝑎, 𝑏, 𝑐) 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒 ⟺ (𝑏 + 𝑐, 𝑐 + 𝑎, 𝑎 + 𝑏) 𝑒𝑠𝑡 𝑙𝑖𝑏𝑟𝑒 

 

Exercice D.8 : a) Calculer :  

∀(𝑘, 𝑝) ∈ ⟦0, 𝑛⟧2, ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝑝𝑥) 𝑑𝑥

𝜋

0

= 𝐼𝑝,𝑘 

b) En déduire que (cos(kx))0≤k≤n est une famille libre de 𝒞∞(ℝ, ℝ). 
 

Partie E : Base d’un espace vectoriel 

 

Exercice E.1 : On pose 𝐹 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3; 𝑥 + 3𝑦 − 2𝑧 = 0}. Déterminer une base de F.  

 

Exercice E.2 : On pose :  

𝐸 = {𝑃 ∈ ℝ4[𝑋]; 𝑃(0) = 𝑃(1) = 0} 

a) Montrer que E est un espace vectoriel.  

b) Déterminer une base de E.  

 

Exercice E.3 : On pose Dn(ℝ) l’ensemble des matrices diagonales de Mn(ℝ). Déterminer la base canonique de 

Dn(ℝ). 

 

Exercice E.4 : Soit E un 𝕂-ev. On pose (𝑒1, … , 𝑒𝑝) et (𝑓1, … , 𝑓𝑝) deux familles libres de vecteurs de E. On suppose 

que, pour tout 𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧, 𝑓𝑖 ∈ 𝐹𝑖 où 𝐹𝑖 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑒1, … , 𝑒𝑖) 

a) Montrer que :  

∀𝑖 ∈ ⟦1, 𝑝⟧, 𝑒𝑖 ∈ 𝐸𝑖  𝑜ù 𝐸𝑖 = 𝑣𝑒𝑐𝑡(𝑓1, … , 𝑓𝑖) 

b) Montrer que si (e1, … , ep) est une base de E alors (f1, … , fp) est une base de E.  

 


