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Correction DM n°S bis

Soit f une fonction définie et continue sur [—1; 1]. On définit :
Ifllc = sup [f(x)l
x€[—1;1]

Vous verrez 1’an prochain que ce nombre est trés important.

Partie A : Echauffement

1) On pose :
2x+ 3

1+ x2

fix e pour x € [—1;1]

Déterminer ||| -
2) a) Justifier Iexistence de ||f]|o, pour tout f € C°([—1;1]).
b) Justifiez que :
vf e co([-1;1]),3c € [-1; 1] tel que || f |l = | (O)]
¢) Sif € CY([—1;1]) et c €] — 1; 1[, déterminer f’(c).

Nous allons a présent nous intéresser aux polynémes. On se place dans R[X]. Dans toute la suite on
confond le polynome P € R[X] avec sa fonction polynomiale P pour éviter une certaine lourdeur dans les notations.
3) a) Montrer que :

IPllo =0 & P = Ogx;

b) Démontrer que cela n’est plus vrai pour f € C°(R).

Partie B : Les polynomes de Tchebychev

Nous allons a présent montrer le théoréme suivant :

. |an|
vn € N*, VP € R[X],deg(P) = n = ||P||o, = zn’_‘l
Pour cela nous allons avoir besoin des polynomes de Tchebychev.

On pose :

avec a, = CD(P)

vn €N, vx € [-1;1],T,(x) = cos(narccos(x))
1) Déterminer T, et T.
2) a) Démontrer que :
Vx € [—1;1], Ty (x) = 2xTyy1(x) — T(x)
b) En déduire que pour tout n € N, T,, est une fonction polynomiale sur [—1; 1].
¢) Donner T, (X) et T5(X).

3) Déterminer le degré de T, ainsi que son coefficient dominant.
4) Déterminer la parité de T,,.
5) a) Démontrer que :

VO € [0; ], T,,(cos(8)) = cos(nb)
b) En déduire que si n € N*, T,, est scindé a racines simples puis déterminer les racines de Tj,.
6) Montrer que ||T, ||l = 1.

Dans toute la suite on pose :
1
vneN,V, = FTTL
7) a) Montrer que V,, est unitaire.
b) Déterminer ||V, || -

Partie C : Minoration de || P|| .

Dans cette partie on se donne n € N*, P € R[X] de degré n et unitaire. On souhaite prouver que ||P||o, =
217" Pour cela on va raisonner par I’absurde. On suppose que :

IPlle <

21’1—1
1) Démontrer que deg(V,, — P) <n— 1.
2) On pose :
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km
vk € [0;n], x, = cos (7>

a) Déterminer le signe de (V;, — P)(xy).
b) En déduire que V;, = P puis conclure.
3) a) En déduire que :
) |lan|
vn € N*, VP € R[X],deg(P) =n = ||P|lo = znr—ll
b) De plus déterminer tous les polynémes P, de degré n tel que :

0|
1Pl = 5y

avec a,, = CD(P)

Partie D : Une magnifique application

Dans cette partie nous allons nous intéresser a ce que 1’on appelle une interpolation. On se donne f €
C™1([—1;1]) et n + 1 antécédents (ag, ay, ..., ay) € [-1; 1] L avec ay < a; < -+ < ay,.
On dit que P, est le polyndme d’interpolation de f d’ordre n + 1 pour le (n + 1) — uplet (ay, ay, ..., ay) si:

{ Py € Rp[X]
vi € [0;n], P (a;) = f(a)
On définit alors d(q, q,,...a,) (Pn, ) la distance entre B, et f par :
d(ao,al,...,an)(Pn; f) = ”Pn - f”oo

Le but de cette partie étant de trouver un excellent (n + 1) — uplet (ay, a4, ..., a,) pour f, c’est-a-dire tel que
d(ay,ay,..a,) (Pn f) soit majorée par une suite qui tend vers 0 quand n tend vers +o0. On verra que ce (n + 1) —
uplet est indépendant de f.

Cela est trés utile en physique, notamment pour les éphémérides astronomiques ou I’on a besoin de
réajuster une régression par exemple.

i’:{i pour x € [—1;1]. Déterminer d(_1 g 1)(Py, f).

1) On pose f:x =
2) Démontrer que :
v(ag, ay, ...,ay) € [-1; 1] avec ay < a; < -+ < a,, A P, € R,[X] tel que Vi € [0;n], P,(a;) = f(a;)

Dans toute la suite on pose :

n
S(ao,al,...,an) (X) = H(X - ai)
k=0

De plus on pose P, € R,,[X] I"unique polynéme tel que :
vi € [0;n], P(a;) = f(a)

¢r:x o f(x) = B(x) = AS(qpay,..a) X)

Enfin on pose :

a) Démontrer que :

A € Rtel que 3t; € [—1;1]\{ay, ..., a,} tel que ¢p,(t;) =0
b) Montrer que ¢; s’annule n + 2 fois sur [—1; 1].
¢) En déduire que ¢A("+1) s’annule au moins une fois sur [—1; 1].

d) Déterminer ¢A(n+1) en fonction de f (n+1) n et A.
¢) En déduire qu’il existe a € [—1; 1] tel que :

(n+1)
f(t) —P(ty) = f—@

(n+ 1)

lFe2|
(n+ 1)
b) Pour quelles valeurs de (ay, ..., @,) € [—1; 1]"*! la quantité ||S(, o Btsentln) ||0O est-elle minimale ?

S(ta)
3) a) En déduire que :

Vx € [_1; 1]: |f(x) - P(x)l < |S(a0,a1,...,an)(x)|

On note (o, ..., t,) ce (n + 1) — uplet et P le polyndme associé
¢) En déduire que :
lFe2ll,

X
(n+1)! 2n1

IP = fllo <
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Partie A : Echauffement

1) On étudie f.

Ona:
) 21+ x?) —2x(2x+3) —2x*>—6x+2
v € [-L1L ) = 1 +x2)2 R DL
On résout :
—2x?—6x+2=0=x*+3x-1=0
On calcule :
A=9+4=13

On a alors :

-3 —+13 -3 ++13
x2+3x—1=0<=>x€{ ; }

2 ’ 2
On en déduit donc le tableau de variation suivant :

r | —3-;@

CIERE
RN

1

On calcule ensuite :

1 5
If=DI=5.1fDl =3,

‘ (—3+\/ﬁ>‘ _ 2V13
4 - 13-3V13

On en déduit donc que :

fllo = =
“ 13-3V13
2) a) Toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. Donc ||f ]| existe.

b) De méme comme f atteint ses bornes :
3c € [-1;1] tel que [|f]l = |f ()]
¢) D’apreés le cours, on sait que :
f'©)=0
3) a) On a immédiatement :
P =0gx) = lIPllo =0
Deplusona:
IPllo =0=Vx €[-1;1],P(x) =0
Ainsi P admet une infinité de racines. Donc P = Op[x).
b) II suffit de poser :
VXER, f(x)=|x+1|+|x—1| -2

Partie B : Les polynomes de Tchebychev

1)Ona:

vx € [-1;1],Ty(x) = cos(0) =1

vx € [-1;1],T{(x) = cos(arccos(x)) = x

2) a)Ona:

vx € [-1;1], 2xTy 41 (x) — T (%)

= 2x cos((n + 1)arccos(x)) — cos(narccos(x))
= 2 cos(arccos(x)) cos((n + 1)arccos(x)) — cos(narccos(x))

Or on sait que :

V(a,b) € R?, cos(a) cos(b) = %(cos(a + b) + cos(a — b))
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On en déduit donc que :
Vx € [—1;1],2xTy 41 (x) — T, (x) = cos((n + 2)arccos(x)) + cos(narccos(x)) — cos(narccos(x))
= cos((n + 2)arccos(x))
= Tpy2(x)
b) On effectue une récurrence double.
On pose :
Soitn € N, P, = "T,, est une fonction polynomiale sur [—1; 1]".
Initialisation : n =0etn =1
On a vu précédemment que :
vx € [-1;1],To(x) = 1,T;(x) = x
Donc en posant :
To(X)=1letThy(X) =X
On a bien P, et P;.
Hérédité : Soit n € N. On suppose vraie P, et Pp 1.
On a alors :
Vx € [_1; 1]an+2(x) = 2XT1’L+1(X) - Tn(x)

On a donc :

Th2(X) = 2XTp 11 (X) — T (X)
Par combinaison linéaire et produit, T, ., est un polynome. Donc P, , est vraie.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence double.
c)Ona:

T,(X) = 2XT,(X) — To(X) = 2X* -1
De méme on a :
T3 (X) = 2XT,(X) — T, (X) = 2X(2X? —1) — X = 4X3 - 3X
3) On pose :
vn € N*, P, = "deg(T,) = net CD(T,) = 2" 1"

Initialisationn = letn =2
Ona:

T,(X) =XetT,(X) =2X%?—-1
Ainsi P, et P, sont vraies.
Hérédité : Soit n € N fixé. On suppose vraie P, et P, 1. On sait de plus que :

Th2(X) = 2XTp 1 (X) — T (X)
On sait de plus que :

deg(Tp+1) =n+ 1letdeg(T,) =n
On a donc :
deg(2XTy41(X) — T, (X)) = 1 + deg(Ty41) =n +2

De méme on a :

CD(Tp42) = 2CD(Tpyq) = 271
On en déduit donc que P, , est vraie.
Conclusion : On conclut par le principe de récurrence double.
11 faut rajouter que deg(Ty) = 0 et CD(Ty) = 1.

4) D’apres les premicres observations, nous pouvons constater que T;, est paire si n est pair, et T;, impaire si n
impair. Nous allons démontrer cela par récurrence double en posant :
vn € N, P, = "T,, est paire et Ty, 41 est impaire."
Initialisation : n = 0etn = 1.
OnaTy(X) =1et Ty(X) = X sont cela est immédiat, P, est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel n. On suppose P, vraie.
On a alors :
Tont2(X) = 2XTop 41 (X) — Tp(X)
On a donc :
VX € R, Top42(—%) = 2(=2)Ton41(=%) — Ton(—x) = 2xTopn11(x) — Tonx
D’aprés I’hypothése de récurrence.
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On en déduit donc que Ty, est paire.
Deméme on a :

Tons3(—x) = 2(=X)Ton42(—%) — Tons1(—x) = 2(—X)Top42(X) + Tone1 (x) = —(2(x)T2n+2(x) - T2n+1(x))
Ainsi :

Tont3(—x) = —Tons(x)

On en déduit donc que P, est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres 1’hypothése de récurrence.
5) a) La encore on doit faire une récurrence double.
On pose :

vn €N, Q, ="V0 € [0; 7], T,(cos(8)) = cos(nd)"
Initialisation : n =0etn =1
Ona:
V6 € [0; 7], Ty(cos(8)) = 1 = cos(H)°
VO € [0; ], T, (cos(6)) = cos(h)
On en déduit donc que Q, et Q; sont vraies.
Hérédité : Soit n € N* fixé. On suppose vraies Q,, et Q,,,1. On sait de plus que :
Thi2(X) = 2XTp 1 (X) — T (X)
On a donc :
VO € [0; ], Ty42(cos(8)) = 2 cos(0) Ty 41 (cos(0)) — T, (cos(6))
= 2 cos(8) cos((n + 1)8) — cos(nh)
= cos(nf) + cos((n + 2)9) — cos(nf)
= cos((n + 2)0)
Ainsi Q4 , est vraie.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence double.
b) On résout :
T,(x) =0
Or on sait que :
vx € [—1;1],3! 6, € [0; [ tel que x = O,
Deplusona:

T,(x)=0 T
{xne [—1;1] & T (0y) = 0 & cos(nby) = 0 = nb, = >+ km, k € [0;n — 1]
Qk+ m
= - € ‘n—1

De plus on sait que x ~ cos(x) est bijective sur [0; r]. On a ainsi n racines distinctes. Or T, est de degré n donc on en
déduit que :
2k +1Dm
Rac(T,) = —_—
ac(T,) {cos ( o
De plus toutes les racines sont simples.
6) On sait que :

),ke HO;n—l]]}

ITallee = sup [T(x)l
x€[-1;1]

De plus on sait que :
vn = 0,Vx € [-1;1],T,,(x) = T,,(cos(6,)) = cos(nb,)
On en déduit donc que :
vx € [-1;1],|T,(x)| <1
Deplusona:
T,,(1) = T,,(cos(0)) = cos(n x 0) = 1

On en déduit donc que :

ITxllo =1
7) a)Ona:

1

VHEN,Vn=F

Tn
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On en déduit donc que :

1
vn € N,deg(V,,) = deg(T,,) =netCD(V,) = Z—CD(Tn) =1

n—-1

b)Ona:
1
vx € [-1;1], ,(x) = FTn(x)

1 1
= Vx € [—1; 1], |Vn(X)| = FlTn(X)l < F

1

Or (1) = 5= T (D] = o

n-1 2n—1
On a donc :
Wallo = 5
Partie C : Minoration de || P||.
1) On sait que I}, est de degré n et unitaire. Ainsion a :

n-—1
vneN,V, = X" + Z v XK
k=0

Demémeona:

n—1
P(X) =X"+ Z prX*
k=0
On en déduit donc que :
n—-1
vneNV,(X) - P(X) = ) (Vnr—pr)X"*
k=0

Ainsi deg(V,, — P) <n-—1.
2) a)Ona:

nkm
Vk € [0;n], V,,(xx) = 217"T, (x) = 217" cos(n arccos(xy)) = 217" cos (T) = 21" cos(km)
km
= (=1D)k2"" car —€ [0; 7]
On en déduit donc que :

Vk € [0;n], V() — P(x) = (=1)*2' 7" — P(x.)
Or on sait que :

P(xk) <

car ||P||e <

2n—1 2n—1
On en déduit donc que :

1 k
vk € [0;n], Vo (o) — P(e) > 5 (D = 1)

On a donc :

Vk € [0;n], V,,(xx) — P(x,) > 0 si k est pair.
De plus si k est impair on a :

(—DF21 " — P(xp) < (mD)*21 ™ + 217 < 0
On a donc :

V,.(xr) — P(xy) > 0 si k pair
vk € [0; n]]’{Vn(xk) — P(x3) < 0 si k impair
b) On sait que :
deg(V, =P) <n-1

De plus on sait d’apres la question précédente que V,, — P change de signe sur |xy, xi41[, Vk € [0;n — 1].
On applique alors le TVI sur chaque intervalle |xy, X, [, €t cela nous donne {cy, ..., ¢,_1} n racines distinctes de V,, —
P. Comme deg(Vj, — P) < n — 1, celan’est possible que si Vj, — P = Ogx}. Ainsiona I}, = P.
Cela est impossible car

1
[IPlleo < oy et [IValleo =1
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On en déduit donc que si P est unitaire et de degré n :

1
1Pl = o1
3) a) Soit P un polyndome de degré n, et a,, # 0 son coefficient dominant. On sait que :
Vx € [-1;1], P(x) = a,Q(x)
Avec Q un polyndme de degré n unitaire. On en déduit donc que :

1
10l = 5

Or on sait que :
Vx € [-1;1], [P(x)| = |a,|1Q(x)]
On en déduit donc que :

|ay|
1Pl > 52
b) On sait que le polyndme Vj, vérifie :
Walleo = 55
Ainsi on en déduit que :
1Al lagl

V/l € R*l ||)1‘Vn||00 = Zn_l - 21’1—1

Montrons que c¢’est les seuls. Soit P, un polynéme de degré n tel que :

CD(R,)
1Pl = ot

On pose :

1
Q. (X) = mpn(X)

Ainsi Q,, est unitaire et de degré n, avec [|Q, |l = zn_l-l
On pose de la méme fagon que précédemment :

Ry =V, —0Qn
On raisonne par 1’absurde et on suppose que Q,, # V,
On a alors :

(=1 % — Q,, (xy) si k pair
Vk € [0;n], Ry (x) = Vi (xx) — Q) = on-1 Qn(xy) =
Fr=r Q,(xy) si k impair
Si on suppose que Vk € [0; n], R,,(x;) # 0, de la méme fagon que précédemment, on aurait alors n racines pour R,
en appliquant leTVI sur chaque ]xy, Xy 41 [. Comme R, # Og[x), cela est impossible.
Cependant les intervalles se chevauchent en x;, 1 < k < n — 1, donc on peut perdre certaines racines par rapport a la
question précédente. Mais on a :
Sik € [1;n—1] et R,,(x) = 0,alors (R,)'(x) = 0 et donc xj, est racine double
Ainsi sur chaque intervalle [xy, X;41] €t [Xk+1, Xk+2], nous avons au moins deux racines, soit double en xj,, soit
strictement incluses dans chaque intervalle. Ainsi R,, admet au moins n racines, donc R, = Og[x]
Ainsi B, = I},. On en déduit donc que :
deg(Q) = net||Qllo = ¢, alors Q,,(X) = +cT,(X).

Partie D : Une magnifique application
1)Ona:

2x+ 3

H
1+ x2
Ainsi on cherche le polynome de degré inférieur ou égale a 2 tel que :

1 5
Po(=1) = f(=1) = 5,P(0) = f(0) = 3 et P(1) = f(1) = >

On peut le faire trés rapidement avec les polynomes d’interpolation de Lagrange. On peut aussi résoudre le systéme :

f:x et (aOIalJ aZ) = (_1:011)



a—-b+c=-1 3
_ a=——
c=3 : , 12
a+b+c=5 =3

Ainsion a:
3
P(X) = _EXZ +1X+3

On pose ensuite :
_ 2x +3 3,

e x Hm— (—Ex +1x + 3)
On cherche alors le maximum de |e; | sur [—1; 1].
Je m’excuse, je n’avais pas fait les calculs avant et c’est trés difficile de trouver le maximum de |eq|.
2) a) On doit démontrer 1’existence et I’unicité.
Existence : La on peut le faire avec les polyndmes de Lagrange.
On pose :

X —ay)

n
Vi € [0;n], L;(X) = 1_[—
j=0 (a4 — a;)
Jj#i

Ona:

Vi € [0;n],deg(L;) =n

vi € [0;n], Li(a;) = &
Ainsi on pose :

POO = ) f@)Li(X)
i=0

On a alors :
vi € [0;n], P(a;) = f(a;) etdeg(P) <n
Unicité : On suppose qu’il existe un polyndme Q tel que :
vi € [0;n],Q(a) = f(a;) et deg(Q) <n
On pose :
R(X) =P(X) - Q(X)
Ona:
deg(R) <n
Deplusona:
Vi € [0;n],R(a;) =0
Ainsi R admet au moins n + 1 racines distinctes et deg(R) < n. Donc R = Ogx;.
Onadonc P = Q.
3) a) On définit :
vx € [-1;1], ¢a(x) = f(x) = Py(x) — AS(ag,as,...an) (X)
On a alors :
$2(x) = (f(x) = P(x))

vx € [-1;1\{ayp, ..., an}, A =
0 " S(ao,al,...,an) (x)

Ainsi en posant :

— Pn _
xo € [_1' 1]\{(10, s an}t AO = (f(xO)S(aorab(-.--x,':l)j))(xO?’l(xO)

(f(xo) - Pn(xo)) — ¢a(x0)

S(ao,al,...,an) (XO)

Vx € [-1;1], a(x) = f(x) — Bu(x) —

X S(ao,al,...,an) (x)

On a alors :

$a(x9) =0

b) ¢, s’annule pour x € {ay, ..., a,} U {x,} donc ¢, s’annule au moins n + 2 fois sur [—1; 1].
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¢) On applique le théoréme de Rolle pour (¢p;)’ et on obtient que ¢, s’annule au moins n + 1 fois sur [—1; 1].
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En réitérant le procédé pour chaque dérivé, on obtient que q)Sl"H) s’annule au moins une fois.
d) On sait que deg(P) <n
Ainsiona:
P(TL+1) — O]R[X]

De plusona: dEg(S(ao.al....,an)) — n 41 donc -
(n+1) _ B
S(ao,al,___,an) o (n + 1)l ¢D ((S(aOraly--.,aTL))) - (Tl + 1)'

Ainsiona:
v € [-1;1],¢;, "V = FMY @) - (n+ D14
On a alors :
_ 4. (nt1) (n+1) (n+1)
x) + X a
e St OB i €3 N A O
(n+ 1) (n+ 1)
En posant a tel que qb/%nﬂ) (a) s’annule. On a démontré précédemment 1’existence de a.
On a alors :
_f(n+ 1) (a)
Vx € [-1;1], 2 (x) = f(x) — By (x) — TmrD X S (ag,ay,a,) (X
En posant t; définit précédemment, on a :
f(n+ 1) (a) f(n+ 1) (a)
t;) — Pty = t;))+———S(t;)) =——5(t
f() — P(ty) = ¢;(t2) CEEN (ta) CEEN (ta)
3) a) On a vu précédemment que 1’on avait trouvé t; arbitrairement, comme un élément de [—1; 1]\{ay, ..., a,}.
Ainsiona:
£ (a,)
vt € [-1;1\{ao, ..., az}, 3a; € [-1;1] tel que f(t) — P(t) = ms(f)
L’égalité reste vraie pour t € {a, ..., @, }. On en déduit donc que :
f(n+1)(at)
vt € [—1;1],3a; € [-1;1] tel que f(t) — P(t) = mS(t)

On a donc :

LF 2]
(n+1)!

b) On sait que ||S(ao.a1,---.an)”oo = % et||S(a0,a1,...,an)||oo = 2,11_1 pour S a,,..a,) = V-

¢) On a alors :

vx € [-1;1], |f(x) — P(x)| < |S @par,...a,) X

LFe+2ll, lFeol, 1
—_— X
(n+1)! (n+1)! 2n1
C’est donc bien les polyndmes de Tchebychev qui donne la meilleure approximation par cette méthode.
Cela dépend bien str de f car si f est déja polynomiale de degré inférieur ou égale a n, f est bien sir sa meilleure
approximation. Ceci est une méthode générale !

vx € [-11],|f(x) - P(X)| < V()| <



