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Chapitre 20 : Intégration
Partie B : Somme de Riemann et formule de Taylor

I) Somme de Riemann

a) Lien avec la méthode des rectangles vues en informatique

Définition : Soit / une fonction définie sur un intervalle [a; b]. On appelle somme de Riemann « a gauche » d’ordre n
associée a f la somme : ‘
n-1 (@)

b—a b—a
vn e N R, (f) = Z f (a +k ) , f(z)

n n
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Propriété I.a.1 : La somme de Riemann R, (f) associée a f sur I’intervalle T '
[a, b] est I’intégrale de la fonction en escalier ¢ qui vaut f(ay) sur y

b_
lag; ak+1[avecak=a+kTaet0 <k<n-1:

Propriété 1.a.2 (Méthode des rectangles a gauche) : Si f est continue sur [a; b] alors :

b
lim Ry () = f F(Odt

Remarque : On utilise souvent la propriété précédente sous cette forme :
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Définition : Soit /' une fonction définie sur un intervalle [a; b]. On appelle somme de Riemann « a droite » d’ordre n
associée a f la somme :

Application La.3 : Calculer :

, b—ax b—a
Vi €N R(f) = —— f(a+k n ) i)
k=1 ; J(x)
Propriété I.a.4 (Méthode des rectangles a droite) : Si f est continue sur [a;b] 1| ;7 /,-'f
alors : /
b

lim R () = f fFOdt

a T

Application L.a.6 : Calculer :

n
=
- n2 + k2
k=1

b) Majoration de ’erreur

Propriété Lb.1 : Soient (a,b) € R?,a < b et f une fonction de classe C1([a,b]). On a alors :

‘ (b — a)?
Jf(t)dt—Rn(f) < sup |f ()] X —
a x€la,b] n
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Application I.b.2 : Déterminer une valeur approchée a 1073 de :
1

tZ
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IT) Les formules de Taylor

a) Taylor avec reste intégrale

Propriété I1.a.1 : Soient n un entier naturel f: [a; b] — Kune fonction de classe C™*1. Ona:

Fb) = Z O pooa) + f O poen eyae

Application Il.a.2 : Démontrer que :
Vx € [0 n] x—£<sm(x) < x_x_3+x_5
2 6 - 6 120

b) Inégalité de Tavlor-Lagrange

Propriété IL.b.1 : Soient n un entier naturel f: [a; b] = K une fonction de classe C™*1. Ona:

_ \n+1
Fb) - Z( " F @) <

pi1 @vec Myyy = sup |fO+D ()]
x€[a;b]

Application 11.b.2 (Formule de Taylor-Young) : Soit f:1 = K une fonction de classe C", on a

vx €1,f(x) = Z (- (k)(a) +o((x —a)")

Application 11.b.3 (Application pour les séries entiéres) : On a :

Zn
vz € C exp(z) = Z —
i n!




