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Correction DS n°6

IExercice 1 : Une jolie suite|

Dans tout cet exercice on pose :

R—-R
fyx o sn;ﬁ six#0
1six=0
1) a) Montrer que f est continue sur R.
b) Etudier la parité de f sur R.
2) a) Démontrer que :

Vx € R, [sin(x)| < |x|
b) En déduire que f est bornée sur R.

3) a) Déterminer le développement limité a I’ordre 2 en 0 de f.
b) En déduire que f est dérivable sur R et précisez la valeur de f'(0).
4) Démontrer que f est de classe C* sur R.
5) On pose la fonction :
) { R—->R
I x - xcos(x) — sin(x)
a) Montrer que :
x? x?
VXE]R,—7SQ(X) S7
b) En déduire que :
1
Vx ER,|f'(x)] < 5
6) Soit uy € R. On définie la suite :

vn € N,upy1 = f(up)
a) Montrer que 1’équation f(x) = x admet une unique solution a sur R, puis que @ €]0; 1].
b) Montrer que :

n

1
vneN,|u, —a| < (E) luy — af

¢) En déduire la convergence de (u,).
On cherche a présent un équivalent de la suite (u,, — a) pour avoir une idée de la vitesse de convergence de (uy,).
7) Dans toute la suite on pose :
Uy €]0;1[etvneN, v, =u, —«a
a) Démontrer que ]0; 1[ est stable par f.
b) Démontrer qu’il existe une suite (€,,) tel que :

vneN, v, = f'(@)v, +

P9 52 + e,

Avec €, — 0.

8) a) Démontrer que f'(a) # 0.
b) En déduire qu’il existe une suite (,,) tel que :

n-1
vn € N, v, = (f’(a))nvo 1_[(1 +€y)
i=0
b) Dans cette question on admet que :
n-1
lim Hu +e)=K#0
n
i=0

Déterminer un équivalent de v, en +oco.
Remarque : On démontrera dans le chapitre sur les séries numériques la convergence du produit vers K.

1) a) On sait que :
sin(x) "

lim
x—0 X
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On peut le voir comme un taux de variation, ou nous 1I’avons démontré dans le cours pour démontrer les dérivées de
sin et cos, ou bien sin(x) = x + o(x) si on fait le DL, (0) de sinus.
Ainsiona:
lim f(x) = f(0)
x—0
Donc f est continue en 0 et comme f est le quotient de deux fonctions continues, f est continue en dehors de 0.

Ainsi f est continue sur R.
b)Ona:

sin(—x) _ sin(x)

Vx €ERY, f(—x) = s = f(x) car sinest impaire
Ainsi on en déduit que f est paire.
2) a) On peut le faire de beaucoup de fagons !
1°" cas : Sur [1; + oo
On sait que :

Vx = 1,|sin(x)| <1< x
=|x|
Ainsi I’inégalité est vraie pour x = 1.
2@me ¢as: x € [0;1]

s
vx € [0;1],x € [O;E] donc|sin(x)| = sin(x) et |x| = x

De plus on sait que :
Vx € [0;1],Vt € [0;x],cos(t) <1

Par croissance de I’intégrale on a :
X X

f cos(t)dt < f 1dt

0 0

=sin(x)=|sin(x)|
On en déduit donc que :

sin(x) < x
On a donc :
vx € [0; 1], |sin(x)] < |x]

Ainsiona:

Vx = 0, [sin(x)| < |x|
3émecas: x <0
Ona:

Vx < 0,—x > 0 donc |sin(—x)| < |—x|

Par imparité de sinus et parité de x — |x|,ona:

Vx < 0, |sin(x)| < |x|
On a donc :

Vx € R, [sin(x)| < |x|

b) On a d’apres la question précédente :
sin(x) _ [sin(x)| <1
|x|

Vx € RY |f(x)] =

De plus on a f(0) = 1. Ainsi on en déduit que :
VxeER|f(x)| <1
Donc f est bornée sur R.

3) a) On sait que :
%3
sin(x) = x — " +o0(x?)

On en déduit donc que :
2
x
fx)=1- <+ o(x?)

b) f admet un DL, (0) donc elle admet un DL, (0) donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
4) On a par quotient f € C*(I) avec I = R ™ oul = R** et :
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v £ 0, F'(x) = xcos(x) — sin(x)

Il reste a voir la limite de f'(x) pour x tendant vers 0. On a :

x2

_ x? x3 1
xcos(x) —sin(x) = x| 1— - | + - + 0(x®) = —§x3 + 0(x?)

Ainsiona:
1
f'x) = —gx Tt o(x)
On en déduit donc que :
lim f'(x) = 0 = f'(0)
X—
Ainsi f’ est continue sur R et donc f est de classe C! sur R.
5) a) On pose :

2
hyix > () ==
On a alors :
Vx € R A (x) =g (x) —x = —x(sin(x) + 1)
Ainsi h (x) est du signe de —x.
De plus on a h;(0) = 0.
On a donc le tableau de variation suivant :

r |[—oC 0 400
Pz + -

m| N\

On en déduit donc que :
Vx € R,hl(x) <0

De méme on pose :
2

hy:x V- g(x) + %
On a alors :
Vx € R, hy(x) = g'(x) + x = —x(sin(x) — 1)
Ainsi h) (x) est du signe de x.
De plus on a h,(0) = 0.
On a donc le tableau de variation suivant :

r [—00 0 4+
hox) | — +

N

On en déduit donc que :
Vx € R,hz(x) =0
On en déduit donc que :

vreR -5 < g0 <X
x S =
b)Ona:
, g(x)
Vx#0,f'(x)= 2

Ainsi on a d’apres la question précédente :
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vx #0,|f ()| =

Deplusona:
f(0)=0

On a donc :

N| =

VxeR, |f'(x)| <

6) a) On sait que :
VxeER|f(x)| <1
Ainsi I’équation f(x) = x ne peut admettre des solutions sur |1; +oo[U] — oo; 1].
Deplusona:
vx € [0;1],f(x) =0

Par parité Vx € [—1;0], f(x) = 0. Ainsi f(x) = x ne peut avoir de solution sur [—1; 0].
f(0) = 1 donc 0n’est pas solution et f(1) = sin(1) # 1 donc 1 non plus.
Donc si on a des solutions, cela ne peut étre que sur ]0; 1[.
On pose :

ecx e f(x)—x
Ona:

Vx €]0;1[, (e)'(x) = f'(x) =1 = —xsin(x) —1 <0
Ainsi e, est strictement décroissante avec e.(0) = 1 et e.(1) = sin(1) — 1 < 0 et continue.
D’apres le théoréme de la bijection, 3! @ €]0; 1] tel que f(a) = a.
Ainsi on a unicité des solutions de f(x) = x sur R.
b) Comme f est de classe C! sur R, on peut donc appliquer ’inégalité des accroissements finis. On a donc :

1
V(x,y) € R |f () = fFO] < iléﬂrglf'(x)l lx =yl <5lx -yl

On pose :
X=upety=a
On a alors :
1
vn €N, If (un) - (@] < 5 lup — al
Ainsion a:

1
vneN, |u,;1 —a| < Elu" - al

Par récurrence immédiate on a :
n

1
VnEN,lun—aIS(i) lug —

¢) On sait que :

(1>" 0 ! €e]-1;1
— % — —_— .
2 “ars =11l
On en déduit donc que :

lu, —al -0

Doncona:
u, - «a
7) a) On veut montrer que :
vx €]0; 1[, f (x) €]0; 1[
On sait que :

vx € R, f'(x) =

g(x)
X2
Montrons que :
Vx €]0; 1[,g(x) <0

Ona:

Vx €]0; 1[, g’ (x) = —xsin(x) < 0 sur ]0; 1]
De plus :

g(0)=0
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Ainsi on en déduit que:
vx €]0;1[,g(x) <0
Ainsi f est décroissante sur ]0; 1[. De plusona f(0) = 1 et f(1) = sin(1) >0
Ainsiona:
vx €]0; 1, f(x) €]0; 1]
b) On utilise la forme de Taylor sur ]0; 1[ car f y est de classe C® donc de classe C? :

. B ) fll(a)
vx €]0; 1[ f(x) = f(a) + f'(@)(x — @) + 2

Comme ]0; 1] est stable par f et uy €]0; 1[, on en déduit par récurrence que Vn € N, u,, €]0; 1].
En posant x = u,, €]0; 1] on obtient :

(x —a)? + (x — a)%e(x) et e(x) 2.0

v _ , £ (@) ) )
nEN flun) = fla) + fl@)(un — @) + == (un — )" + (un — ) e(up) et €(un) = 0
On pose :

vn €N, e(u,) =€,—-0
Orona:

Vnt1 = Uppr — @ = f(up) — f(@)
On en déduit donc que :

vn €N, vy = fl(@v, + fuéa) (vn)z + (vn)zen
8) a) On sait que :
Friay = 22

Or nous avons vu précédemment que :
vx €]0;1[,g(x) <0

Ainsiona:
, g(a)
fl@==25%0
b) On en déduit donc que :
vneN, v, = f (@), (1 + [ (@) vy + vy X en>
2f"(a)

= f(@vn(1+€p)

Avec
€ = gf,(((;)) vp + v, X €y

On pose I’hypothéese de récurrence :
n-1

vneN,P, ="v, = (f'(a))nvo 1_[(1 +€)"
i=0

Initialisation : n = 1
On sait que :
vy = f(@)vo(1 + €)
Donc P; est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose P, vraie.
On a alors :

n—1
v = (F@)"w | [a+en
i=0

De plus on sait que :
Vi1 = f(@vp (1 + €p)

n-1
= F@0 +e(F@) v | [ +en
i=0

= (@) v | [a+en
i=0
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Donc la propriété P, ., est vraie.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

¢) Il suffit de voir que :
v

K(f' (@) vq

-1 (uy # adonc vy #0)

On en déduit donc que :
n
v~ K (f ()" vq

Cependant il faut faire attention de ne pas diviser par 0. Pour ce faire on pose :

A = {n € N tel que v,, = 0}
A est une partie de N, donc si A est non vide , elle admet un plus petit élément.
On sait que vy # 0 donc si elle admet un plus petit élément n, alors ny = 1.
Orsiona:

Vg, =0=uy, =a= f(uno_l)
Par unicité de la solution f(x) = x, on en déduit donc que :
uno—l =a

Cela est impossible. Donc A = @. Ainsion a :

vo+x0=>VneN,v, 0

|Pr0bléme 1 : Le commutant d’une matrice

Partie A : Quelques propriétés générales

Soit M € M,,(R). On appelle commutant de M, noté C(M), I’ensemble des matrices de M, (R) qui
commutent avec M :
C(M) ={A € M,(R) tel que AM = MA}
1) Déterminer C(1,).
1) Montrer que C(M) est un sous-espace vectoriel.
2) a) Montrer que C(M) est stable par produit :
V(4,B) € (¢(M))*, AB € c(M)
b) En déduire que :
vk € N,VA € ¢(M), A¥ € ¢(M)
¢) En déduire que :
VA € C(M),V P € R[X],P(A) € C(M)
3) Montrer que C(M) est stable par passage a I’inverse quand cela est possible. C’est-a-dire que :
VA € (M) N GL,(R),A" € C(M)
4) Démontrer que C(M) n’est pas nécessairement stable par le passage a la transposition, ¢’est-a-dire que :
IM € M, (R) et A € C(M) tel que AT & C(M)
5) Démontrer que :
C(M) = M,(R) & M € {Al;; A € R}

Partie B : Un exemple dans M2 (R) (Ou une jolie application de la diagonalisation).
-7 -8
M=\ 4 4
4 5

0
1
0
-2 0 1
P=(1 1 0)
1 0 -1

A€ C(M) < P1AP € ¢(D)

Dans cette partie on pose :

1) On pose :

Montrer que P est inversible et déterminer P~1.
2) a) On pose D = P1AP. Calculer D.
b) Montrer que :

Cela nous invite a déterminer C(D).
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3) a) Démontrer que :

o

o

b) En déduire une base de C(M).

S O Q
QU T O

), (a,b,c,d,e) € ]R{3}

c
e

Partie A : Quelques propriétés générales

1) On sait que :
VM € M,(R),MI,, =M = I,M
On en déduit donc que :
C(In) = Mn(R)

2)Ona:
_C(M) c M, (R)
_ On sait que :

vM € M,(R),M0,, =0, =0,M
Ainsiona:

0, € c(M)

_ Soient (A, u) € R%,(4,B) € (C(M))z. On pose C = 1A + uB
On a alors :

CM = (AA + uB)M = AAM + uBM = AMA + uMB = M(AA + uB)
Donc C(M) est un espace vectoriel.
3)  a)V(4,B) € (e(M)) ona:
(AB)M = A(BM) = A(MB) = (AM)B = (MA)B = MAB

Ainsi AB € C(M)
b) II suffit de faire une récurrence, c’est immédiat.
¢) On pose :

n
POO = ) pixk
k=0

P(AM = (Z pkA") M = Z pr(AkM) = 2 pr(MA¥) =M (Z pkAk> = MP(A)
k=0 k=0 k=0 k=0

3)Soit A € E(M) N GL,(R). Onaalors A~*A =1,

Ainsiona:

Ona:
AM=MA= AT AM = A" "MA=M =4A""MA= MA ' =A""MAA™ = A"M
Ainsiona:
VA € ¢(M)nGL,(R),A"1 € ¢(M)
4) On pose :
1 2
/3 4 (0)
M=| 1 | e c(m)
\ (0)
1

On a alors :

On a alors :
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* 14 *x 5
* * (0) * * (0)
M™™M = 1 + MMT = 1
(0) (0) .
1 1

Ainsi C(M) n’est pas nécessairement stable par le passage a la transposition.
5) a) On sait que :
VA1 E R,VA € M,(R),AlLA = AAL,
Ainsiona:
C(/lln) = Mn(R)
b) Réciproquement on pose :
M € M, (R) tel que C(M) = M,,(R)
On pose :
M = (m;;)

M est donc une matrice qui commutent avec tout le monde.

1<i,j<n

On pose (k,#) € [1;n]? et Ex, = (ei'j)lsijsn une matrice élémentaire. On a donc :

Ek,gXM = MXEk,g

Or on pose :
Exe XM= (ai,j)lsi,jsn M X Eyp = (bi'j)lsi,jsn
On a alors :
n
. Osii#k
v(i,j) € [1,n]% a;; = Z €ipMpj = {mk psii=Kk
p=1 ,

Demémeona:
Osij++*
mi'gSij=€

n
v(i,j) € [1,n]? b;; = Z mjp€p; = {
p=1

On en déduit donc que :
Osik+# ¢
— . T2 . —
Ek,f XM=M X Ek,{ (=14 V(l,]) € [[1, Il]] , My {mk,k sinon
On en déduit donc que :

C(M) = M,(R) = M € {Al;; A € R}

Partie B : Un exemple dans M (R) (Ou une jolie application de la diagonalisation).
1) On peut résoudre le systéme :

x+y=b &{y=b+ta+c
X—ZzZ=C zZ=—-a—2C

-1 0 -1
Pl=1 1 1
-1 0 -2

{—2x+z=a {x=—a—c

On en déduit donc que :
On peut vérifier que :
-1 0 -1\/-7 0 -8 /-2 0 1 -3 0 0
D=P—1MP=<1 1 1>(4 1 4)(1 1 0>=(0 1 0)
-1 0 -2/\4 0 5 1 0 -1 0 0 1
b)Ona:
A€CM) © AM = MA < APDP~' = PDP 1A

& P71APD = DP71AP
< P71AP € ¢(D)

2) a)Ona:
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3) a) On pose :

On a alors :

De mémeona:

On en déduit donc que :

—-3b=b
a b 3c=c
A:(d e f)e(,’(D)@ 3d d(:)b:c:d:g:O
g hou —3g9=g
On a donc :
a 0 O
c¢(D) = {(O b c), (a,b,c,d,e) € R3
0 d e
b)Ona:

1 0 0 0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 0 O
¢(D) =vect{{0O 0 Of,{0 1 O0),{O O 1],/0 O 0],/0 O O
0 0 O 0 0 O 0 0 O 0 10 0 0 1

= veCt(AlJA25A3'A44A5)
On en déduit donc que :
C(M) = vect(PA;P71,1<i<5)

On calcule :
-2 0 1 1 0 0N/—1 0 -1 2 0 2
Bl=(1 1 0)(0 0 O)(l 1 1>=(—1 0 —1)
1 0 —-1/\0 0 0/\-1 0 =2 -1 0 -1
-2 0 1 0 0 0/-1 0 -1 0 0 O
Bz=<1 1 0)(0 1 0)(1 1 1>=<1 1 1)
1 0 —-1/\0 0 0/\-1 0 =2 0 0 O
-2 0 1 0 0 0N/-1 0 -1 0 0 O
B3=<1 1 0)(0 0 1)(1 1 1 =<—1 0 —2)
1 0 —-1/\0 0 0/\-1 0 =2 0 0 O
-2 0 1 0 0 0\/-1 0 -1 1 1 1
B4=<1 1 o)<o 0 o)<1 1 1>=<0 0 o)
1 0 —-1/\0 1 0/\-1 0 -2 -1 -1 -1
-2 0 1 0 0 0\/-1 0 - -1 0 -2
B5=<1 1 O)(O 0 0)(1 1 1 =<O 0 O)
1 0 —-1/\0 0 1/\-1 0 -2 1 0 2
On a donc :

2 0 2 0 0 O 0 0 O
C(M) = vect (—1 0 —1), <1 1 1),(—1 0 —2),
-1 0 -1 0 0 O 0 0 O

Il reste & montrer que c’est une base. On résout :

1 1 1 -1 0 -2
(o 0 o>,<o 0 o)
-1 -1 -1 1 0 2

5 5
ZAkBk=O3=ZAkP(Ak)P‘1=O3 —p
k=1 k=1

> 4 0 0 0 00
k=1 0 A, As 0 0 O
Donc la famille est libre. Ainsi :
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2 0 2 0 0 O 0 0 0 1 1 1 -1 0 -2
B=||l-1 0 -1),{1 1 1),(-1 0 -2/, 0 0 o),{0 0 O
-1 0 -1 0 0 O 0 0 O -1 -1 -1 1 0 2

Est une base de C(M).

|Probléme 2 : Nombre de combinaison possible pour un code|

pousser dans un certain ordre tous les boutons. Chaque bouton n’est poussé qu’une seule fois mais il est possible de
pousser simultanément plusieurs boutons. La modélisation est effectuée de la fagon suivante : pour tout entier n >
1, on appelle n-code toute suite ordonnée (Pl, s P]) de j parties de ’ensemble [1;n] avec 1 < j < n. Ces
parties sont toutes non vides, deux a deux disjointes et leur réunion est égale a I’ensemble [1; n]. On note a,le
nombre de n-codes.
Par exemple :
e Pourn = 1,ilyaunseul 1-code qui est ({1}). Ona ainsi a; = 1.
e Pourn = 2,ily atrois 2-codes qui sont obtenus avec ({1},{2}) et ({2}, {1}) et ({1, 2}). Le premier 2-code
consiste a appuyer d’abord sur le bouton 1 puis sur le bouton 2, le deuxiéme a appuyer d’abord sur le 2 puis
sur le 1, le troisiéme a appuyer simultanément sur les boutons 1 et 2. On a alors a, = 3.
Par convention on pose ay = 1.
Partie A : Une formule de récurrence
1) Démontrer que a; = 13.

Une serrure de coffre-fort posséde n boutons numérotés de 1 a n (avec n = 1). Un n-code consiste a

2) a) Démontrer que :
n
vnz=1a, = Z Ap_k (Z)
k=1
b) En déduire que :
n
vn=1,a, = Z a (Z)
k=1

c) Retrouver a I’aide de cette formule la valeur de as.
Partie B : Une majoration de a,,

Dans toute cette partie on pose :

by = 2
vneN, b, = F
1) Démontrer que :
n
* bn—k
vn € N b, = o
k=1

2) On définit la fonction polynomiale (T,) par :

LI 4

X

vn € N,Tn(X) = ZF
k=1

a) Démontrer que :
vn € N,vx € R*,e* > T, (x)
b) En déduire que :

vneN, b, < ——
S O

Partie C : Une nouvelle facon d’obtenir les coefficients a,,

Dans toute cette partie on pose :

Vx <In(2),f(x) =

1) a) Justifiez que f est de classe C*® sur | — o0;In(2) [
b) En utilisant le fait que :

2—eX*

Vx <In(2),f(x)(2—-e*) =1

Démontrer que :
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n

2100 =3 ()90
¢) En déduire que : k=1

vn €N, a, = f™(0)
d) En déduire alors que :

Vx <In(2),f(x) = ) bpx® + o(x™)
kZO ‘

Remarque : Ainsi pour déterminer les valeurs de a,,, on peut déterminer les valeurs de b,,, donc on peut chercher
les coefficients du DL, (0) de f.
Partie D : Construction d’une suite de polynémes

1) a) Démontrer par récurrence que :
vn € N, 3P, € R[X] tel que :
P,(e%)
v <In@),fO® = 52

Dans I’hérédité on établira une relation du type :
Poi1(X) = X(anP(X) + (b + ¢ X) (P)' (X))

Ou (ay, by, ¢,,) € R3. On demande de préciser les valeurs de a,,, by, et c,,.

b) Donner Py, Py, P, et Ps.

c¢) Déterminer le degré de P, et son coefficient dominant.

d) Calculer P, (0) pour tout n = 0.

¢) Déterminer le lien entre P, (1) et le nombre de n —code a,,.
2) a) Démontrer que :

vn = 1,3Q, € R,_;[X] tel que P,(X) = XQ,(X)
b) Etablir une relation entre Q,,, Q41 et (Q,)'.
¢) On définit :
vn € N,u, = Q,(0)

Déterminer u,, en fonction de n.

d) En déduire que 0 est racine simple pour P,.

Partie A : Une formule de récurrence

On pose A toutes les combinaisons possibles.
On distingue tous les cas :
1¢" cas : On a poussé tous les boutons au début :
{1,23)h)cA

2¢éme ¢ag : On a poussé deux boutons au départ, puis le dernier en deuxiéme.
Ainsiona:

i ({12}, {3}), ({1,3}, {2}) et ({2,3},{1})
3m¢ cas : On a poussé un bouton au départ puis deux boutons en deuxiéme :

i ({13, {2,3}), ({2}, {1,3}) et ({3}, {1,2})
4™ cas : On a poussé un bouton au départ, puis un autre en deuxiéme, puis un autre en troisieme :

({13, €23, {3D), ({13, {33, {2}, ({2}, {1}, 3D, ({2}, {3}, {1}), ({3}, {1}, {21, ({3}, {2}, {1})
On a alors :
az=1+3+3+6=13

2) a) Il suffit de regarder le nombre de boutons que 1’on a poussé a la premiére pression.
Si on a poussé k boutons a la premiére pression, il nous reste a pousser n — k boutons, ce qui correspond a a,,_.

De plus on a (Z) possibilités de pousser k boutons au départ.

La seule particularité tient au fait que si I’on a poussé les n boutons au premier (soit une seule possibilité), il n’y a plus
de boutons a pousser ensuite.

Ainsi on a alors :
-1

R L P A PR TR N s

S

=
Il
-



. n
Or on a posé ay = 0 et on sait que (n) =1

On a bien :
n
vn=>1,a, = Z a,_x (Z)
k=1
b) On sait que :
vneN,Vk € HO;n]],(Z) = (nﬁk)
Ainsiona:
n n n-1
n n
vn=>1,a, = z [ S (k) = Z an_k(n_ k) =vn=1a,=
k=1 k=1 =0
3) Ona:
a3=3a1+3a2+a0=3+9+1=13
Partie B : Une majoration de a,,
1) Ona:
1% = a = b
_ay - ny n—k . n-k
vn €N, b, _E_nlza""‘(k) L M-k Z k!
k=1 k=1 k=1
2) a) On raisonne par récurrence. On pose :

vn € N,P(n) ="Vx € Rt,e* = T, (x)"
Initialisation : n = 0
On a par convexité :

Vx=0,e*>1
To(x) =1
Ainsi P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel fixé. On suppose vraie P (n). On pose :
hpi1:x e =Ty (x)

hp41 est dérivable sur RT et :

Vx 20, (hpe1)'(x) = €* — (Tyy1)' (%)
Orona:

d Tl+1xk Tl+1k )(xk_1 n+1 xk_l n xk
vE 2 0, (Tea) () =a(ZF> SR TN v RPN TR
' ' k=1 " k=0

k=0 k=1

On en déduit donc que :

Vx 20, (hps1)'(x) = ¥ = (Ty41)'(x) = ¥ = T, (x)

Or on sait d’apres I’hypothése de récurrence que :
Vx =0,e*—T,(x) =0
On en déduit donc que h,,,; est croissante. Orona: h,,1(0) =0
Ainsiona:
Vx>0,h,;1(x) >0
Donc P(n) est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
b) On raisonne par récurrence forte. On pose :

vn=>0,9(n) ="b, < W

Initialisation : n = 0
On sait que :
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De plus on sait que :
1

- -1
In(2)1-1

On a donc Q(0) vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel ; On suppose Q (k) vraies pour tout k < n. On a alors :

1
Vk<nbk_l (Z)k

On a alors :
n+1 n+1 n+1
bnt1 = an £ < Z ! 1 Z (In(2))*
n+1 — & k! ln(z)n+1 -k — 111(2)”"'1 ~ K
Orona:
+1
In(2))*
% =Th+1(In(2)) -1 < et _1 <1
k=1 '
Ainsiona:

b1 < oS

Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence forte.

Partie C : Une nouvelle facon d’obtenir les coefficients a,,

1) a)x — 2 — e* est de classe C™ sur | — o0; In(2) [ et ne s’annule pas.
Ainsi f est de classe C* sur | — oo; In(2) [ par quotient.
b)Ona:

Vx <In(2),f(x)(2—-e*) =1
Ainsiona:

vn € N*, —(f(x)(z —e¥)) = —(1) =0

On utilise ensuite la formule de Leibniz :

vn € N, —(f(x)(z —eM)) = Z ) FPR )2~ en)®
Or on sait que :
_ox\(k) — —e*sik >0
2—e?) {(2—e")sik=0
Ainsiona:

Vn N (F()(2 - ™) = Z (1) FnGo 2 = ex)®
=0

= fP@@ - —e* ) (1) fT

k=1
=0
On en déduit donc que :
n
V=1, F™0)(2 - e®) — e Z (3)r™@ =0
k=1
On en déduit donc que :
n
vnz 100 = ) () F70)
k=1
¢) On sait que :
n

vn=1,a, = z Ap_k (Z)

k=1
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Ainsi a, et f () (0) vérifient la méme relation de récurrence. 11 faut donc vérifier que ce sont les mémes au départ.
Ona:

ag = let fO(0) = f(0) =

2—e0
On a donc :
vn €N, a, = f™(0)
On peut le montrer immédiatement par récurrence forte.
Initialisation : n =0

=@

a,=1=
0 2—e0
Hérédité : Soit n un entier naturel. On suppose que :

vk € [0;n], a = £%(0)

On a alors :
n+l n+1
n+1 - n+1
An+1 = Z an+1—k( k ) = Z f(n+1 k)(O)( I ) - f(n+1)(0)
k=1 k=1

Conclusion : On conclut par le principe de récurrence forte.

d) On sait que f est de classe C® sur | — o0;In(2) [. Or 0 €] — o0;In(2) [. On peut donc appliquer la forme de
Taylor :

n (k)
Vx <In(2),f(x) = 2 fk—'(o)xk +o(x™)

k=0

Partie D : Construction d’une suite de polynomes

1) a) On pose :
P (e®)
vn € N,P(n) = "3P, € R[X] tel que Vx < In(2), f ™ (x) = m"
Initialisation : n = 0
On a alors :

Py(e®)
(2 _ ex) - (2 _ ex)0+1

vx <In(2),fO ) = avec Py(X) =1

Donc P(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel. On suppose P(n) vraie. On a alors :
P, (e™)

vx <In(2),f™(x) = 2 —ex)n+t

= By(e¥)(2 — X))

On a alors :
Vx < In(2), f™D(x) = e*(B,)'(e*)(2 — eX)" ™D + (n + 1)e*B,(e*) (2 — e¥)~(+2)
e*(2—e*)(B)'(e*) + (n+ De*Py(e”)  Ppyqi(e”)
- (2 — ex)n+2 _'(2 — eX)n+2
Avece Py (X) = X(2 - X)(P)'(X) — (n+ DX, (X)
Par stabilité par combinaison linéaire, on en déduit que P, ;4 (X) est un polynome.
Deplusona:

Pop1(X) = X((n + DPX) + (2 = X)(P)' (X))
On a donc :
a,=n+1,B,=2ety,=-1
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.
b)Ona:



Py(X) =1
PX)=X
P(X)=X(2X+(2-X))=X?+2X
P;(X) =X(BX?2+2X)+ (2-X)(2X+2)) =X(X*> +8X +4) = X3 +8X? + 4X
¢) On pose :
vn € N,R(n) = "deg(P,) =netCD(R,) = 1"
Initialisation : n = 0
Py(X) = 1 donc R(0) est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel. On suppose vraie R(n).

On a alors :
n-—1
PLCO = X"+ ) pXt
k=0
On a alors :
n-1
B X)=nX""1+ > kxpy Xt
k=1
On a donc :

n—1
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Po1X) =X(n+ DX+ 2-XE)X) =X| (n+ DX"+ 2 -X)(nX"™ 1) + Z a,  X*

k=0

n
= X"+ Z bk X"
k=0

Oou (a"'k)oskSn et (b"'k)oskSn sont des réels qui ne nous intéressent pas.
Donc R(n + 1) est vraie.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

d) Comme X|P,, on a directement que P,,(0) = 0

e)Ona:

P,(1) = P,(e%) = F™(0)(2 - €?)
2) a) On sait que Vn € N, X|P, et deg(B,) = n. Ainsi :
vn > 1,3Q, € R,_4[X] tel que P,,(X) = XQ,(X)
b)Ona:
Prr1(X) = XQnp1 (X) = X((n + DP,(X) + (2 = X)(P)' (X))
Ainsi par intégrité de R[X] ona:
Qne1(X) = (n+ DX + (2 - X)(P)'(X)
= (n+ DX (X) + (2 = X)(Qn(X) + X(Q,)' (X))
=nX+2)Q,(X) + (2 - X)X(Qn)'(X)
¢)Ona:
Qn+1(0) = 2Q,(0)
On en déduit donc que :
vn € N*,u,, = 2" 1y,
Or P;(X) =X donc Q;(X) =1doncu, =1
Ainsiona:
vn € N*,u,, = 21
d)Ona:
vn>1,Q,000=u,=2"1+0
Donc 0 est racine simple pour B,.



