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DS n°6 - PCSI 2025-2026
Nous rappelons ici que la calculatrice est interdite. Un soin tout particulier sera apporté
quant a la rédaction et au soin de la copie. Nous rappelons que les résultats doivent étre encadrés
ou soulignés, et qu’un trait devra étre tiré entre chaque question.
|Exercice 1 : Une jolie suite|
Dans tout cet exercice on pose :

R->R
sin(x)
Yy o six#0
1six=0
1) a) Montrer que f est continue sur R.

b) Etudier la parité de f sur R.

2) a) Démontrer que :
Vx € R, [sin(x)] < |x]|

b) En déduire que f est bornée sur R.
3) a) Déterminer le développement limité a I’ordre 2 en 0 de f.

b) En déduire que f est dérivable sur R et précisez la valeur de f'(0).
4) Démontrer que f est de classe C! sur R.
5) On pose la fonction :

{ R-R
9 \x » xcos(x) — sin(x)
a) Montrer que :
x? x?
Vx ER, ——< < =
x > gx) 5
b) En déduire que :
1
Vx ER,|f'(x)] < E

6) Soit u, € R. On définie la suite :
vn € N, u,.; = f(u,)
a) Montrer que I’équation f(x) = x admet une unique solution a sur R, puis que a €]0; 1[.
b) Montrer que :

n

1
vneN,|u, —a| < (E) luy — af

¢) En déduire la convergence de (u,,).
On cherche a présent un équivalent de la suite (u,, — @) pour avoir une idée de la vitesse de
convergence de (uy,).
7) Dans toute la suite on pose :

uy €]0;1[etvneN, v, =u, —«
a) Démontrer que ]0; 1[ est stable par f.
b) Démontrer qu’il existe une suite (€,,) tel que :
f"(a)

vneN, v, = f' (v, + >

(n)? + (v)?en
Avec €, = 0.
8) a) Démontrer que f'(a) # 0.

b) En déduire qu’il existe une suite (e,,) tel que :
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n—-1
vn € N*, v, = (f’(a))nvo 1_[(1 +€'})

i=0
b) Dans cette question on admet que :
n—-1

liml_[(l +€')=K#0
n

i=0

Déterminer un équivalent de v, en +oo.
Remarque : On démontrera dans le chapitre sur les séries numériques la convergence du produit
vers K.

‘Probléme 1 : Le commutant d’une matrice‘

Partie A : Quelques propriétés générales

Soit M € M,,(R). On appelle commutant de M, noté C(M), I’ensemble des matrices de
M, (R) qui commutent avec M :
c(M) ={A € M,(R) tel que AM = MA}
1) Déterminer C(I,,).
2) Montrer que C(M) est un sous-espace vectoriel.
3)  a) Montrer que C(M) est stable par produit :
v(4,B) € (C(M))*, AB € (M)
b) En déduire que :
vk € N,VA € C(M), A* e c(M)
c¢) En déduire que :
VA € C(M),V P eR[X],P(A) € C(M)
4) Montrer que C(M) est stable par passage a I’inverse quand cela est possible. C’est-a-dire
que :
vAe C(M)NnGL,(R), A"t € (M)
5) Démontrer que C(M) n’est pas nécessairement stable par le passage a la transposition, ¢’est-
a-dire que :
IM € M, (R) et A € C(M) tel que AT & (M)
6) Démontrer que :
C(M) =M,(R) & M € {Al,;;1 € R}

Partie B : Un exemple dans M- (R) (Ou une jolie application de la diagonalisation).
-7 0 -8
M=|4 1 4
4 0 5

—2 1
1 0 -1

Montrer que P est inversible et déterminer P2,
2)  a)Onpose D = P"IMP. Calculer D.

Dans cette partie on pose :

1) On pose :

= o
o
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b) Montrer que :
A€ C(M) < P~14P € ¢(D)
Cela nous invite a déterminer C(D).

3) a) Démontrer que :
a 0 O
c(D) = {(0 b c),(a, b,c,d,e) € ]RS}

0 d e
b) En déduire une base de C(M).

\Probléme 2 : Nombre de combinaison possible pour un code|

Une serrure de coffre-fort possede n boutons numérotés de 1 a n (avecn = 1). Un n-code
consiste a pousser dans un certain ordre tous les boutons. Chaque bouton n’est poussé qu’une seule
fois mais il est possible de pousser simultanément plusieurs boutons. La modélisation est effectuée

de la fagcon suivante : pour tout entier n = 1, on appelle n-code toute suite ordonnée (Pl, e P-) de
j parties de I’ensemble [1;n] avec 1 < j < n. Ces parties sont toutes non vides, deux a deux
disjointes et leur réunion est égale a I’ensemble [1; n]. On note a,,le nombre de n-codes.
Par exemple :
e Pourn = 1,ilyaunseul I-code quiest ({l}). On a ainsi a; = 1.
e Pourn = 2,ilya trois 2-codes qui sont obtenus avec ({1},{2}) et ({2}, {1}) et ({1, 2}). Le
premier 2-code consiste a appuyer d’abord sur le bouton 1 puis sur le bouton 2, le deuxieme
a appuyer d’abord sur le 2 puis sur le 1, le troisiéme a appuyer simultanément sur les boutons
1 et 2. On a alors a, = 3.
Par convention on pose a, = 1.
Partie A : Une formule de récurrence
1) Démontrer que a; = 13.
2) a) Démontrer que :

n

vn=1,a, = z Ap_k (Z)
k=1
b) En déduire que :
n
vn=>1,a, = Zak (Z)
k=1

c¢) Retrouver a I’aide de cette formule la valeur de a;.
Partie B : Une majoration de a,,

Dans toute cette partie on pose :

N, by =
Vn € N, n = F
1) Démontrer que :
n
bn—k

k!
k=1

vn € N, b, =
2)  On définit la fonction polynomiale (T;,) par :

n ok
Vn € NLY%(X) ==:E:j;'
k=1
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a) Démontrer que :
vn € N,Vx € R*,e* > T, (x)
b) En déduire que :

<
vneN, b, < n(2)"

Partie C : Une nouvelle facon d’obtenir les coefficients a,,

Dans toute cette partie on pose :

Vx <In(2),f(x) = 5 _1€x

1)  a)Justifiez que f est de classe C*® sur | — o;In(2) [
b) En utilisant le fait que :

Vx <In(2),f(x)(2—-¢e*) =1

Démontrer que :
n

vz 1,100 = ) (1) F*©)

k=1
¢) En déduire que :

vn €N, a, = f™(0)
d) En déduire alors que :

Vx <In(2),f(x) = ) bpx® + o(x™)
; .

Remarque : Ainsi pour déterminer les valeurs de a,,, on peut déterminer les valeurs de b,,, donc on
peut chercher les coefficients du DL, (0) de f.
Partie D : Construction d’une suite de polynomes

1) a) Démontrer par récurrence que :
vn € N,3P, € R[X] tel que :
P (e*)
vr <In@), [P0 = g

Dans I’hérédité on établira une relation du type :
Pri1(X) = X(an P (X) + (B + v X) () ()

Ou (ay, By, ¥n) € R3. On demande de préciser les valeurs de a,,, 3, et ¥y,.

b) Donner Py, P;, P, et P;.

c¢) Déterminer le degré de P, et son coefficient dominant.

d) Calculer B, (0) pour tout n = 0.

e) Déterminer le lien entre P, (1) et le nombre de n —code a,,.
2) a) Démontrer que :

vn > 1,3Q, € R,_,[X] tel que P,(X) = XQ,(X)
b) Etablir une relation entre Q,,, Q.41 et (Q,)".
c¢) On définit :
vn € N,u,, = Q,(0)

Déterminer u,, en fonction de n.

d) En déduire que 0 est racine simple pour P,.



