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Fiche TD 21 : Ev de dimension finie 
 

Partie A : Base d’un ev 

 

Exercice A.1 : a) Montrer que ℬ = {e1 = (1,1,1); e2 = (2,1,1); e3 = (2,1,2)} est une base de ℝ3. 

b) Déterminer les coordonnées de  e = (9,6,7) dans la base ℬ. 

c) Déterminer les coordonnées de  e = (a, b, c) dans la base ℬ. 

 

Exercice A.2 : On pose  F = {(

x
y
z
t

 ) ∈ ℝ4; x + t = y − 2z}. Montrer que F est un espace vectoriel et déterminer une 

base de F.  

 

Exercice A.3 : Déterminer pour quelles valeurs de t la famille : ℬ = {e1 = (1,0, t); e2 = (1,1, t); e3 = (t, 0,1)} 

forment une base de ℝ3. 

 

Exercice A.4 : a) On pose ℬ = {e1 = (1, −1, i); e2 = (−1, i, 1); e3 = (i, 1, −1)}. Montrer que ℬ forme une base de 

ℂ3. 

b) Déterminer les coordonnées de v = (1 + i, 1 − i, i) dans cette base.  

 

Exercice A.5 : Soit a ∈ 𝕂. Montrer que ℬa = ((X − a)k)
0≤k≤n

  forment une base de 𝕂n[X].  

b) Soit 0 ≤ k ≤ n. Déterminer les coordonnées de Pk = Xk dans cette base.  

c) Déterminer les coordonnées de n’importe quel polynôme P de 𝕂n[X] dans cette base.  

 

Exercice 𝑨. 𝟔 : Soit 𝐸 = {𝐴 = (
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) ∈ ℳ2(ℝ) 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑇𝑟(𝐴) = 0}.  

a) Déterminer une base de 𝐸 après avoir montré que 𝐸 est un espace vectoriel.  

b) Déterminer un supplémentaire pour 𝐸. 

 

Exercice A.7 : Soit 𝑛 ∈ ℕ∗ 𝑒𝑡 (𝛼0, … , 𝛼𝑛) ∈ ℂ𝑛+1 avec 𝛼𝑖 ≠ 𝛼𝑗 dès que 𝑖 ≠ 𝑗. On définit les polynômes de Lagrange 

par :  

∀𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛⟧, 𝐿𝑘(𝑋) = ∏
(𝑋 − 𝛼𝑖)

𝛼𝑘 − 𝛼𝑖

𝑛

𝑖=0
𝑖≠𝑘

 

1) Montrer que (𝐿0, … , 𝐿𝑛) forme une base de ℝ𝑛[𝑋]. 
2) Démontrer que :  

∃ ! (𝜆0, … , 𝜆𝑛) ∈ ℝ𝑛+1 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∶  

∀𝑃 ∈ ℝ[𝑋], ∫ 𝑃(𝑡)𝑑𝑡

1

0

= ∑ 𝜆𝑘𝑃(𝑘)

𝑛

𝑘=0

 

 

Partie B : Dimension 

 

Exercice B.1 : On pose F = {P ∈ ℝ3[X]; P(1) = P(2)}. Montrer que F est un espace vectoriel de dimension finie et 

déterminer sa dimension.  

 

Exercice B.2 : Déterminer la dimension de : A = {y ∈ 𝒞1(ℝ, ℝ); y′′ − 2y′ + 5y = 0}. 
 

Exercice B.3 : On pose F = {(
x
y
z

 ) ∈ ℝ3; −2x + y + 2z = 0}. Déterminer une base de F, sa dimension et un 

supplémentaire.  
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Exercice B.4 : Même exercice que B.3 avec G = {(
x
y
z

 ) ∈ ℂ3; {
x + y + z = 0
x + iy − z = 0

}  

 

Exercice B.5 : Soient n ∈ ℕ, ℝn[X]\{0} et a ∈ ℝ. On pose F = {P ∈ ℝn[X]; A|P} et G = {P ∈ ℝn[X]; P(a) = 0}. 

a) Montrer que F est un sev de ℝn[X]. 

b) Déterminer un supplémentaire de F dans ℝn[X] et en donner une base.  

c) Déterminer la dimension de F et en donner une base. En déduire une base de G.  

 

Exercice B.6 : Déterminer le rang des familles suivantes :  

a) x1 = (1, −1,1), x2 = (−1,1, −1), x3 = (0,1,1), x4 = (1,0,2) 

b) x1 = (

1
1
0
1

) , x2 = (

1
−1
1
0

) , x3 = (

2
0
1
1

) , x4 = (

0
−2
1

−1

) 

c) 𝑃1 = 𝑋2 + 𝑋 − 3, 𝑃2(𝑋) = 𝑋2 − 𝑋 − 3, 𝑃3(𝑋) = 2𝑋2 − 𝑋 − 6 

d) 𝑓1: 𝑥 ↦ 𝑐𝑜𝑠(2𝑥) , 𝑓2: 𝑥 ↦ 1, 𝑓3: 𝑥 ↦ 𝑠𝑖𝑛2(𝑥) 

e)𝑀 = (
1 3
3 4

) , 𝑀2 = (
1 0
0 1

) , 𝑀3 = (
0 1
1 0

) , 𝑀4 = (
0 1

−1 0
) 

 

Exercice B.7 : On pose :  

u = (1,2,1,0) et v = (0,1,2,1) 

De plus on pose :  

F = vect(u, v) et G = {(x, y, z, t) ∈ ℝ4; x − y = t − z et x − z + 2t = 0} 

Montrer que F = G. 

 

Exercice B.8 : On pose :  

a = (0,1, −1,2), b = (1,3,0,2), c = (2,1, −3,4), d = (0,0,2,1), e = (−1,1,0,3) 

De plus on pose :  

F = vect(a, b, c) et G = vect(d, e) 

Déterminer les dimensions de F, G, F∩G et F+G. 

 

Exercice B.9 : Soit E un ev de dimension finie et F et G deux sev de E de même dimension.  

a) Si F et G sont deux sev stricts de E, montrer que F∪G≠E. En déduire qu’il existe u ∈ E\(F ∪ G). 

b) En raisonnant par récurrence sur k = din(E) − dim(F), montrer qu’il existe H sev de E tel que :  

F⨁H = G⨁H = E 

 

Exercice B.10 : On pose : F = {P ∈ ℝ3[X]; P(0) = P(1)}. Déterminer un supplémentaire de F dans ℝ3[X]. 
 

Exercice B.11 : On pose :  

𝐴 = {(𝑢𝑛) ∈ ℂ𝑛 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛+2 = 5𝑢𝑛+1 − 6𝑢𝑛} 

1) Démontrer que 𝐴 est un espace vectoriel.  

2) Déterminer sa dimension et une base de 𝐴.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 


