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Fiche TD 21 : Ev de dimension finie

Partie A : Base d’un ev

Exercice A.1 : a) Montrer que B = {e; = (1,1,1); e, = (2,1,1); e5 = (2,1,2)} est une base de R3.
b) Déterminer les coordonnées de e = (9,6,7) dans la base B.
¢) Déterminer les coordonnées de e = (a, b, ¢) dans la base B.

X

Exercice A.2 : On pose F = }ZI € R*;x + t =y — 2z ;. Montrer que F est un espace vectoriel et déterminer une

t
base de F.

Exercice A.3 : Déterminer pour quelles valeurs de t la famille : B = {e; = (1,0,t); e, = (1,1,t);e5 = (1,0,1)}
forment une base de R3.

Exercice A.4 : a) On pose B = {e; = (1,—1,i);e, = (—1,i,1); e53 = (i,1, —1)}. Montrer que B forme une base de
c3.
b) Déterminer les coordonnées de v = (1 +i,1 — i,1) dans cette base.

Exercice A.5 : Soit a € K. Montrer que B, = ((X — a)k)0<k<n forment une base de K, [X].

b) Soit 0 < k < n. Déterminer les coordonnées de P, = XK dans cette base.
¢) Déterminer les coordonnées de n’importe quel polynome P de K, [X] dans cette base.

Exercice A.6 : Soit E = {A = (Ccl Z) € M,(R) tel que Tr(A) = 0}.

a) Déterminer une base de E aprés avoir montré que E est un espace vectoriel.
b) Déterminer un supplémentaire pour E.

Exercice A.7 : Soitn € N* et (ay, ..., ) € C"* avec a; # a; dés que i # j. On définit les polynomes de Lagrange
par :
n
X —a;)
Vk € [0;n], Ly (X)) = | |——F
2 Ak — @
i=0
izk
1) Montrer que (Ly, ..., L,,) forme une base de R, [X].
2) Démontrer que :
3! (A, ..., 1) € R™1 tel que :
1 n
vP € R[X], f P(0)dt = ) 1P(K)
k

0 =0

Partie B : Dimension

Exercice B.1 : On pose F = {P € R5[X]; P(1) = P(2)}. Montrer que F est un espace vectoriel de dimension finie et
déterminer sa dimension.

Exercice B.2 : Déterminer la dimension de : A = {y € C1(R,R);y" — 2y’ + 5y = 0}.

X
Exercice B.3 : On pose F = {(y) ER3;—2x+y+2z= 0}. Déterminer une base de F, sa dimension et un

vA
supplémentaire.
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X
: +y+z=0
Exercice B.4 : Méme exercice que B.3 avec G =1{(y | € C3; {X yrz _
, x+iy—z=0

Exercice B.5 : Soientn € N, R, [X]\{0} eta € R.On pose F = {P € R, [X]; A|P} et G = {P € R,[X]; P(a) = 0}.
a) Montrer que F est un sev de R, [X].

b) Déterminer un supplémentaire de F dans R, [X] et en donner une base.

c¢) Déterminer la dimension de F et en donner une base. En déduire une base de G.

Exercice B.6 : Déterminer le rang des familles suivantes :
a)x; =(1,-1,1),x, = (-1,1,-1),x3 = (0,1,1),x4 = (1,0,2)

1 1 2 0
1 -1 0 -2
b)Xlz 0 X2 = 1 » X3 = 1 1 Xg = 1
1 0 1 -1

QP =X>+X-3,P,(X)=X?—-X—-3,P;(X)=2X*?-X-6
d) fi:x v cos(2x), fr:x V> 1, f3:x o sin?(x)

om=(3 Pom=(G Domo=( o=

Exercice B.7 : On pose :
u=(121,0)etv=(0,12,1)
De plus on pose :
F=vect(y,v)etG={(x,y,zt) ER*;x—y=t—zetx—z+ 2t = 0}
Montrer que F = G.

Exercice B.8 : On pose :
a=(01,-1,2),b=(1,3,0,2),c = (2,1,—-3,4),d = (0,0,2,1),e = (—1,1,0,3)
De plus on pose :
F = vect(a,b, c) et G = vect(d, e)
Déterminer les dimensions de F, G, FNG et F+G.

Exercice B.9 : Soit E un ev de dimension finie et F et G deux sev de E de méme dimension.

a) Si F et G sont deux sev stricts de E, montrer que FUG=#E. En déduire qu’il existe u € E\(F U G).

b) En raisonnant par récurrence sur k = din(E) — dim(F), montrer qu’il existe H sev de E tel que :
FOH = GPH =E

Exercice B.10 : On pose : F = {P € R5[X]; P(0) = P(1)}. Déterminer un supplémentaire de F dans R;[X].

Exercice B.11 : On pose :

A ={(u,) € C" tel que Vn € N, Uy ;5 = Supyq — 6UL}
1) Démontrer que A est un espace vectoriel.
2) Déterminer sa dimension et une base de A.



