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Correction TD 20

Partie A : Fonction en escalier

Exercice A.1: On pose :
[0;4] » {—2;—1;1;3;4}

( —1six=0
f: 1si0<x<1
loxe 3six=1
l—Z sil<x<2
4s5i2<x<4
1) Tracer le graphe de f.
2) Calculer f04 f(t)dt
3 ®
Ona

4
jf(t)dt:1x1+(—2)x1+4><2=7
0

Vidéo : https://www.youtube.com/watch?v=UXp2ntGBZNE

Partie B : Propriétés de I’intégrale

Exercice B.1 : Soit f: [a; b] = R une fonction continue telle que :
b

ff(t)dt =0

a
Montrer que f s’annule sur [a; b].

On raisonne par contraposée. Si f ne s’annule pas sur [a; b], comme f est continue, elle ne change pas de signe.
1" cas : Si f(t) < 0Vt € [a; b]

On a alors :
b
f f()dt< 0
o a
2ime ¢ag ¢ Si f(t) > 0 Vt € [a; b]
On a alors :
b
f f(t)dt >0
a

On en déduit donc par contraposée que :



https://www.youtube.com/watch?v=UXp2ntGBZNE

Page 2 sur 20

b
ff(t)dt =0 = 3Jc € [a;b],f(c) =0
f e c®(fa; b])

Exercice B.2 : Soit f: [0; 1] = R une fonction continue telle que :

1

1
f f(t)dt = E
0

a) Montrer qu’il existe x, € [0; 1] tel que f(xo) = X,
b) Montrer qu’il existe x; € [0; 1] tel que f(x;) = 0,5

a) On sait que :
1

ff(t)dt:%:ftdt
0

0
1

= [ (f(t) — H)dt = 0
|

Or on sait que t — f(t) — test continue. Donc on peut appliquer le résultat de I’exercice précédent :
3x, € [0; 1], f(x0) = X

b) On fait de méme avec :
1

ff(t)dtz%zf%dtﬁf(f(t)—%)dtzo
0

0 0
Or on sait que t — f(t) — 0,5 est continue. Donc on peut appliquer le résultat de I’exercice précédent :

HXI € [0, 1], f(Xl) =X1

Vidéo : https://www.youtube.com/watch?v=0jBbmNvQoSY

Exercice B.3 (Lemme de Riemann-Lebesgue) : Soit f: [0; 1] = R une fonction continue. Montrer que :
1

lim | t"f(t)dt=0

n—-+oo

0

f: [0; 1] = R une fonction continue. On sait qu’une fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes.
Ainsi il existe (cq,c,) € [0; 1]? tel que :

On a donc :
1 1 1

ftnf(cl)dt < ft“f(t)dt < ft“f(cz)dt

0 0 0
1

1 1
= f(cl)ft“dt < ftnf(t)dt < f(cz)ftndt
0 0

0

f(cq)
)
n+1

f(cz)
n+1

< f tf(t)dt <
0

. f(cq) . f(cz)
lim = lim =
n n+1 n n+1
On conclut d’aprés le théoréme des gendarmes :

Or on sait que :

0



https://www.youtube.com/watch?v=OjBbmNvQoSY

1
lim f t*f(t)dt =0
n—+4oo
0
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Exercice B.4 : Soit f: [a; b] —» R une fonction continue. Montrer que :

b
3c € [a; b], f(c) = ﬁj f(t)dt

On raisonne par 1’absurde. On suppose que :

b
vt € [a; b], f(t) # ﬁf f(t)dt

Comme f est continue on a deux cas de figure :

1¢" cas :
" b
Vvt € [a;b], f(t) > —— | f(t)dt
[@sbl,£0 > - [ f©
a
On a alors :
b b
! f(t)dt > ! f f(t)dt
b—a b—a
a a
Absurde.
2itme oag
. b
Vt € [a;b], f(t) <—— | f(D)dt
[a;bL,£0 < p— [ f©
a
On a alors :
b b
! ff(t)dt < ! ff(t)dt
b—a b—a
a a
Absurde.
On a donc :

b
Jc € [a;b],f(c) = ﬁj f(t)dt

Exercice B.9 : Soit f: [0; + o[ = R une fonction continue telle que :
lim f(x) =f¢€R
X—+00
On pose :
10; +o[ - R

F: 1 r
X - —j f(t)dt
X
0

Montrer que :
lim F(x) =+¢

X—+co

Ona:
lim f(x) =2€R

X—+00

D’apres la définition d’une limite on en déduit que :
Ve>0,3A > 0,Vx > A |f(x) —f| <€
On calcule :
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X

1 1
—Jf(t)dt——ffdt
X X

0

0

[F(x) = ¢| =

1 X

;J(f(t) — £)dt

< %flf(t) — £|dt
0

A X
1 1
< ;flf(t) —fldt+;]|f(t) — £|dt
0 A

1 1
<-M+-X%Xe(x—A)
X X

Or on sait que :
1 x—A
lim —M =0et lim =1
X—>+00 X X—+00 X

On en déduit donc que :
X

1
lim - | f(Hdt= ¢
X—>+00 X

0

Partie C : Calcul de primitive et d’intégrale

Exercice C.1 : Calculer les intégrales suivantes :

Lo eln(x)d I_fl X 4
1_f1 e A e Eh

] €1 In(x)?2]° 1
I, = n() dx=| —xIn(x)dx = ©) ==
X X 2 2

1 1

I—fl X d_1f12(2+1)_3d_1(><2+1)‘2"_1( 1+1) 3
N RNCOED RN M =z =2 | T2

Exercice C.2 : Calculer :

dt
J et fet cos(t) dt

it+1
J‘ dt
it+1
—fl_nm
) 14 t2
i
) 14 t2 "1y

i
= arctan(t) — Eln(l + t2)

Exercice C.3 (Centrale PSI) : Démontrer que :




Page 5 sur 20

1 T
vQ € R[X], f Q(Hdt = —i f Q(el®)e®do
-1 0

On peut penser au changement de variable t = el mais cela n’est pas rigoureux a votre niveau.

On pose :
n

Q) = ) axk
k=0
On a donc :
1 1 n
f Q(O)dt = f zakxk dx
-1 —1 k=0
n 1
= Zak kadX
k=0 -1
n
_ ak (4 \k+1
- Lik+ 1(1 D)
k=0

Demémeona:
n

Q(e'®)el® = Z a kDI
i=o
n n

= z ay cos((k + 1)8) + iz ag sin((k + 1)6)
k=0 k=0
On a donc :

f Q(eie)eiede = f (Z ag cos((k + 1)9) + iz ag sin((k + 1)9)) de
0

0o k=0 k=0
n L n L

- Z akj cos((k + 1)6) do + 12 akf sin((k + 1)0) do

k=0 ¢ k=0 o

_ : ak _ (1 \k+
_1;k+1(1 (—1)k+1)

On a donc :

1 T
vQ € R[X], jQ(t)dt = —if Q(e'®)e®do
-1 0

Exercice C.4 : Pour (m,n) € N?, calculer :

T 1 e™

Ixp = f cos(kt) cos(pt) dt, I, = ft“ln(t)dt (neN"),I= f sin(In(t)) dt

0 0 1

T i

vk p) € Nz,f cos(kx) cos(px) dx = %f cos((k + p)X) + cos((k — p)x) dx

0 0
1" cas : Sip = Kk on a alors :

17 msip=0
= — ={Tl
Ipp > f cos(2px) + 1dx {Esi p =0

0
2itme cag : Sip # k on a alors :




T

2

Ik = lf cos((k + p)x) + cos((k — p)x) dx

0

B 1
" 2(k+p)

T 1 . T
[sin((k + p)x)]0 + Z(k——p) [sm((k — p)x)]o
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1

n -+ n

On a donc :
1

bf t"In(t)dt = — m

=0
tn+1 1 1 tn
— n — _ —
I, = ft ln(t)dt—[ 1ln(t)] f n 1dt
0 0 0

1

(n+1)2

eT[

sz sin(In(t)) dt
1
On effectue le changement de variable u = In(t) = t = e"

a) On change les bornes

{t=1=>u=0
t=e"=u=m
b) On calcule le dt :

dt
ttuw et e cl([o;m]) eta =e' = dt = edu

¢) On remplace :

us

e T

I = f sin(In(t)) dt = f sin(u) e" du

1 0
d) On calcule la nouvelle intégrale

On peut le faire de deux fagons.
Méthode 1 : Avec une double intégration par partie
T

T

= f sin(u) e du = [— cos(u) e"]§ + f cos(u) e* du

0 0
T

=e"+ 14| [sin(u) e"]§ — j sin(u) e" du

0
=e"+1-1
On en déduit donc que :
e +1
-2

[

Méthode 2 : Avec les complexes
T T

. e(1+i)u T —e™—1
fsm(u)e du=17 fe eldu | =17 [1+i]0 7 T
0 0

)= (—em— 11 (

e+ 1

2

Exercice C.5 : Soit f € C1([a; b], R). Montrer que :

b
lim f f(t) sin(nt) dt =0
n—+oo
a

On effectue une IPP car f est de classe C1 :
On a donc :
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M] f (t) cos(nt) dt

b
ff(t) sin(nt) dt = [

On utilise le fait que f soit continue sur un segment [a; b]. Donc f est bornee et atteint ses bornes :
IM e R?, |f(x)| < M
De méme on sait que f’ est continue sur le segment [a; b] donc f’ est continue et atteint ses bornes :
IM' € R?, [F'®| < M’
On a donc :
b

b
ff(t) sin(nt) dt| < flf(t) sin(nt) |dt
f(t) cos(nt)
< [ 9 cosnt)

] flf (t) cos(nt)| dt

M 2
<2—+-M
n n
Or on sait que :
M 2
lim2—+-M'=0
n n n
On en déduit que :

lim ff(t) sin(nt)dt =0
n—+oo
a

Exercice C.6 : Calculer :

lmw s

On effectue un CDV:
On pose :
x =4/t
On a donc :
t = x?> = dt = 2xdx
On a donc :

J‘ J‘Zxdx f dx 2 arctan(x) = 2 arct (\/E)
= 2 arctan(x) = 2 arctan
\/'.}.\/ X + x3 1+x2

On fait de méme on pose : t = ch(x) sit >1,x >0
On a donc :
dt = sh(x)dx

sh(x)dx dx
) = j = 2arctan(e¥) = 2 arctan(e?"&"®) = 2 arctan (eln(t“tz‘l)
ch(x)

dt
.[t\/t2 -1 fch(x)\/chz(x) -1

=>J.L=2arctan(t+ tz—l)
tWt2 — 1

On a le méme résultat sit < —1.
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Exercice C.7 : 1) Montrer que :

LS LS
2 2
f cos(t) dt = f sin(t) dt = T
cos(t) +sin(t)  J cos(t) +sin(t) 4
0 0
2) En déduire :
1
j dt
JVI—t?+t
On veut montrer que :
LS T
2
cos(t sin(t
j‘#dt — j‘#dt
cos(t) + sin(t) cos(t) + sin(t)
0 0
On pose :
s
2
. f cos(t)
~ ) cos(t) + sin(t)
0
On effectue le changement de variable :
T
=-—t
472
On a donc :
du = —dt
Etona:
L
0 i1 2
CoSs (? — t) Sln(t)
= f (“ ) (“ ) (=dw = _[ cos(t) + sin(t) de=]
cos|{5—t)+sin|5—t
g 2 2 0
Deplusona:
LS L L
‘ () ‘ sin(t) ‘ cos(t) + sin(t) i
cos
I+]:f—_ t f—_dtzf—_dtz—zZI
cos(t) + sin(t) cos(t) + sin(t) cos(t) + sin(t) 2
0 0 0
On a donc :
T
2
f cos(t) . i
cos(t) +sin(t) 4
0
2) On pose :
1
| j dt
Y VT 4t
On pose :
t = sin(u)
On a donc :

De plus u - sin(u) € C1(R), on a alors :
dt = cos(u) du

On a donc :
TT

1
L f dt B f cos(t) gt = T
Yo Vi@ +t ) cos(t) +sin(t) 4

0 0
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Partie D : Somme de Riemann

Exercice D.1 : Calculer la limite de:
= n - k
u“=Zn2+k2‘ Vn=2n2+k2
k=1 k=1
Ona:
n n 1
n 1 1 ) 1
W= e TR = e = [t
k=1 k:11+? 0
On a
n n k 1
k 1 n ) X 1
V“:Z—n2+kzzﬁz kzzllgnvn=f1+xzdx=zln(2)
k=1 k=1 1+? 0
Exercice D.2 : Calculer la limite de:
n-1 n-1
1225 1 1
Uy =— n; vy =-— K
Ona:
1% k 1 7 1 1
_ = . _ X _ xIn(2) _ xIn(2) 1_
un—nZZn:lerlnun—jZ dX—fe dX_—ln(Z)[e ]O_In(Z)
k=0 0 0
Demémeona:
n-1 1
12 ! I f dx = ~1n(4)
vp=—) —— = limy, = Xx==In
nk=01+3><§ n 01+3x 3

Exercice D.3 : Calculer la limite de:

nn!

1
<(2n)!>ﬁ

logarithme !
Ona:

SR

u, = ((2n)!> = In(u,) = lln ((2n)!>
nn! n n"n!
1

((2n)!>
=—In
n n"n!

On est dans le chapitre somme de Riemann et on voit apparaitre des produits. On doit donc penser a utiliser le
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= lirrlnln(un) = %f In(x)dx = [xIn(x) —x]? = (2In(2) -2+ 1) =In(4) — 1

On en déduit donc que :

limu, = 4e™!
n
Demémeona:
n 1
kyn
Vp = (1 +H)
k=1
n 1 n 1 n
k\n 1
= In(v,) =1n (1+—) = In ( ) =—Zln( )
n n

k=1 k=1 k=1
2
= lirrln In(vy) = %f In(x)dx = [xIn(x) —x]? = (2In(2) =2+ 1) =1In(4) - 1

On en déduit donc que :

limu, = 4e™!
n

Partie E : Fonction définie par une intégrale

Exercice E.1 : Sans calculer les intégrales correspondantes, déterminer les limites suivantes :
2X

. . 2 .
a) }(l—r;r(l) fSll’l(t )dt b) xl—1>r-|¥loo ll’l(t)z ¢
X X

On sait que :
X

flsm(tz)ldt < fldt < 2|x|

—X

X

f sin(t?) dt| <

—X

vx > 0,

Or on sait que :
lim2|x| =0
x—0

X

fsin(tz) dt

—X

= lim =0

Xx—0

= llm fsm(tz) dt=0

x—>+00_f ln(t)2
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1 1
In2(2) = =2

j-lnz(ZX) Jhln()2

2X

Vvt € [x, 2x],

=>f ! dt > X

In(t)2  ~ In2(2x)
X

Or:

lim ————— = +oo (croissance comparée)
x—+00 In2(2x) P
Donc :

2x

) 1
xl—1>£an f In(t)? 29t =

X

Exercice E.2 : Sans calculer les intégrales correspondantes, déterminer les limites suivantes :
2x 1
. et . et
a)lim [ —dt b) lim | —dt
x—0 t X—+00 t
X

On sait que :
VxERe' =1+t

2x 2x
et 1+t)
Vx>0 —
t
X X

—ln(2)+x

On en déduit donc que :

De plus on sait que :
Jc>0,Vte]—cc[et<1+t+t?

On a donc :
2x
(1+t+t%
oo [ Sae [ X0
X
=ln(2)+x+3T
On a donc :
2X
et 3x?
Vx> 0,x+1In(2) < f Tdt <In(2) +x +T

X
On conclut d’aprés le théoréme des gendarmes :

ot
;}L%l+f ?dt =1n(2)
On fait de méme ne 0~ et par continuité de fon a : ’
limf e—tdt =1n(2)
x—0 J t

2) On pose :
2X

lim | —dt
x—0 t

On effectue le changement de variable :
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On a donc :
du
dx = — ?
On a donc :
1 1
2X 2x 1 2x 1
et it = eudu eu 4
f T4 Tw ‘f i
X 1 4 1
X X
On a donc :
1
2x 2x 1 X 1 2X 1
. et . eu ) eu ) e
llmf—dtz lim — | —du = lim f—du = lim —du =1n(2)
x—0 t x—0t u X—+00 u X—+o00 u
X 1 X X
X 2
On a donc :
2x 1
Xl_l)grnoof Tdt =1n(2)
X
Exercice B.3 : On pose :
2x
cos(t
Vx>0,f(x)=f ()dt
X
a) Montrer que :
2
vx > 1,|f(x)] < =
b) Déterminer la limite de f en +oo.
¢) Déterminer la limite de fen 07,
d) Montrer que f est dérivable sur ]0; +oo[ et déterminer f'(x).
On effectue une IPP :
(cos®  [sin®* [ sin(®
cos sin sin
VX>1,.[ dtI[ ] +j dt
t t t2
X X X
in(2x) sin(x) . sin(t)
sin(2x
- el et
2x X t2
X
On en déduit donc que :
2X
cos(t)
vx > 1, |[f(x)| = f . dt
X
in(2x) _sin() _ [ sin()
sin(2x sin(x sin(t
@0 _sn) (s,
2x X t2
X
2X
1 1 sin(t)
<—+-+ f dt
2X X t2
X
2X




2) On sait que :
2x
2 _ cos(t)
lim —=0= lim dt=20
X—+00 X X—+00
X

3) On sait que :
vVt € ]O;E[,cos(t) >0
2

On en déduit donc que :

2x
i cos(t)
vXe]aZLf = de> 0
X

Deplusona:

2X ( ) 2X 1
T cos(t
weh{4~ msf—m
4 t t
X X
In(2)

De plus on sait que :
2

t
vt > 0,cos(t) =1 -5

On a donc :
2X ( ) 2X 1 t2
cos(t -5
f azf 2 gt
t t
X X .
=In(2)- 3
On en déduit par le théoreme des gendarmes que :
2x
_ cos(t)
lim dt = 1In(2)
x-0%
X
3) On sait que :
cos(t
te ®© € C1(]0; +o0|)
De plus :
X — 2x et x — x sont aussi de classe C!. On a donc :
2x
cos(t
ﬁXHj- f)aec%w+mD
X
De plus :

cos(2x) B cos(x) B cos(2x) — cos(x)

vx>0,f'(x) =2
2X X X
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Exercice E.4 : On pose :
2x

vx € R, f(x) = f e~ tdt
X
a) Déterminer la parité de f.
b) Démontrer que f est dérivable et déterminer f'(x).
¢) Déterminer les limites de f a ses bornes.

On calcule :
—2X

Vx € R, f(—x) = f e~tdt

—X
On effectue un CDV:
u=-—-t




On a alors :
2X 2X
f(—x) = f e~ (V% (—dt) = —f e Pdt = —f(x)
X X

Donc f est impaire !
b) De la méme fagon que I’exercice précédent f est dérivable (et méme de classe C1) et :
Vx € R f'(x) = 2e ™4 — X
¢) On sait que :
Vx> 0,Vt € [x;2x], e <e ¥ <eX

On a donc :
2X

) _t2 _
xe 4 SfetdtheX

X

2

Or on sait que :
. —y2 . 2
lim xe™ = lim xe™ =0
X—+00 X—+00
On en déduit donc d’apres le théoréme des gendarmes que :
2x
. _t2
lim | e%dt=0
X—+00
X
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Exercice E.5 : On étudie dans ce probléme la fonction F définie par :

[ In(o)
vx > 0,F(x) = fm

1

dt

La courbe représentative de F sera notée I'.

1) a) Déterminer le signe de F sur ]0; +oo[.

b) Justifier la continuité et la dérivabilité de F sur ]0 ; +00[.

¢) Calculer F'(x) pour x > 0. En déduire les variations de F.

d) Ecrire le développement limité de F a ’ordre 3 au voisinage de x = 1.

2) Montrer que :
1
vx>0,F(x) =F (;)
3) a) Soit @ la fonction définie sur ]0; +oo[ par :
arctan(x)
Vx> 0,P(x) = ——
Montrer que @ est prolongeable par continuité en 0.
b) Montrer que :

vx > 0,F(x) = arctan(x) In(x) — f @ (t)dt
1

¢) En déduire que F est prolongeable par continuité en 0. Que peut-on en déduire de 1’allure de I" en +oco ?
d) Montrer que F n’est pas dérivable a droite en 0. Que peut-on en déduire de I’allure de I' au point d’abscisse 0 ?

4) Dans cette question, on cherche a calculer une valeur approchée de F(0).

On pose :
X

V(k,x) € N X ]O ; +oo[, I(x) = ftk In(t) dt
1
a) Calculer I (x) pour tout (k,x) € N X ]0 ; +00[.
b) Montrer que :

n
1
V(n, x) ENX]0;+oo[,m:Z(_1)kX2k+ T
k=0

(_1)n+1X2n+2
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¢) En déduire que :

v(n,x) € N x]0; 1] [F(x) - Z(—1)k12k(x) < ypyp(X)
k:
d) On pose : ’
v (CDF
vn € N,u, = m
k=0

Montrer que :
vn € N, |F(0) — S0
n | ( ) unl (Zn + 3)2
e) Donner, en détaillant la méthode utilisée, une valeur approchée de F(0) a 1072,
5) Tracer I’allure de la courbe I'.

1) a) On distingue deux cas :
1cas:x>1
Ona:

vt € [1;x], dt=>0carx>1

X
In(t) In(t)
—” >0
1+¢2 =>f1+t2
1
=Vx>1Fkx)=>1

2ieme oqg s x €]0; 1]

1 X
In(t) In(t) In(t)
Vte|x;1],——=<0 dt<0 <1 dt>0
[ ]1+t2 :f1+t2 carx :f1+t2
1

X
= Vx €]0;1[, F(x) > 1

Ainsi F est toujours positive.
b) On sait que :

In(t)
e c°(Jo;
- o €000, +e0)
Ainsi F € €1(]0; +oo) et :
) In(x)
Vx €]0; +oo[, F (x) = m
D’apres le théoréme fondamental de 1’analyse.
c)Ona:
vx €]0; +oof, F' (x) = 105
4o —
* €]0; LF(x 1+ x2

Ainsi on a le tableau de variations suivant :

r |0 1 +20
Fla)| — 0 +

PN

In(x) In(1+ h)
F'(x) = =

1+x2 141+ h)?
On va chercher un DL, (1) de F’ pour avoir un DL;(1) de F. ATTENTION, il ne faudra pas oublier F(1) !!!
On a donc :

d) On sait que :

avecx=1+nh
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2
In(x) I(1+h) h—h— 1 . h
5 xh(1-3)

= = = —X 1—-—
1+x2 14+ (1 +h)? 2+2h+h2

5 + o(h?)

F'(x) =

h2
1+h+— 2
2

1 h h 1 3 3
— [ _ _ 2 2y — __ 2y - _h __h2 2
_thx(l 2)x<1 h+2+h>+o(h) 2><hx<1 2h>+o(h) 2h 2 +o(h?)

Ainsiona:
1 3
F)=56-1) =312 +0((x— 1)
On a donc :
1 1
F(x) =FQ) +Z(x - 1) —Z(x - 13 +o0((x —1)3)
Or:

1
1
RO O
1

On en déduit donc que :

F(x) =%(x—1)2 —%(x—l)3 +o((x —1)3)

2)Ona:

X
In(t)
v Fx)=| —=
x> 0,F(x) fl_l_tzdt
1
On pose le changement de variables :

1
u=-
t

a) On change les bornes :

t=1=u=lett=x>u=-
X

b) Calcul du dt

¢) Changement :
n® [ () (cdw |- In(w) 1
F) = .[1+t2 £= f 1,2 u? _f1+u2du=f1+u2du=F(;)
11+ (ﬁ) 1 1

3) a) On peut le voir de deux fagons, ce qui revient au méme au final car avec la méthode 2, le DL provient du taux de
variations !
Méthode 1 : Taux de variation

| =
R
R

Ona:

arctan(x) _ arctan(x) — arctan(0) ,

Im— ~ln Xx—0 = arctan’(0) = 1757 = 1
Ainsi @ est prolongeable par continuité en 0 en posant ®(0) = 1
Méthode 2 : Avec un DL,(0)
On sait que :
arctan(x) _
arctan(x) = x + o(x) = — - 1+0(1)= 11rr(1) dx)=1
X—
Ainsi @ est prolongeable par continuité en 0 en posant ®(0) = 1
b)Ona:
r In(t) ; 1 ; arctan(t)
n
Vx> 0,F(x) = jmdt = f T X In(t) dt = [arctan(t) In(t) ]} f

1 1 1



— Vx > 0,F(x) = arctan(x) In(x) — f & (t)dt

¢) On sait que @ est prolongeable par continuité en 0 donc on a :

x H!CD(t)dt

Donc la fonction g existe en 0, et g € C1(R). Il reste a voir x +— arctan(x) In(x)
On sait que ;
arctan(x) = arctan(x) In(x) ~0xln(x)
X— X—
Or on sait par croissance comparée que :
li l =0
Jim, x n(x)
On en déduit donc que :
lin(l) arctan(x) In(x) =0
X—

Donc F est prolongeable par continuité en 0 et :
0 1

mm=—f¢ma=f¢@&
1 0
On sait de plus que :

Vx>aFu)=FG)

On en déduit donc que :

Xx——+00 X—>+00

1
lim F(x) = lim F(%) = )}i_)r(1)1+ F(X) = f o (t)dt
0

Ainsi I' admet une asymptote horizontale d’équation y = |, 01 d(t)dt 1+x72
d)Ona:

Vx > 0,F(x) — F(0) = arctan(x) In(x) — fxcb(t)dt — f@(t)dt
1 0
1 X X
= arctan(x) In(x) — f ®(H)dt + f ®(t)dt| = arctan(x) In(x) — f ®(t)dt
On a donc : i ' ) i
Vx>0, F(x) ; F(0) _ arctan(;c) In(x) B % " f BO)dt
0

Orona:

X
Vx > 0,Vt €]0; x[, ®(t) > 0 = Vx > 0,f d()dt =0

0
On en déduit donc que :

F(x) — F(0) _ arctan(x) In(x)
X o x

Vx >0,

Or on sait que ;

~arctan(x)
Iim—=1= lim
x—0 X x—07t X

Par comparaison on en déduit donc que :

t 1
arctan(x) In(x) — lim In(x) = —oo
x—0%

. F(x) - F(0)
lim ——=

-0+ X

Ainsi F n’est pas dérivable a droite de 0.
Remarque : On aurait pu aussi utiliser le théoréme de la limite-dérivée. On a :
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In(x)

V>0 =10 T

Ainsi d’apres le théoreme de la limité-dérivée,

. F(x)—F(0)
lim — = -

-0+ X

Ainsi F n’est pas dérivable a droite de 0.
d) On en déduit que I’ admet une tangente infinie en 0.
4) a) On effectue une IPP :

V(k,x) € N X ]0 ; +oo[,1k(x) = ftk In(t) dt = [k
1

k+1 1 -1
- In(x) —

PR k+1[k+1 ]

k+1

+1 x 1 X 1
In(t)| ——— | tk*l x —dt
pin )L k+1f t
1

x 1
_k+1<1n(x) k+1)+(k+1)2
b) On sait que :
n 1-— qn+1
Vq € C\{1},vn € N,z QK = ———
1-¢q
k=0
Or on sait que :
Vx >0,—x%#1
On en déduit donc que :
2l 1 _ ( x2)7l+1
v(n,x) ENx]0; +oo[Z( 1)K 2( x? —

(_ )n+1X2n+2

1 ky 2k
ﬁV(n,X)ENX]O;-l—OO[,m:Z(—l) X"+ 1+ x2
k=0

¢) On a:

(DKL) = Y (=K [ t¥In(t) dt

1

Par linéarité de I’intégrale on a :
X

ng(—ﬁk j 2K In(0) dt = 1] ;(—l)ktZkln(t) dt

1
Or on sait que :

In(t)

Vx €]0; 1[,Vt € [x; 1], F(x) — Z(—l)klzk(x) = j i o

k=0 1
X n % 1 n
!(1_“2 _0( tz)k)ln(t) dt —lf(l_”z —kzzo(—tz)k>ln(t) dt

( 1)n+1 2n+2
f 1+t?

dt—jz:( DX t2kIn(t) dt

X In(t) dt

= V(n,x) e Nx0;1], x In(t) dt

X (_1)n+1t2n+2
f 1+ t2

FGO) —Z(—l)klk(x) =
k=0

1
On utilise I’inégalité triangulaire :

X (_1)n+1t2n+2
f 1+t2

x t2n+2 ln(t)

t2n+2
dt sf _x (= In(6))dt sf e
1

<
X In(t) dt| < 1Tt
X

X In(t)

! (_1)n+1t2n+2
” 1+1t2

1

Or : On sait que :



Page 19 sur 20

1
Vx €]0;1[,Vt € |x;1|,——= <1
x €0 1L ve € [x; 1],

t2n+2 ln(t)
2n+2 :
e > t*"*21n(t) (carIn(t) < 0 sur]0;1])
1 1 ~
£20+2 In(¢) t2°*+2 1n(t)
SN det > ftzn”ln(t) dt =>detSIZn+2
X x

d) On sait que F est continue en 0.
De plus fi: t = t*T1In(t) définie sur ]0; +oo[ est prolongeable par continuité en 0 en posant f;,(0) = 0 par
croissance comparée. Enfin on sait que t — |t| est continue sur R. On en déduit donc que :
n
RGO = ) (~1)M109
k=0

v(n,x) € Nx]0;1], < Ihn+2(%)

FGO = ) (~D¥()

k=0

= | lim, (F(x) - ng(—l)kIZk(x))

= lim < lim I X
lim 1im, Tno(9)

< leT(T)L Int2(%)

Orona:
n n
Jim, (F(x) - Z(—l)klzkoo) = F(O) = ) (=1 x lim (11())
k=0 k=0
Enfinona:
2k+1 1 1 1 1
l [ = l ( ) lim x2k+1] —_—
im, (Lx(x)) = lim <2k 1™ =55 7) T @y 1)2> 2kt Lamx T e +
1
T 2k +1)2
Par croissante comparée !
Ainsiona:
vn € N, |F —
e) On sait que :
F(O e —

On cherche pour quelles valeurs de non a :

<102=2n+3=>10=n=>45

(2n+3)%2
11 suffit donc de calculer us pour avoir une valeur approchée de F(0) a 1072 :
(—1Dk 1 1 1 1 1
— (2k+1) 9 25 49 81 100

Ainsiona:

. L L 1 1 P
O~-g+E 29" ﬁ‘—mo( )

On peut par exemple créer un programme Python :
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def va(n):
u=0
for i in range(n+1):
| u=u+(-1)**i/((2*1+41)**2)
return u

Python 3.4.5 |Continuum Analytics, Inc.| ¢
:56:50) [MSC v.1600 32 bit (Intel)] on win32.
>>> va(hs)

0.9125619418260111

1 o In(t)
Flx) = / ha S di
J1 ]+f'

5) Je trace ici grace a géogébra :
.}




