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Correction DS n°2

|Exercice 1: Une étude de foncti0n|
Dans cet exercice on pose la fonction f: x ~ arccos(4x3 — 3x).
De plus on pose P: x = 4x3 — 3x définie sur R.
1) Démontrer que I’ensemble de définition de f est [—1; 1].

2) Déterminer f(0), f (%) et f(1).
3) Dans cette question on cherche a résoudre P(x) = 1 et P(x) = —1.

a) Déterminer trois rées a, b, ¢ tel que :

Vx ER,4x3 —3x—1=(x —1)(ax? + bx +¢)

b) En déduire les solutions de P(x) = 1.

¢) Sur le méme modeéle, résoudre 1’équation P(x) = —1 (On pourra remarquer que —1 est solution).
4) Déterminer 1’ensemble de dérivabilité de f.
5) a) Montrer que :

Vx € [—1;1],arccos(x) + arccos(—x) =1
b) En déduire une expression de f(—x) en fonction de f(x).
6) Dresser le tableau de variation de f sur [—1; 1].
7) a) Démontrer que :
vx € [-1;1],3!0, € [0; ] tel que cos(B,) = x
b) Démontrer que :
v, € [0; ], f(cos(6,)) = arccos(cos(36,))
¢) En déduire, en fonction des valeurs de 6, € [0; 7], une expression simplifiée de f(cos(6,)).
d) Exprimer alors f(x) en fonction de arccos(x) pour x € [—1;1].
(On pourra faire une disjonction de 3 cas !).
8) Tracer la courbe de f.

1) On sait que Arccos est définie sur [—1; 1]. On doit donc étudier la fonction g: x — 4x3 — 3x
Ona:

VXER,g'(x) =12x2 —3 =34x*-1)=32x+ 1)(2x— 1)
On a donc le tableau de variations suivant :

b=

\
A e e

0 | N

g(=1)=—4+3=-1letg(1)=1

Deplusona:

On a donc le tableau suivant :
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rl-oo 1 : 1 +oo

1 1/
g /—1/ \_1/

D’apres les variations de g on en déduit donc que :
Ux® —3xe[-11] = xe[-1;1]

2) a) Pour faire cette question on peut raisonner de plusieurs fagons.
Méthode 1 : En développant puis en identifiant
Ona:
VxER,(x —D(ax?+bx+c)=ax>+ b —a)x*+(c—h)x—c¢
On identifie :
(x—D(ax?+bx+c)=4x3-3x—-1oax®*+(b—-a)x*+(c—b)x —c=4x3>—-3x—1
a=4
b—a=0
= c—b=-3
c=1
a=4
- {b “
c=1

Méthode 2 : En utilisant plusieurs valeurs de x
Ona:

Vx €ER,(x —1(ax?+bx+c) =4x3—-3x—-1
¢ = 1 (obtenue pour x = 0)
=< 4x +2b + c = 25 (obtenue pour x = 2)
—2(a—b + c) = —2(obtenue pour x = —1)
a=4
~ {b .
c=1
On vérifie ensuite que cela fonctionne :
VXER, (x —1)(4x% +4x+1) =4x3 —4x?’ +4x? —4x+x—1=4x>-3x -1
On en déduit donc que :

VxeR4x® —3x—1=(x— 1)(4x? +4x + 1)

b) Ainsion a:
Px)=1o4x3-3x—-1=0
Sx-1D@Ax?>+4x+1)=0

x—1=0
S ou

2x+1)?=0

1

Sx=1 =—=

x oux >

Ainsiona:

1
P(x)=1<=>x=1oux=—§

c)Ona:P(—-1)=4(-1)3-3(-1)=-1.
Ainsi —1 est racine du polynome Q (x) = 4x3 — 3x + 1. On peut donc factoriser comme précédemment :
Vx€ER,4x3—3x+1=(x+1)(a'x*+b'x+¢)
Avec la valeur en 0 on obtient que ¢ = 1. De plus on a a = 4 pour une question de degré. Enfin b vérifie :
a+b' =0eth' +c=-3
Onadonc b’ = —4. Ainsion a :
VxER4x3 —3x+1=(x+1){Ax%—4x+1) = (x +1)(2x — 1)
Ainsiona:
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1
P(x)=—1(=>x=—1oux=i

3) On sait que Arccos est dérivable sur | — 1; 1[. Or on a d’apreés la question précédente que :

11
Px)=x1leox€ei-1,—5;751
() = #1 = x e {15351

Ainsi on a f dérivable sur ]—1; — %[, sur ]— %; %[et sur E, 1[.
4) a) On pose la fonction h définie sur [—1; 1] par :
Vx € [—1;1], h(x) = Arccos(x) + Arccos(—x)
On sait que h est dérivable sur | — 1; 1[ et :
1 1

+ =0
V1—x2 V1-—x2
Ainsi h est constante sur | — 1; 1] et vaut h(0) = 2Arccos(0) = 2 xg =7

vx €] - L;1[h'(x) = —

De plus par continuité de h on a :
lirri+ h(x) =h(—-1) =met xlinll_ h(x)=h(1)=m
X—— —

Ainsi on a bien :

Vx € [-1;1],Arccos(x) + Arccos(—x) = o

b)Ona:
vx € [0;1], f(—x) = Arccos(4(—x)® — 3(—x)) = Arccos(—4x® + 3x) = Arccos(—(4x3 — 3x))
= 1 — Arccos(4x3 — 3x) = m — f(x)
On en déduit donc que :

vx €[0;1], f(=x) = m — f(x)|

5)Ona:
12x% -3 3

J1— (4x3 — 3x)2 h J1— (4x3 — 3x)2

VxE[O;l],xGE{%;l},f’(x)=— x (1 —4x?)

Deplusona:

f(0) = Arccos(0) = g,f (%) = Arccos(-1) =m

On a de plus établi la relation suivante :

vx € [-L1], f(=x) =1 - f(x)

On en déduit donc le tableau de variation suivant :

1 1
r | —1 5 0 5 1
fo] - |+ o+ | -
T T
0 0
7) a) On peut ici utiliser le fait que cos est

e continue sur [0; 7]
e strictement décroissante
e cos(0) =1,cos(m) = -1
Donc d’aprés le théoréme de la bijection, cos réalise une bijection de [0; ] dans [—1; 1]. Ainsion a :
Vx € [-1;1],3! 0, € [0; ] tel que cos(H,) = x|
On illustre cela sur le tableau de variations de cos restreinte sur [0; 7] et aussi sur sa courbe.
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Cos \J:

On sait méme que |, = Arccos(x)| par définition.

+a

B{Arccos{x);x)

C(Arccos(x); 0) "

b) On sait que :
Vx € R,cos(3x) = cos(2x + x) = cos(2x) cos(x) — sin(2x) sin(x)
De méme on a :
cos(2x) = cos(x + x) = cos(x)? — sin(x)? = 2 cos(x)? — 1
sin(2x) = sin(x + x) = 2 sin(x) cos(x)
Ainsiona:
cos(3x) = 2 cos(x)3 — cos(x) — 2 sin(x)? cos(x)
= 2 cos(x)3 — cos(x) — 2(1 — cos(x)?) cos(x)
= 4 cos(x)® — 3 cos(x)
On en déduit donc que :
VO, € [0; 7], f(cos(B,)) = Arccos(4 cos(8,)® — 3 cos(8,)) = Arccos(cos(36,))
¢) On sait que :

Vx € [0; ], Arccos((cos(x)) = x
Or on sait que :

T
Vo, € [o;g],wx € [0; 7]
On en déduit donc que :
T
Vo, € [0;5] , f(cos(8,)) = Arccos(cos(36,)) = 30,
Deplusona:
T 21
Vo, € [g;?],wx € [mr; 2r] donc 2w — 36, € [0; 7]
On en déduit donc que :
T 21
Vo, € [E’?] , f(cos(6,)) = Arccos(cos(36,))) = Arccos(cos(2m — 36,)) = 2w — 30,
Enfinon a:
21
Vo, € [?;rr],BGX € [2m; 3m] donc 3w — 30, € [0; 7]

Ainsiona:

Ve, € [2?”, rr] ,f(cos(6,)) = Arccos(cos(SGx))

= Arccos(—cos(Bn — 39x))
= 1 — Arccos(cos(3m — 36,))
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= — (3m — 36,)
=360, —2n
On récapitule donc :

( 3oxsiexe|p;§]

. T 2m]
f(cos(0,)) =<2m—30,si0, € 33
. 2m
30, —2msif, € [?;n
d) On sait que :
vx € [-1;1],0, = Arccos(x)
Deplusona:

eepq@xqiq

* "3 2’

0. e 7'[.27'[] 1.1]

X 1) 272
21 1

0, € [?;T[:l@XE [—1;—5]

On en déduit donc que :

1
|(3Arccos(x) —2msix € [—1; _E]
11
f(x) = { 2w — 3Arccos(x) si x € _E;E]
| 1
\ 3Arccos(x) six € [E' 1]

8) On a la courbe suivante :

y = Arccos(dz?® — 3x)

-1 05 0 05 1 15 2 25 3

|Exercice 2 : Une nouvelle somme|

Dans tout cet exercice on pose :

n
vneN,S, = Z k*
k=1

j-1
Vj €N Hj:x » n(x + i) définie sur R

i=0
Le but de cet exercice est d’exprimer S, en fonction de n.

1) Calculer H;(0), H;(1) et Hy (x).
2) a) Exprimer Hj 1 (x) — Hj41(x — 1) en fonction de H;(x).

b) En déduire que :
n
. g (Mt
Vj €N 'ZHj(k) —]!><<j+1>
k=1

k=1

3) Démontrer que :
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4) Déduire des deux questions précédentes que :

V" 2 L+ D@0+ 1)
Z B 6

k=1
5) Démontrer par la méthode de votre choix que :
zn: 2(n + 1)?

k=1
6) En déduire que S,, s’écrit :
nn+1)

n=——=——XP(n) (ouP estun polyndme a déterminer)

1)Ona:
Vx ERVj EN  Hi(x) =x(x+D(x+2)..(x+j—-1)
Ainsiona:
IH;(0) = 0,H;(1) = jlet Hy(x) = ]
2) a)Ona:
Vji €N" Hjpq(x) —Hjp (x—1) = H(x +i)— n(x —1+4+1)
(x+1i)— (x+1)
“[Jeo-[1
j—1
= (x+j)1_[(x+i)—(x—1)l_[(x+i)
i=0 =0
E G+ 1DH;(x)
b) On a alors :

n n
1
Vj € N¥, Z Hi(k) = ]_+—12[Hj+1(k) —Hj (k- 1)] (d'apresla question précédente)
k=1 k=1

[Hj+1(n) — Hj+1(0)] (par télescopage)
1
A

e
(n)

Or on sait que :

|
Hiaa () = ]_[(n R e

On a donc :
1 n+j)! n+j)! j
v]eN*ZH,(k)— (AL (n+j! :j!('.lﬂ)
1+1 (n—1)! G+DIx(n+j-(G+1) j+1
3) On sait que :
2 - nn+1)
\meN*,ZHl(k)=Zk=T
k=1 k=1
(C’est un résultat du cours, on peut penser a Gauss).
4) On sait que :
n
2)! n+2)(n+ n
* —ax(Mt2) 2o (n+ -
VnEN,kZlHZ(k) z.x( ; ) (=D 3

De plus on sait que :
vk e N* Hy(k) =k(k+1)=k?+k
Ainsiona:
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n

i 2 Z 00— kg = 2)§n +Dn n(n2+ 1) n(n6+ D pm a2y 3 0t 1)6(211 +1)

5) On peut le faire de trois fagons différentes ici.
Méthode 1 : Récurrence

n?(n+ 1)?%

n
vn € N*, P(n):" z k3= 2
k=1

Initialisation : Pourn=1ona:
1

Zk3:13:1

k=1
12(1+1)2_4_1
4 T4

Donc P (1) est vraie.

Hérédité : Soit n un entier naturel non nul fixé. On suppose que P (n) est vraie. On a alors :
n

n?(n+ 1)?
D= (HRY)
k=1

On veut montrer que :

HZHH: (n+ 1)%(n + 2)?

4
On sait que :
o+l n2 2 2 2
Zkv? Zk3+(n+1)3 (n+1) +(n+1)3 =#(n2+4(n+1))=#(n2+4n+4)
HRn
2
:(n-i_Tl)(n+2)2

On en déduit donc que si P(n) est vraie, alors P(n + 1) aussi.
Conclusion : P(1) est vraie et P(n) est héréditaire donc d’apreés le principe de récurrence P(n) est vraie pour tout
entier naturel n.

Méthode 2 : Avec le binome de Newton
Ona:

n

Z(k+1)4 Z[k4+4k3+6k2+4k+1 Zk4+42k3+62k2+42k+21
k=1
=>Zk3 (n+1)4—1—62k2 42]( 2 ]:

= Z[(n+ D*—nn+1D2n+1)—-2n(n+1)— (n+1)]

n+1
= [(m+1)32-n2n+1)—-2n-1]
n+1
= [n®+3n?2+3n+1-n2n+1) —2n-1]
nn+1
=¥[n2+n]
_n*(n+1)?

4
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Méthode 3 : Ce que nous invite a faire I’exercice
On sait que :

(n + 3) _ n+3)(n+2)(n+ Dn
4

n
VnEN*,ZH3(k)=3! )

k=1
Deplusona:

Vk € N, Hy(k) = k(k + 1)(k + 2) = k3 + 3k? + 2k
On en déduit donc que ;

i 13— Z":[Hg(k) _gpz gy = @FD@ED@E D nmAD@AD o

4 2
k=1 k=1

nn+1 nn+1 n*(n+ 1)?
:¥(n2+5n+6—4n—2—4)=¥(n2+n)=¥

6) De la méme facon que précédemment :

= m+4)(n+3)(n+2)(n+ 1n
vnenN, ) H()=4("T4) =
2, a0 =2 (")

5 5

De plus on sait que :
Vk € N, Hy(k) = k(k + 1)(k +2)(k +3) = (k + 1)(k® + 5k? + 6k) = k* + 6k3 + 11k? + 6k
On en déduit donc que :

Zn: ot = m+4)n+3n+2)(n+ n B 6n?(n + 1)?

11 6
- ?n(n +1)(2n+1) —En(n +1)

5 4
k=1
nn+1)
=—30 [6(n+2)(n+3)(n+4) —45n(n+1) —55(2n + 1) — 80]

On calcule :

P(n)=6(n+2)(n+3)(n+4)—45n(n+ 1) —55(2n+1) — 80

= 6n3 + 54n? + 156n + 144 — 45n% — 45n — 110n — 55 — 90
=6n®+m?+n—-1

On a donc :

n
nn+1
zk4=(T)(6n3+9n2+n—1)
k=1

|Exercice 3 : La fonction Arch
Dans tout ce probléme on rappelle que :

eX+e*

Vx € R,ch(x) = 3

Partie A : Etude de ch
1) Démontrer que ch ne définie pas une bijection de R dans R.
2) Montrer que la restriction de ch a [0; +oo[ réalise une bijection de [0; +oo[ dans un ensemble a déterminer.
On appelle la bijection réciproque de ch, restreinte sur [0; +oo[, Argch.
3) Démontrer que :
Vx = 1,Argch(x) = ln( x2 -1+ x)

4) Démontrer que :

Vx > 1,Argch’(x) =

x2—1

1+ ch(x)
g:x — Argch —

Déterminer 1I’ensemble de définition de g puis reconnaitre une fonction bien connue étudiée cette année en classe.

5) Dans cette question on pose :

1) On a ch(1) = ch(—1) donc ch n’est pas bijective (elle est paire !).
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2)Ona:

X —-X

e
Vx € RY,ch/(x) = 5

= sh(x)

De plus on sait que :
eX—e* >0 e*>e ¥ o x> —x(car la fonctionlnest croissante sur |0; +o[)
=x=0
On en déduit donc que ch est strictement croissante sur [0; +oo[ et continue. Donc ch réalise une bijection de
[0; +oo[ dans [ch(0), xggrnoo ch(x) [

Deplusona:

X —X

e” t+e
ch(0) =1et lim ———— =+ car lim e* = 4o
x—+00 2 x—+00
Ainsi ch réalise une bijection de [0; +oo[ dans [1, +oo].
3) Soity € [1;4+oo[.On a:
e*+e7*

5 =y (e9)2-2y(E*)+1=0

ch(x) =y &

Ona:
A=4y? —4=4(y?-1)=0cary =1

(ex:2y—2w/y2—1
2

ch(x) =y(:)!

ou
2 2Jy2 -1
lex =221 gy:ﬁ o1

On a donc :

=y—+y*—1

Deplusona:
Vy=>1,y2—-1<y?=.y2-1<|y|

Vy=>1,y—4y2—1>0ety++y?—1>0
ch(x) =y=)xE{ln(y—\/yz—1);1n(y+\/y2—1)}

Cependant on cherche la valeur de x positive. On sait que :

Vy=>1l,y+.y?—-1=>1

Argch: x ~ In (x + % — 1)

Remarque : Comme ch est paire donc ¢’est normal que I’on ait deux antécédents pour ch(x) = y.

Ainsiona:

Ainsiona:

Ainsiona:

Remarque 2 : Ona:
y>1= 2y<-2=y?-2y+1<y?2-1
= y2—2y+1<\/y2—1(cary2 1 et x = +/x est croissante)
=y—-1<.y?—1(cary—1>0)
ﬁy—w/y2—1<1=ln(y—w/y2—1)<0




4) On sait que :

A0 y)

: y = ch(zx)

5 4

3 2
Blin(y — vy* —1),0)

e
Vx > 0,ch’'(x) =

-1 0 1 2 3
A

X —-X

2

On en déduit donc que Argch est dérivable sur |1; +oo[ et :

Cln(y +

4

5 6
y*—1,0)

>0 (car x # —x)
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d(A h(x)) d(+ 2-1)x ! (1+ a )x ! !
— (Argch(x)) = —|(x X% — _— = —
dx g dx x+vx2—1 x2—1/ x+x2—-1 x2-1
5)Ona:
1+ ch(x)
VXER,TZ].
On a donc :

Vx € R,

1+ ch(x) _
Vx € R, T > 1 car x » \/x est croissante

Donc g est définie sur R. De plus on a :

X

—-X

On en déduit donc que :

X\ 2
) = [ch(x)]?

e”+e
1+ch(x)_1+T_2+ex+e_x_ eX+e”
2 2 B 4 B 2
1+ ch(x
Vx € R, T()=«/[Ch(X)] = ch(x) car ch(x) = 0

On en déduit donc que :

’1 +ch
Vx € R,Argch +(x) = Argch(ch(x))

Six>0,ona: Argch(ch(x)) = Xx.

Deplusona:

Ainsion a:

Vx < O,Argch(ch(x)) = Ar

—X

g(x) = {

xsix=>0
—xsix<0

= |x|

gch(ch(—x)) (par parité)

|Pr0bléme 1 : Deux résultats du triangle de Pasca]]

Le but de ce probléme est de s’intéresser a la troisiéme colonne du triangle de Pascal, plus particulicrement a

. . n
la somme des inverses des coefficients (2), pourn € N,n > 2.
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n K 0 1 2 3 4 5 6 7 8
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 a 6 4 1
5 1 5 10 10 5 1
6 1 6 15 20 15 6 1
7 1 7 21 35 35 21
8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Partie A : Une premiére somme
1) Démontrer que :

vnennz2,(}) =200
2) En déduire que :
= 2(n ~1)
YvneNn=2 Z T =
fe=2 2
3) En déduire :

=1
nETookZz (ZT)

Remarque : On verra plus tard dans 1’année que 1’on peut noter :
+o0

Nous allons a présent, dans la partie B et C, démontrer un joli résultat. Si 1’on fait la somme alternée (mais tous les
deux signes !) des inverses des coefficients de la troisiéme colonne, nous découvrons une jolie connexion entre les
coefficients du triangle de Pascal et . Nous allons démontrer que :

(1+3)-G+10)* (5+33) - (Gg—39) ¥ =72
3) 6710/ "\15 " 21) " \28 " 36 T

Cela revient a démontrer que :

k+1 — o —
Z( D (Zk) (2k+1) =n-2
Dans toute la suite de ce probléme, nous allons poser :
- 1 1
vneEN,n>1,S, = Z(_l)k+1 e T R
k=1 ( 2 ) ( 2 )
Partie B : Simplification de la somme
1) a) Calculer la valeur de S;.
b) Montrer que :
6 16
T
2) Montrer que :
VneNn =15, =4 zn: S
=4x
nESM=Son £ 2k=D@k+1)
3) a) Déterminer deux réels a et b tels que :
1 a b

Ck—D@2k+1) 2k—1"12k+1
b) En déduire que :
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i (—=1)k+1 1 n-l (=)t (=)
] Rk-1)QRk+1) 2 ] 2k+1  2n+1
c¢) En déduire que :
VneN,n>2,$ =4x§i§jﬁj_2+4x(—ﬁn
o L 2k +1 2n+1
11 reste donc a trouver :
limn_1 (D" =z
n s 2k+1 4

Nous allons démontrer cela dans la partie C.

Partie C : Etude de la limite

Dans toute cette partie on pose :
n-1

vn e N, Vx € R, P,(x) =

1) Déterminer P; (x) et P,(x).
2) Montrer que la fonction f;, est impaire.

3) a) Démontrer que :

¢) En déduire que :

Vx 20, 2n+1

X
2n+1

c¢) En déduire que :

d) En déduire que :

e) En déduire que :

4) Démontrer que :

k=0

C 1
Vg ER,q # 1,qu =
k=0

b) Démontrer que f;, est dérivable sur R et :
VX ER, f,(x) =

0 < arctan(x) — B,(x) <

vx € R, |arctan(x) — B, (x)|

li (__1)k+1
17rlnkZ1 (

1k
ﬁ 2k+1 o fn(x) = arctan(x) — P41 (x)

2k+1"

n+1

-q
1-¢q

(_1)nx2n+2
1+ x2
2n+1

sinestpair
2n+ 1 p

< arctan(x) — P,(x) < 0 sin est impair

2n+1

<
2n+1

|x|2n+1

Vx € R, t — P <
x larctan(x) — B,(x)| T 1

Partie A : Une premiére somme
I)Ona:

2)Ona:

VnEN,nZZ,(

i -DF =«
WL 2k+1 4
k=0
1 1 o
2k)+(2k+1) =
2 2
n) _ n! =n(n—1)
2) " 21(n = 2)! 2
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S

VneN,nzz,Zn:(Z%):Zn: o5 Z—ng_—l)l)

2 k=2

) 2(n—1)

i— (par télescopage)

3)Ona:

On a donc :

2
Partie B : Simplification de la somme
1) a)Ona:
S =142 =2
- —3
b)Ona:
o _ 141 (1+1) 40 8 32 16
2" ""3 \6°10/ 30 30 30 15
2)Ona:
L, 1 2z 2 _1( 1,1 )_1x2k+1+2k—1
(Zk) (2k+1)_2k(2k—1) 2k(2k+1) k\2k—1 2k+1/) k= 2k—-1)Q2k+1)
2 2

B 4
T Rk-1DQRk+1)

On en déduit donc que :

1 1

vneN,n>1S5, = (_1)k+1 n
kzzl (sz) (2k2+ 1)
= Z(_l)k+1 4
2k — D2k + 1)

k=1

B n (_1)k+1
_4szzl(2k—1)(2k+1)

On adonc :
n (_1)k+1
vneNn>1S5,=4X
rEnm n L, 2k— D2k + 1)
3) a)Ona:
1 _1x(2k+1)—(2k—1)_1 1 1>< 1
Qk-1DQR2k+1) 2 QRk—-1QR2k+1) 2 2k—-1 2 2k+1
On adonc:
_1 b= 1
a—Ee ——E
b)Ona:

n k+1
RZ (2k E 11))(2k + 1) Z( D <2k 2k1+ 1)

Z(_l)m (Zkl— 1 2k+ 1) Z( DX o Z< D 2k1+ 1

Deplusona:
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n—-1 n
= E (-1Dk x ! + E (—1Dk x !
N 2k +1 2k +1
k=0 k=1

n—-1
1 ="
=1 2><Z—1’<><
+ k_l() 2k+1+2n+1

N T o 1 1 (D"
E(Zk—l)(2k+1) _E+;(_1)k><2k+1+§x2n+1

¢) On a d’aprées les questions précédentes :

n n—-1
5=4><Z (-D™ =4 x 1+Z(—1)">< L D
" k_l(Zk—l)(2k+1) 2 2k+1 2 2n+1
n-1
1 1 (-D*
_ _ —_1)\k —
—4><(2+kzo( 1) X2k+1 1)+2><2n_|_1

n—1

1 1"

=4><Z(—1)">< —2+2><( )
k=0

On en déduit donc que :

2k +1 2n+1
On a donc :
n-1
Sn=4><Z(—1)">< LIPSV G Vi
“ 2k+1 2n+1

Partie C : Etude de la limite

1)Ona:
X3
Pi(x) =xetPy(x) =x -3
2)Ona:
vn € N*,Vx € R, f,,(x) = arctan(—x) — P,.;;(—x) = —arctan(x) — zn: (-DF (—x)?k+1
’ VN - n+1 -
e 2k+1
- (D
= —arctan(x) — (— (x)2k+1> = —[arctan(x) — P11 (0)] = —f,,(%)
kZO 2k +1 !

Ainsi f; est impaire.
3) a) C’est du cours.

b) On a P, est une fonction polynomiale donc dérivable sur R, arctan est elle aussi dérivable sur R donc f,
est dérivable sur R comme la somme de deux fonctions dérivables sur R et:

n
1 (-1 d
Vx € Rvn € N, f/(x) = —— — — (x2k+1
x n fa () 14 x2 k_02k+1dx(x )
1 o (=1)F

= - x (2k + 1)x2F
T+22 LiZk+1 (Zk +1x

1 n
T 142 Z(_l)k x
k=0

1 n
T 142 z(_xz)k
k=0

B 1 1— (_xZ)n+1
T 14 x2 1+ x2

X
=(-1 n+1
=1 1+ x2

(car —x? < 0donc —x? # 1)

2n+2

On adonc:



Page 15 sur 16

X
* L _ 1
Vx € ]R,Vn eEN ,fn(X) = (—1)n+ m

¢) D’aprés la question précédente, on en déduit donc que :
2n+2
( X

< 0 sinestpair

1 _1+X2
vee R fi =] L%

kl 2 > 0 si n est impair

On en déduit donc que f,, est croissante si n est impair et f;, est décroissante si n est pair.
Deplusona:
fa(0) =0
On en déduit donc que :
1°" cas : n est pair
On a f;, décroissante et f;,(0) = 0 on en déduit donc :

<(_1)nx2n+1>
Vx >0, f,(x) < 0 = arctan(x) — P41 (x) = arctan(x) — P,(x) = ———— | <0

2n+1
2n+1

2n+1

= arctan(x) — B,(x) <

De plus f;,_; est croissante et f,,_1(0) = 0 donc on a :
Vx >0, f,—1(x) = 0 donc arctan(x) — B,(x) =0
Ainsi on en déduit donc que :

2n+1
Vx > 0,0 < arctan(x) — P,(x) <

2n+1

2iéme ¢ag : n est impair
On a f;, croissante et f;,(0) = 0 on en déduit donc que :

((_l)nx2n+1>
Vx <0, f,(x) < 0,= arctan(x) — P41 (x) = arctan(x) — B,(x) - | —————— | <0

2Zn+1
2n+1
= arct — P < -
arctan(x) — B, (x) 1
Ainsiona:
2n+1
— t -P >
(arc an(x) n(x)) Z o]
(x)2n+1
= arctan(—x) — P,(—x) =
arctan(—x) — B,(—x) = T 1
On pose alors X = —x € R* et on obtient :
(_X)2n+1
vX = 0,arctan(X) — B,(X) = ———
arctan(X) — B,(X) o1
2n+1

— > — >
VX > 0,arctan(X) — P,(X) = a1

Enfin f,,_; est décroissante et f,,_1(0) = 0 doncona:
Vx = 0,arctan(x) — B,(x) <0

Ainsiona:
x2n+1
0 <arctan(x) — P,(x) < sin est pair
s (®) = Po(0) S 5 p
- x2n+1
— < arctan(x) — P,,(x) < 0 sin estimpair|
] (%) — Pp(®) p

d) D’aprés la question précédente on a :

2n+1
0 < arctan(x) — P,(x) < sinestpair
() = P < 5—— p
vx =0, 2n+1
X
— < arctan(x) — P,(x) < 0 sin est impair
S () = Ba(x) p

On en déduit donc que :
2n+1

2n+1

Vx = 0, |arctan(x) — B,(x)| <



Enfinsix <0,—x >0etona:

(_ )2n+1
Vx < 0, |arctan(—x) — B,(—x)| < TR
Orona:
Vx <0,—x = |x]
On a donc :
|x|2n+1
|-(arctan(x) — P,(x))| < ot 1 (par imparité de f,_1)
| |2n+1
= Vx € R7, |arctan(x) — B,(x)| <
2n+1
On en déduit donc que :
| |2n+1
Vx € R, |arctan(x) — P,(x)| < 1

e) Il suffit d’utiliser I’inégalité précédente pour x = 1 :

larctan(1) — B, (1)| <

2n+1
Orona:

( arctan(1) =
|- S22,

Lo 1
Wom+1

Donc d’aprés le théoréme de convergence par encadrement (ou théoréme des gendarmes :

z( el

h* *>|§

Deplusona:

Doncona:
-1
’ "Z -D* m
W 2k+1 4
k=0
4) On a vu précédemment que :
n—-1
1 1 1 ="
>1,Z—1’<+1 :4><Z—1’<>< —242x
vn = =1 (2k)+(2k+1) A T e
k=1 2 2 k=0

Or on sait que :

n—1
1 x (1)
. _1\k _ =
IT‘Z( D=z etimy, 1=

Donc par somme des limites on obtient :

1 1
li (—1)k+1 +
lﬁ“; (Zk) (Zk + 1)

2 2

=m—2
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