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Correction DS n°5

\Exercice 1 : Une équation fonctionnelle\

L’objectif de ce probleme est de déterminer toutes les fonctions f: R - R continues et
vérifiant la relation :

v(xy) € RLf (VA2 +77) = fF@ X f)  (¥)

1) Déterminer les fonctions constantes vérifiant (x).
2) Démontrer que si f(0) =0, f(0) = 1.
3) Montrer que f est paire.
4) Dans cette question on suppose qu’il existe x, € R tel que f(x,) = 0.

On pose de plus la suite (x,,) définie par :

X0
vn €N, Xp = ﬁ

a) Montrer que la suite (f(x,)) est constante.

b) En déduire que si f(0) # 0, f ne peut s’annuler sur R.

c¢) En déduire que :

flO)#0=VxeR,f(x)>0
5) Dans cette question on suppose que f(0) # 0. On pose :
Vx € R, g(x) =1In (f(\/z))
a) Montrer que g est définie et continue sur R*.
b) Montrer que :
V(x,y) € (RY)? glx+y) = g(x) +g(»)
c¢) Montrer que :
vn € N,vx € R*, g(nx) = ng(x)
d) Montrer que :
vx € Q% g(x) = xg(1)
e) En déduire que :
Vx €ER, g(x) = xg(1)

6) Déterminer alors toutes les solutions vérifiant (*) et continues sur R.

1) On pose :
Ja € RtelqueVx €R, f(x) = x
On a alors :

V(x,y) € Rz,f(\/xz +y2) =fX)xfy) @a=a><=a=1oua=0
Ainsi nous avons deux fonctions constantes qui vérifient (*), la fonction nulle et la fonction
constante qui vaut 1.

2) Ona:
f(©) = £ (/0% +02) = £(0)?

Ainsi si f(0) # 0, alors f(0) =1

3) 1" cas: f(0) =0
On a alors :

vx € R, f(=x) = £ (22 +0%) = f(x) x f(0) = 0 = f(x)
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2eme cas : si £(0) # 0
On sait alors d’aprés la question 2 que f(0) =1
Orona:

Vx € R, f(—x) = f (Va2 + 02) = f() x f(0) = f(x)

Ainsi f est paire dans les deux cas.

4) a) On suppose que f(x,) = 0. Comme f est paire, on peut supposer x, > 0, quitte a changer
X en — x, dans le raisonnement.

Montrons que :

vneN,f o =0
()

Initialisation : n = 0
C’est I’énoncé car f(x;) = 0
Hérédité : On suppose que pour un rang n, on a :

()=

() =0 2 G = 1(22) - o car 7 =

Conclusion : On en déduit donc d’apres le principe de récurrence que :

VnEN,f(\/%)zo

On a alors :

b) On raisonne par I’absurde. On suppose que f(0) # 0 et que f s’annule sur R. Donc il
existe x, € R tel que f(x,) = 0.
Or d’apres la question précédente on a :

VnEN,f(\/%)=O

On en déduit donc que ( f (%)) converge vers 0. Or f est continue donc on a :
. Xo \ . X0\ _
lim f(\/ﬁ) _f<l‘1‘l“¢2—n> =f)=0
Cela est impossible. Ainsi f ne s’annule pas sur R.

¢) On sait qu’une fonction continue qui ne s’annule pas sur R est de signe constant
d’aprés le corollaire du TVI. De plus comme f(0) = 1 > 0, ainsi f est strictement positive sur R.
5) a) In est définie sur ]0; +oo[ et v/x sur R*. De plus d’apreés la question précédente on sait que
f(x) > 0 pour tout x réel. Ainsi on a :
vx € RY, f(Vx) >0

Donc g est bien définie.

b)Ona:
v(x,y) € (R)2 g() + g = In (f(¥x)) + In(F(/y) = n (f(Vx) x F (/)
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n f(\/(\/E)Z+(\/§)Z> — Inf(JFF) = gx+)

¢)Onpose : Vn € N,P(n) = "Vx € RY, g(nx) = ng(x)"
Initialisation : n = 0
Ona:
Ona: g(0) = g(0+0)=g(0)+ g(0)
On en déduit donc que g(0) =0 =0x g(1)
Ainsi P, est vraie.
Hérédité : Soit n un entier naturel. On suppose vraie P(n). On a alors :
Vx € [R,g((n + 1)x) =gnx+x)=ghnx)+gx)=ngx)+gx) =mn+1)g(x)
Ainsi P (n) est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

d)Ona:
Vx € Qt,x =§,(p,q) € Q?

On a alors d’apres la question précédente :
9() =pg(1)

9(p) =g(q Xg) =q9 (g)

De plusona:

On en déduit donc que :

g (g) = gg(l)

e) Il suffit de conclure par densité de Q* dans R*. On sait que :
vx € R*,3(x,) € (QM)N tel que x,, » x
Remarque : On peut par exemple poser :
v |10™ x x|
ne€eN,x, = 1—011

De plus comme g est continue par composée, on a :
g(xn) = g(x)
De plusona:
9(xn) = x,9(1) = xg(1)
Par unicité de la limite on en déduit que :
vx € R*,g(x) = xg(1)

6) On a donc :
£(0) # 0 = vx 2 0,In(f(Vx)) = xin (V1)) = xin(f (1))

On en déduit donc que :
vx 2 0,f(Vx) = f(D*
Par parité de f on en déduit donc que :
Vx € R, f(x) = f(1)*
Ainsi f continue vérifie () si et seulement :
JAe R telqueVx € R, f(x) = 2%
ou bien f = 0z )
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\Exercice 2 : Tout doux !|

£2\"
(1__) it
n

vVt € [O;ﬁ],ﬂ!u € [0;%] tel que t = vn cos(u)

2) En déduire a I’aide d’un changement de variable que :
A

On pose I’intégrale :

vn €N, I, =

o\é

1) Démontrer que :

2
I, = \/ﬁf sin®™*1(u) du
0

On pose :

Vs
2

vn e N, W, = f sin™*1(u) du
0

3) A l’aide d’une IPP, démontrer que :

1
vneN,W, =W, ——W,

2n

4) En déduire la valeur de [, en fonction de n.

1) On pose :
I
Yu € [O;E] ,g(W) = /ncos(u)

© T .

Onaalors g €C ([O, 2]) et :
I
Yu € [O;E],g’(u) = —vnsin(u) <0

De plus g’ ne s’annule que pour u = 0. Ainsi on en déduit que :

e g est continue sur [0 ;E]
2

e g est strictement décroissante sur [0; %]
g9(0) =+vn

L4 T
g(3)=0

[O;ﬁ]. Ainsion a :
vt € [0;v/n],3luE [0; g] tel que t = \'n cos(u)

D’aprés le théoréme de la bijection, on en déduit donc que g réalise une bijection de [0 ; %] dans

2) 11 suffit de poser u tel que :
t = vncos(u)
e En changeant les bornes on a :
u=0=t=+n
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e Calcul dudt
Ona:
t =+vncos(u) = dt = —vnsin(u) du
e On remplace :
Ona:

sin?"*1(u) du

2 n
(1 - ;) dt = f(l — cos?(w)"(—vnsin(w))du =

2

vneN, I, =

c\;
O\NI:]

3)Ona:

T
Z

vn € N, W, = jsinz’”l(u) du = | (sin?(w))sin?1(u) du
0

(1 — cos?(u))sin?* Y(u) du = W,,,_; — | cos(u) X [cos(u) sin?*"1(u)] du

o'\wln
O\
NS
OS[\”:‘

1W
2n "

n-1

[cos(u) smzn(u)] f

1
sin(u) X %smzn(u)] du=W,_; —

4) On en déduit donc que :

2n+1
vn € N, Wn( n ) = n—-1
On en déduit donc que :
vneNW, = 2n — W,
" 2n+1
On adonc:
vn € N, W, = n_2m-D 2n-2) < ZExw
" 2n+1 2n—1 " 2n-3 737"

Or on sait que :
n
2

W, = j sintf(u)du =1

On en déduit donc que :

vneN, W, = 4”(n!)2
[ T T B
On en déduit donc que :
va 2\ 4_n( |)2
t n!
vn e N, 1—— | dt = X —
" .f ( n) Vn 2n+1)!
0

IProbléme 1 : Les matrices pliables de M, (C)|
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Grace a Elisabeth et Baptiste, je vous propose ce joli probléme.

Soit (a, b) € C2. On définit dans tout ce probléme les matrices pliables de M, (C) par :

On note P,(C) I’ensemble des matrices pliables de M, (C) :
P4-(C) = {P(a; b); (a! b) E (CZ}

Partie A : Echauffement
1) Montrer que I, est pliable.
2) Démontrer que P, (C) est stable par combinaison linéaire. C’est-a-dire que :
V(A Ay) € C2,¥(My, M) € (P,(C©))*, 1My + A,M, € P,(C)
3) a) Démontrer que P,(C) est stable par produit. C’est-a-dire que :
V(My, My) € (P,(©)", M, x M, € P,(C)

b) Démontrer que le produit sur P, (C) est commutatif.

4) a) Démontrer que :
P(a,b) € GL,(C) & 3b?> —2ab—a? # 0

Indication : On pourra effectuer le produit P(a, b) X P(a’,b")

b) En déduire que :

% b
P(a,b) € GL,(C) = {a‘; o

¢) Si P(a, b) € GL,(C), déterminer (a’,b") € C? tel que P(a’,b")=[P(a,b)]™*

Partie B : Diagonalisation et application
On rappelle qu’une matrice A est diagonalisable si et seulement s’il existe une matrice Q
inversible et une matrice D diagonale telle que :
A=QDQ?
Nous allons montrer ici que toute matrice de P,(C) est diagonalisable.

1) a) Démontrer que :
V(a,b) € C2,3! (Agp tap) € C? tel que P(a,b) = 1,P(1,1) + p1g,,P(1,0)

b) On pose :
1 1 1 1
-1 0 o0 1
Q= 0 -1 0 1

o 0 -1 1
Montrer que Q € GL,(C) puis déterminer son inverse.
c) Déterminer la matrice diagonale D telle que :
P(1,1) = QDQ?

d) En déduire que toute matrice de P,(C) est diagonalisable.

Dans toute la suite de ce probléme on pose :
V(a,b) € C% D, la matrice diagonale de M,(C) tel que :

P(a,b) = Q X Dgpp X (@71
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2) Dans cette question on dispose de quatre fonctions de classe C! sur R vérifiant le systéme
d’équations différentielles suivant :

{(f1)' =3fi+2f, +2f; +2f,
{ (fz)’ =2f1 +3f; +2f; +2f,

(f3)' =2fi +2f, +3f3 + 2f,
\(£)' = 2f, +2f, + 2f; + 3,

De méme on pose :

fi ; (fD)’

— f2 I _X _ (fZ)’
X= fs e = dt |\ ()
fa (fa)'

a) Démontrer que :
X' =P3B2)X < (Q)7'X' =D3,(Q)7'X
b) On pose :
g1
92
93
9a

Y =(Qx =

Montrer que :
{Vi € [1;3],(9)" = g:
(94)" =99,

c¢) En déduire les solutions de :
((f1)’ =3fi +2f; +2f; +2f,
{ (fz)’ =2f1 +3f, +2f; + 2f,
(fs)' =2f1 +2f, +3f; +2f,
\(£,) = 2f, +2f, + 2f + 3,

3) Calculer par la méthode de votre choix :
vn € N,P(a, b)™

1) Onal, =P(1,0)

2) Soient (1;,4,) € C? et (M}, M,) € (P4((C))2. On pose :
M, = P(a,,b;) et M, = P(ay, b,)
On a alors :
M, + 2,M, = P(Aaq + A,a5,A1by + A,b,)
Ainsi P,(C) est stable par combinaison linéaire.

V(11 1,) € C3, ¥ (M, M,) € (P,(©))

3) a) Soient M; = P(ay, b,) et M, = P(a,, b,) deux matrices de P,(C).
On a alors :
M, X M, = P(a,,b;) X P(a,,b,) =
a, by by by a, b, b, b,
b, a; by b, b, a, b, b,
by b, a1 b, b, b, a; b,
by by b1 a, b, b, by a,
b) Le produit et la somme sur C étant commutatifs, on a :
P(aia, + 3b,b,,a,b, + a,b, + 2b,b,) = P(aya, + 3b,by,b a, + bya,; + 2b,b,)

= P(alaz + 3b1b2, a1b2 + a2b1 + Zblbz)
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4) a) On sait que :

P(aq, by) X P(a,, b,) = P(a,ay + 3byby,bia, + bya, + 2b,by)
Ainsi on cherche a résoudre :

P(ay,by) X P(a,, by,) =1, = P(1,0)
On a donc :
P(a,b) € GL,(C) © 3!(a,, b,) € R? tel que (S): {azba-cll—zbj(?c)zbfZZb) 1= 0
Or on sait qu’un systéme linéaire admet une unique solution si et seulement si son déterminant est
nonnul. Iciona:
det(S) = a(a + 2b) — 3b?
On en déduit donc que :
P(a,b) € GL,(C) & det(S) # 0 & 3b?> —a* —2ab + 0

b)Ona:
a=>b
3b2—-a?-2ab=0=30b*-a*)-2ab—-a)=0=(b—-a)Bb+a) =0 ou
a=-3b
On en déduit donc que :
*+b
Pab) € GL(O = { L7 0
c) Il suffit de résoudre :
L a(a + 2b)
¢ = (@a=-b)(a+3b)

ab+b'(a+2b)=0

, —3p?
b —

(
|
{ aa’ +3bb’' =1 (:){
\" ~ (a—b)(a+3b)

On adonc:

a(a + 2b) —3b?
P(a,b) ' =P ,
(a—b)(a+3b) (a—Db)(a+ 3b)
Partie B : Diagonalisation et application

1)Ona:
V(a,b) € C* P(a,b) = bP(1,1) + (a — b)P(1,0)

b) On peut appliquer 1’algorithme du pivot de Gauss ou bien résoudre le systeme :
X a

y b
Q z c
t d
On a alors :
x+y+z+t=a
—x+t=b
—y+t=c
—z+t=d
Ainsi en additionnant toutes les lignes on trouve
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rt=%(a+b+c+b)
x=%(a—3b+c+d)
y=%(a+b—3c+d)
Lz=%(a+b+c—3d)

On a donc unicité de la solution donc Q est inversible et :

1 -3 1 1

Q_lzl 1 1 -3 1

4\1 1 1 -3

1 1 1 1

c)Ona:

0 0 0 O
— -1 [0 0 0 O
0 0 0 4

d) Il suffit de voir que :
P(a,b) = bP(1,1) + (a — b)P(1,0) = bQDQ* + (a — b)QQ*
=Q(bD + (a—Db))Q™" = QDg Q7"

a—b>b 0 0 O
. 0 a—b>b 0 O
Avec D, ), = 0 0 a—bh 0
0 0 0 a+3b
2) a)Ona:

((fl), =3fi+2f, +2f3+2f,
yﬁY—2ﬁ+35+2ﬁ+2ﬁ
(£)' = 2f, + 2f, + 3f; + 2f;
\(f)' = 2f, + 2f, + 2f, + 3,

= 0 1" = D3’2Q_1X

o= X' =P(32)X & X' =QD;,Q7'X

91
b)Onpose Y = Q71X = 92
93
9a
On a alors :
; (fD) \ /(91)'
' Y (f2) (g2)’
a0 g T | T
(fa)' (94)’
Par linéarité de la dérivation.
On a alors :
(g1)’' 1.0 0 O\ /91 g1
o@D (0o 1 0 0)[92)_[9
(g3)’ 0 010 93 93
(g.)' 0 0 0 9/ \Ya 9a
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91) =91
(92)" =9
= (93) = g3
(94) =99,

¢) On en déduit donc que :

(91(0 = A€t
g2(t) = A€t
g3(t) = Azet
L94 () = Ly

3(A;)1<i<s € K* tel que Vt € ]R,{

Or on sait que :

fi 91 1 1 1 1 91 911t 921t 93+ 9ga
2 0 g2\ _(-1 0 0 1 92\ _ —91 1 94
] Vtgs) Vo -1 0o 1)\gs]" —92t+ Ya
fa N 0 0 -1 1 9a —9g3 t+ 9a

On en déduit donc que :
(fi(®) = Ay + 2, + A5)e" + A4e™
£() = (=A)e" + A,e”
f3(t) = —2,et + A,e%
L £i® = —2zet + 2,
De plus on sait que :

f1(0) 1
f>(0) 2
f5(0) 3
f2(0) 4

On en déduit donc que :
/11 +2’2 +/13 +2,4_ = 1

A+, =2
—A,+1, =3
A3+, =4
On en déduit donc que :
1
[3
A 1
2\ _| "2
A3 3
A4 2
5
2
On a donc :
((f1), =3f1 +2f, + 2f; + 2f, f1(0) 1
{ (f2) =2fi +3f; + 2f5 + 2f, avec f2(0) _|2
(f3) = 2fi + 2f; + 3f3 + 2f, f3(0) 3
k(164)' =2f1 +2f, + 2f; + 3f, f4(0) 4
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( — 3 t 5 ot
fi(t) = 2e +Ze
1 5
f2(t) = (_E) e +§€9t
S Ve E RS 1 5
— ot~ ot
f3(t) 2e +2e
3 5
_ 2t ot
L f4(t)—ze +oe

3) Méthode 1 : Avec la diagonalisation
Il suffit de voir que :

P(a,b) = QDypQ7"
On en déduit donc par récurrence que :
vn € N,P(a,b)" = QD},Q*
Or on sait que :

a—-b 0 0 0 m /la—b)" 0 0 0
(D )n= 0 a—b>b 0 O _ 0 (a—b)" 0 0
@b 0 0 a—-b O 0 0 (a —b)" 0
0 0 0 a+3b 0 0 0 (a + 3b)"
On a donc :
vn € N,P(a,b)"
1 1 1 1\ /a=b)" 0 0 0 1 -3 1 1
_[-1 0 o0 1 0 (a—b)" 0 0 1M1 1 31
0 -1 0 1 0 0  (a—b)" 0 1 1 1 -3
0 0 -1 1 0 0 0 (a+ 3b)™ 1 1 1 1
(a—b)" (a—b)" (a=—b)" (a+3b)" 1 -3 1 1
_ 1 —(a-D)" 0 0 (a +3b)" 1 1 -3 1
T4 0 —(a—b)" 0 (@+3p) 1 1 1 =3
0 0 —(a—-b)" (a+3p)*/ M 1 1 1
3(a—b)"+(a+3p)" (a+3b)"—(a—b)" (a+3b)"—(a—b)" (a+3b)"—(a—0>b
B l (a+3b)"—(a—b)" 3(a—b)"+(a+3b)" (a+3b)"—(a—b)" (a+3b)"— (a-

4\ (@+30)"—(a—-b)" (a+3b)*—(a—b)* (a+3b)"—3(a-b)" (a+3b)"—(a—1
(a+3b)"—(a—b)" (a+3b)"—(a—b)" (a+3b)"—(a—b)" (a+3b)"—3(a-—

= %P(S(a —b)"+ (a+3b)",(a+3b)" — (a—b)")

Méthode 2 : Binome
On sait que :

P(a,b) = bP(1,1) + (a — b)I,
Or on sait que P(1,1) et I, commutent donc on peut appliquer la formule du bindme :
n

vneN, [P = Y (1) (PA,D) (@ - b

k=0
Or on démontre par récurrence que :

vk € [1;n], (P(1,D)" = 4k-1p(1,1)
On en déduit donc que :



Page 12 sur 16

vn € N, [P(a,D)]" = (a — b)*P(1,0) + %(Z (%) (4b)*(a - b)""‘) P(1,1)

k=1
Orona:

> (b) @b a— b = (@+30)" = (a = b)"
On en déduit donc que : -
vn €N, [P(a,b)|" = %P(S(a —b)"+ (a+3b)",(a+3b)" — (a—b)")

Méthode 3 : Par des suites.
On sait que le produit est stable sur P,(C). Ainsion a :
vn € N,3(u,, v,) € C* tel que P(a,b)"™ = P(u,,v,)
Ainsi on calcule P(a, b)™*?! :
P(a,b)"** = P(u,,v,)P(a,b) = P(au,, + 3bv,, av, + bu, + 2bv,) = P(Uy41, V1)
Ainsion a:

Upy1 = au, + 3bv,
Vpe1 = bu, + (a + 2b)v,
Ensuite on peut soit utiliser une matrice 2x2 soit aller chercher u,,,, en fonction de u,,,; et u, puis
faire une suite linéaire récurrence d’ordre 2. Dans les deux cas on trouve :

u, = %(B(a —b)"+ (a+3b)")

VnEN,{

Vn eN,

v, = %((a +3b)" — (a— b)")

\Probléme 2 : La fonction indicatrice d’Euler\

Soit n € N* un entier. On pose alors ¢ (n) le nombre d’entiers compris entre 1 et n premier avec
n:
p(n) = Card({k € [1;n] tel que PGCD(k;n) = 1})
Cette fonction est appelée I’indicatrice d’Euler.
Le but de cet exercice est de démontrer que si la décomposition en nombre premier de n =
(p)* X ... X (p,)%, alors :
) = P ' x .. X@P)" M - D@ - D ..(pr — 1)
Pour cela on pose :
P, = {k € N* tel que PGCD(k;n) = 1}
(P,)" ={k € [1;n — 1] tel que PGCD(k;n) = 1}
On pose de plus P I’ensemble des nombres premiers.

Partie A : Echauffement

1) Démontrer que @(10) = 4.

2)  Déterminer ¢(12).

3) Démontrer que : Vn € N*, P, # Q.

4) a) Démontrer que 107 € P.
b) En déduire la valeur de ¢ (107).
¢) Déterminer la valeur de ¢ (p) pour p € P.
d) Démontrer que :
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Vp € P,Va € N*, p(p*) = p* — p**

Partie B : La formule

Le but de cette partie est de démontrer que :
v(m,n) € (N*)2 PGCD(m,n) =1 = @(mn) = p(m) X ¢(n)
Pour cela on introduit :
A(m,n) = {k € [1; mn] tel que PGCD(k,m) = 1}
1) Déterminer A(3;5) puis A(5; 3)
2) a) Soient a et b deux entiers non nuls. On pose a = bq + r la division euclidienne de a
par b. Démontrer que :
PGCD(a,b) = PGCD(b, )
b) En déduire 1’égalité¢ d’ensemble suivantes :

A(m,n) = U {fm+k;0<¢f<n-—1}
ke(Pp)”

L’idée est ici de ranger les éléments de A(m, n) en fonction du reste dans leur division
euclidienne par m.
Dans toute la suite on définit :

vk € (B,)",By(m,n) ={fm+k;0<£<n-1}

3) a) Démontrer que :
a€P,,a€eP, NP,
b) En déduire que :
F = | Bemmap,
ke(Pp)"

4) a) Démontrer que 5 € (Pg)" puis déterminer Bs(6; 7).
b) Pour tout k € (B,,)", on pose I’application f(4 ,,, ) Suivante :
(Bx(m,n) - [0;n —1]
f(k'm'")'{ x - Rest(x,n)
Déterminer f(s ¢ 7)(17)
c) Démontrer, par la méthode de votre choix, que :
albc
{PGCD (a,b) =1
d) En déduire que f (k, m, n) est injective.

avec Rest(x,n) le reste de la division euclidienne de x par 1

= alc

Remarque : Dans une prochaine lecon on verra que comme ’application est injective et que les
ensembles ont le méme nombre d’¢éléments, alors 1’application est bijective. C’est méme une
équivalence !

d) En déduire que le nombre d’éléments de B, (m, n) N B, est exactement ¢ (n).
¢) En déduire que ¢ (mn) = p(m) x ¢(n).
5) Conclure par récurrence que :
(D™ X . X (p)*) = () ' X .. X ()" ' =D, =D ..(p, = 1)

Partie A : Echauffement
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1) On sait que :
(P10)" =1{1,3,7,9}
Ainsi ¢(10) = 4.
2) De méme on a :
(Py2)" =1{1,5,7,11}
On a donc :
p(12) =4
3)Ona:Vn € N*,PGCD(1,n) = 1 ainsi on en déduit que 1 € P,,.
4) a) On sait que V107 €]10; 11]
De plus on saitque 107 =2 x 534+ 1,107 =3%x354+2,107=5%Xx21+2,107=7 X 15+ 2
Ainsi aucun nombre premier inférieur a la racine carrée de 107 ne divise 107. Donc 107 est
premier.
b) On en déduit donc que ¢ (107) = 106 car 107 étant premier, tout nombre plus petit que
lui est premier.
¢) On a pour la méme raison que précédemment : @(p) =p — 1
d) On sait que :
PGCD(n,p*) =1 v,(n) =0
Regardons les nombres inférieurs a p* qui posséde p dans leur décomposition en nombre premier :
(B)" N [L;p%] ={p, 2p,3p, ..,p" 'P}
Ainsi on a p®~! nombres non premier avec p* dans [1; p*]. On en déduit donc que :
(p(pa) — pa _ pa—l
Partie B : La formule

1)Ona:
A(3;5)=1{1,2,4,5,7,8,10,11,13,14}
De méme on a :
A(5,3)=1{1,2,3,4,6,7,8,9,11,12,13,14}
2) a) C’est une démonstration de cours.
On sait que si d divise a et b, alors d|a — bq donc d|r.
De méme si d divise b et r alors d|a. Ainsi ’ensemble des diviseur de a et b est ’ensemble des
diviseurs de b et r. Ainsi le plus grand est le méme :
PGCD(a,b) = PGCD(b, 1)
b) Soit x € A(m, n). On effectue la division euclidienne de x par m :
A(£,r) € [0;n— 1] X [0;m — 1] tel que x = fm + r

Or on sait que PGCD(x,m) = 1, on en déduit donc d’apreés la question précédente que r € (P,,)".
Ainsi :

dre (B,)", 2 €0;n—1] telquex =fm+k
Ainsion a :

A(m,n) c U {fm+k;0<f<n-1}
ke(Pp)”
De méme on a :
X € U {fm+k;0<f<n—-1}=3re(B,) telquex =fm+r

ke(Pp)"
Ainsiona



x € [1;nm] et PGCD(x,m) = PGCD(m,r) = 1carr € (P,)"

3) a)Ona:
a€ P, ©VpeP,v,(a) Xv,(nm) =0
© Vp € P,v,(a) (vp(n) + vp(m)) =0
< Vp € P,v,(a)v,(n) + v,(a)v,(m) =0
© Vp € P,v,(a)v,(n) = 0 = v,(a)v,(m) car v,(n) EN
< PGCD(a,n) = PGCD(a,m) =1
<a€eP,NP,
b) On sait d’aprés la question précédente que :
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a € (P,,)" alors a est premier avec m et n, a étant dans I’ensemble [1; mn]. On a donc :

a€(P,,,)  @acAimn) NP, S ac U B,(m,n) |INnP, & a

ke(Pm)"

e |J Bummne,)
ke(Pp)"
4) a)Ona:
PGCD(5,6) =1et5<6
Ainsiona 5 € (P;)". On a donc :
B5(6;7) =1{5,11,17,23,29,35,41}

b)Onsaitque 17 =6xX2+5

De plus on sait que :
17=7%x2+3
On en déduit donc que :
fesen(17) =3
c)Ona:
albc = v,(a) < v,(b) +v,(b),Vp € P
Or on sait que PGCD(a,b) = 1 donc Vp € P tel que v,(a) = 1,v,(b) = 0.
On en déduit donc que :
Vp € P tel que v,(a) = 1,v,(a) < v,(c)

Ainsi a|c.

d) Soit (x,x") € (Bk(m, n))z. On suppose que :

f(k,n,m) (x) = f(k,n,m) (X’) =r
Ainsi :
3(q,q') EN? telquex =qn+retx' =gn+r
On en déduit donc que :
x—x'"=(q—q)n
De plusona:
3(¢,¢') e [0;n—1]% telquex =fm+retx' =¢'m+7r
On a donc :
x—x'=—-¢)m=(0@Q—-q)n
Ainsi n|(£ — €")m. Or PGCD(m,n) = 1. On en déduit donc que :
n|(f—4)

Or on sait que :
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-t el-n—-1)n—-1]

On en déduit donc que £ — £’ = 0 donc x = x’ donc ’application est injective.
Comme By, (m, n) admet n éléments, tout comme [0; n — 1]. On en déduit donc que fy , , est
bijective.

e) On sait que f} ., », est bijective donc :
fiemnlB(mmnynp,: Bk(m,n) N B, — (B,)" est injective. De plus si v € (P,)" c [0;n — 1], alors r
admet un antécédent x dans B, (m, n). Mais alors PGCD (x,n) = 1 d’aprés 2) a) et x €
B, (m,n) donc PGCD(x,m) = 1.
D’aprés la question 3) a). Ainsi on a fi ynlp,(mmn)ne,: Bk(m,n) N P, — (B,)" est bijective.
Donc les deux ensembles ont le méme nombre d’éléments, @(n).

e) On a vu que :

= | ] Bonmnr)

ke(Pp)”
Par unicité de la division euclidienne, on en déduit que

@(nm) = Z Card(B(mn)NP,) = 2 p(n) = p(n) 2 1=¢(m) x ¢(n)
ke(Pp)" ke(Py)" ke(Py)"
5) Attention, ici c’est une récurrence sur le nombre de premiers dans la décomposition en nombres
premier. On pose :
vn > 2,P(n) = {p € P, tel que v,(n) > 0}
De plus on pose :
p, = Card(P(n))
Initialisation : p,, = 1
C’est la question 4) d).
Hérédité : Soit p,, un entier naturel non nul. On suppose que :
P((P)™ X X (9,) ") = @D % X (py,) ™ (1 = Dz = 1) . (pp, — 1)
On a alors :

Y <(p1)a1 XX (pr)“pn X (ppn+1)apn+1> - (p(an X (ppn+1)apn+1)

=an

Or on sait que PGCD(a, (ppn+1)ap”+1) = 1.Onadonc :
(@ X (Ppe1) ™) = 0(an) X 9((Ppos1)

_ app—1 App+1—1
= @D X X (0p,) 7 (1= D@2 = D e (Pp, = D (per) 7 (Pppsr — 1)
Donc la proposition est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

apn+1)

(P X . x (p)) = (P ' X . x (P M p, — D, — D ...(p, — 1D



