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TD 21 :
Espaces vectoriels de dimension finie

Partie A : Base d’un ev

Exercice A.1 : a) Montrer que B = {e; = (1,1,1);e, = (2,1,1); e5 = (2,1,2)} est une base de R3.
b) Déterminer les coordonnées de e = (9,6,7) dans la base B.
¢) Déterminer les coordonnées de e = (a, b, ¢) dans la base B.

a) On sait que #B = 3. Il suffit donc de montrer que la famille est libre. On résout :
7\161 + )\2E2 + )L3e3 - 0R3
On a donc :

M+2A+23=0
M+A+223=0
M+20,=0
M+A, =0
Donc la famille B est libre, de cardinal 3 dans R3 qui est de dimension 3. Donc c’est une base de R3.

{)\1"‘2)\2"‘2?\3 =0
Méthode 1 : De Lz — L, =>?\3=0=>{

:)\1=)\2=0

Méthode 2 : On peut aussi poser le systéme sous forme de matrice !

)\1+2)\2+2)\3 :0 1 2 2 )\1 O
)\1+)\2+2)\3=0 1 1 2 }\3 0

0
On sait que (0) est solution (toujours dans un espace vectoriel !!!). Il faut par contre voir si ¢’est la seule solution.
0
1 2 2
C’est-a-dire qu’il faut si lamatrice: P =| 1 1 1 |estinversible ounon ? Il faut donc déterminer le nombre de
1 1 2

pivots de P.

(122) (1 2 2) (122) (12 2> (122)
1 1), ~ |0 -1 -1) ~ (01 1] ~ {01 1] ~ (011
11 2/Pet\o -1 oo /N0 1 o/B T e\g 0 —1/B=\o 0 1

Il y a 3 pivots. On a donc une unique solution qui est :

M 0
(:)-(c)
A3 0
La famille est donc libre.

Remarque : Vous allez me dire que cette méthode est plus longue ! C’est vrai mais vous allez voir ensuite qu’elle
peut avoir son utilité, et pour d’autres chapitres également !

—_

2) On sait que la famille B = {e; = (1,1,1);e, = (2,1,1); e5 = (2,1,2)} est une famille génératrice de R> car c’est
une base. On sait donc que :
9
3(}\1,)\2,7\3) € R3,e = <6> = 7\161 + 7\262 + )\363
7

9 1 2 2
= (5] =m (1) #2a(1) 42 (1)
7 1 1 2
M+20,+223=9
=>{ MtA+2A3=6
M+2A+203=7
La encore il y a plusieurs méthodes.

Méthode 1 : On voit la solution directement :
}\1 = 3,}\2 = 2,}\3 =1




Méthode 2 : On résout le systeme par substitution :
_ Al + 2)\2 == 7
Ly — L, = A5 —1{)\1_”\2 _g =

Méthode 3 : On résout le systéme sous forme matriciel :

}\1+2}\2+2)\3:9 1 2 2 }\1 9
A1+A2+2A3=7 1 1 2 }\3 7

On peut alors chercher I’inverse de P grace a la méthode du pivot de Gauss !

)L1=3,)\2=2

1 2 2 1 0 O
1 1 1 0 1 0
1 1 2 0 0 1
1 2 2 1 0 0
LZ(_E;_LI 0 —1 -1 L2<—L~2—L1 - Lo
LyeLs-1; 0 —1 0 LyeLs-L; v—1 0 1
(1 2 2> <1 0 0)
~ 0 1 1 ~ 1 -1 0
L,«-L P
2O\ 10 cor\ 0 -1
1 2 2 1 0 0
~ 01 1 ~ 1 -1 0
L3<—L3—L2 O O _1 L3(—L3 Lz O 1 _1
1 2 2 1 0 O
L 0 1 1 N (1 -1 0
N0 0 1 N0 -1 1
1 2 0 1 2 =2
et (0100 et (D0
LieL—2L; N0 0 1 LicL,—20, N0 =1 1
1 0 O -1 2 0
~ 01 0 ~ 1 0o -1
Li<Li-2L, 0 0 1 Li<L;—-2L, 0 1 1
On a donc :
1 2 2! /-1 2 o
1 1 1 =1 0o -1
1 1 2 0o -1 1
On vérifie :
1 2 2 -1 2 0 1 0 O
1 1 1% 1 0 —-1]=|0 1 O
1 1 2 0o -1 1 0 0 1
On a donc :

(3 6)-e)= -5 2 (e

Cette méthode semble plus « fastidieuse » mais en fait c’est pratique pour la question suivante :

3) On pose

a
e = (b) - 7\161 + 7\262 + )\363
C

a 1 2 2
- <b> =N (1) + A (1) + s (1)
c 1 1 2
A1+2}L2+2A3 =a
:{

11+A2+13:b
A1+A2+2)\3=C

1 2 2\ /M a
11 2/\/ \c
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On note alors :

Exercice A.2 : On pose F = € R*;x + t =y — 2z ;. Montrer que F est un espace vectoriel et déterminer une

N X

base de F.

Pour montrer que F est un espace vectoriel, il faut montrer que F est un sev de R*.

0
. . o
i) On voit que Ogs = | | € F
0
ii) Ona:
X1 Xp
X+t =y, — 2z
V(e ) EF% ey =7 | 2= 7] {x; tty=ys - 22y
t t,
On a alors :
A + px;
Ay, + 9}
Aty + uty

Deplusona:
(Axq + pxz) + (Aty + pty) = Alxg +ty) + u(xz + t2)

= My1 — 2z1) + p(yz — 223)

= (Ay1 + py2) — 2(Azy + pz;)
Donc : Ae; + pe, € F. Donc F est un sev de R*, ¢’est donc un espace vectoriel.
Il reste a déterminer une famille libre et génératrice de F.
Intuitivement on peut voir que F est de dimension 3. En effet dim(R*) = 4, cependant ici on impose une condition sur
les coordonnées d’un vecteur e = (%,y,z,t) de R*, a savoir x + t + 2z = y. On a donc plus que trois degrés de liberté.
On peut donc conjecturer que :

dim(F) = 3
A présent nous allons le démontrer par le calcul. On voit déja que F # R* car le vecteur :
e=(1,000)¢F

Donc : dim(F) < 3.
Pour montrer que dim(F) = 3 il faut trouver trois vecteurs libres de F.

On pose :
1 2 1
1 0 0
= o) %27|-1)%=7{ o
0 0 -1
1 2 1
On aalors B = é ; _01 ; 8 libre dans R*. Pour démontrer cela il suffit de résoudre
0 0 -1
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1 2 1 0
1 0 0 0
)\.1 0 +)\.2 -1 +A.3 0 = 0 =7\1=0=7\2=7\3
0 0 -1 0
Donc la famille est libre.
On a donc :
‘B est libre 1 2 1
Card(B) = 3 = dim(F) = 3 = vect 1 ; 0 ; 0
dim(F) < 3 0 -1 0
mik) = 0 0 -1
/ 1 2 1 \
1Y 0} O
Done | o 51 27 )5 o est une base de F.
0 0 -1

Remarque ; Ici on a pas eu besoin de montrer qu’elle était génératrice. On pourrait le montrer mais cela est plus
fastidieux !!

X
e= 321 EFex=y—-2z—t
t

Orona:
y—2w-—t 1 2 1
3 y _ 1 _ 0 _ 0
V(y,z,t) € R?, z Y{ o + (—2) 1 + (—t) 0
t 0 0 -1
/ 1 2 1 \
La famille \ (1) ; _01 ; 8 est donc génératrice, mais ici c’est inutile de le démontrer !
0 0 -1 /

Exercice A.3 : Déterminer pour quelles valeurs de t la famille : B = {e; = (1,0,t); e, = (1,1,t);e5 = (£,0,1)}
forment une base de R3.

1l suffit de résoudre :
llel + )Lzez + l3e3 = OIRS

Al +t}\3=0 1 0 t )\1 0
t}\l +)L3=O t O 1 Ag 0

11 faut voir pour quelle(s) valeur(s) de t cette matrice est inversible (donc admet trois pivots !).
<1 0 t> <1 0 t )
1 1 t ~ 0 1 0
t 0 /20700 01—t
On veut donc t2 # 1.

Donc pour t & {—1; 1}, la famille est libre.
1
ep=10|=e;3
1

Sit=1ona:
1
e = 0 = —é€3
-1

Vidéo : https://www.youtube.com/watch?v=Pmhg9aR10aA

On a donc :

Sit=—1ona:

Donc la famille n’est pas libre !



https://www.youtube.com/watch?v=Pmhg9aR10aA
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Exercice A.4 : a) On pose B = {e; = (1,—1,i);e, = (—1,i,1); e5 = (1,1, —1)}. Montrer que B forme une base de
c3.
b) Déterminer les coordonnées de v = (1 +1i,1 — i, i) dans cette base.

11 suffit de voir que la famille est libre car #B8 = 3 = dim(R3)
On résout :
0 1 -1 i A=Ay +id3 =0
(O)ZM(_QHZ( : )w( 1 )@{_Mmz”g:o
0 i 1 —1 A +2—2A3 =0
1 -1 i\/M 0
- <_1 _— )Q) _ (o>
i1 =1\ 0

On peut alors travailler sur le systéme ou sur la matrice.
Si on travaille sur la matrice on a :

(1 -1 i) <1 ~1 i)
1 i 1 ~ |0 —14+i 1+i
i1 -1/ 20N 141 0
1 -1 i
~ 0 1 —i
Loe—gl2\0 1+4+i 0

1 -1 i
~ 0 1 —i
Ly<Lz—(1+i)L, 0 0 14+i

On a donc 3 pivots, la matrice est inversible donc la famille est libre car le systéme admet une unique solution :

A 0
()02
On a donc une famille libre de 3 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, ¢’est donc une base.

On n’a pas besoin de démontrer qu’elle est génératrice !
b) II suffit de résoudre le systéme :

(o))

On trouve :
{_)\1+i}\2+}\3:1_i¢>/’1120,12: ,13:
i7\1+7\2—7\3=i 2 2

Vidéo : https://www.youtube.com/watch?v=G-Xa2ZmQUwQ

Exercice A.5 : Soit a € K. Montrer que B, = ((X — a)k)o<k<r1

b) Soit 0 < k < n. Déterminer les coordonnées de P = XX dans cette base.
¢) Déterminer les coordonnées de n’importe quel polyndme P de KK, [X] dans cette base.

forment une base de K, [X].

a) On sait que :
dim(K,[X])=n+1
De plus :
B, = ((X - a)k)o<k<n est libre (famille de polynomes échelonnés) et de cardinal n + 1. C’est donc une base de
K, [X].
Vidéo : https://www.youtube.com/watch?v=FZf39IWtpZw



https://www.youtube.com/watch?v=G-Xa2ZmQUwQ
https://www.youtube.com/watch?v=FZf39lWtpZw
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b) 11 suffit de résoudre :
n
vk € [0; n], Xk = z A(X —a)!
i=0

SXKk=A+ME-a)+ K =)+ -+ X =)k A, (X = )"
On peut déja regarder ce qu’il se passe pour les premiers degrés :
( 1=(X-a)°
X=X-a)+ax1
X?=(X-a)?+2a(X—a) +a?
l X3=X-a)+3aX—a)?+3a%(X—a)+a
X*=(X-a)*+4aX—a)® +6a’(X—a)? +4a3(X—a) +a*
Ona:
k
: k _ k _ KY k-i i
vie [0;n] Xk = (X—a+a)k = ) (¥)akix-a)
i=0
On a donc :
Osii>k

n
vk € [0; n], Xk = z A (X—a)l avec), = {(k) 2%~ ginon
i=0

Partie B : Dimension

Exercice B.1 : On pose F = {P € R;[X]; P(1) = P(2)}. Montrer que F est un espace vectoriel de dimension finie et
déterminer sa dimension.

Intuitivement on peut voir que dim(F) = 3. En effet on sait que dim(R3[X]) = 4 et ici on nous impose une
condition : P(1) = P(2). On peut donc en déduire que dim(F) = 3. Mais nous allons le prouver correctement !

1)dim(F) < 3
On sait que :
dim(R3[X]) =4etP(X) =X &F

On en déduit donc que F # R5[X]. Donc dim(F) < 3.
2) dim(F) > 3
1l faut trouver une famille libre de F de cardinal 3.
On pose :

P(X)=1LPX) =X-DEX-2)etP,(X) = X-1*X-2)
La famille B = (P, P,, P3) est libre car famille de polynémes échelonnés. De plus #B = 3. Donc dim(F) > 3.
3) On en déduit donc que dim(F) = 3.

Exercice B.2 : Déterminer la dimension de : A = {y € C2(R,R);y"" — 2y’ + 5y = 0}.

C’est la méme chose que dans le cours on a :
A={yecC(R R);y" — 2y + 5y =0}
On résout le polyndme caractéristique :
r2—2r+5=0=A=—16 = (4i)?
On a donc deux solutions complexes conjugués :

2 —4i _
r; = 5 =1-2i

2+ 4i
rp=— =1+72i

On a donc :
y €S < 3(AB) € R? vx € R, y(x) = (Acos(2x) + Bsin(2x))e*
On en déduit donc que :
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A={ye (R R);y" -2y +5y =0} = vect(x » cos(2x)e*, x - sin(2x) e¥)
On en déduit donc que :
dim(A) =2
Remarque : En fait ici on démontre que dim(4) = 2 et non dim(4) = 2. On démontrera cela dans le cours sur les
applications linéaires.

X
Exercice B.3 : On pose F = {(y) ER3;—2x+y+2z= 0}. Déterminer une base de F, sa dimension et un
vA
supplémentaire.
X
Intuitivement on peut dire que dim(F) = 2. En effet on impose une condition sur le triplet (y ) € R3. Donc on a
zZ

dim(F) = dim(R3) — 1 = 2.

11 faut a présent le prouver par le calcul.
1) dim(F) < 2
Eneffetona:
1
dim(R3) = 3 et <0> ¢ F=F # E = dim(F) < 2
0
2)dim(F) > 2
11 faut trouver une famille libre de F de cardinal 2. On pose :

1 1
e = (0) ete, = <2)
1 0
On a alors la famille B = (e;, e,) qui est une famille libre (les vecteurs ne sont pas colinéaires) de F. On a donc

dim(F) > 2.
3) On en déduit donc que dim(F) = 2.

11 faut chercher a présent un supplémentaire.
On cherche H tel que :
R® = FGH
On doit avoir :
i) FNH = {03}
ii) dim(F) + dim(H) = 3
On pose :

1
u=(—2)$F
3

1 X x=t
h = vect(u) ={l(—2>,AER ={<y>,{y= —2t; teR
y/ z =3t

3
FNH={0g}

On pose :

i) On doit démontrer que :

X
Soite=<y>€FnH.
z
On a donc :
e€EF=-2x+y+2z2=0
X=A
eEH=>3?\EIR{,{y=—2)L

0
=>—2)»+(—2)»)+2(3)L)=0=>l=0=e=(0)
zZ = 3A

0
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0
Donc:FﬂH=(O>
0

ii) On a ensuite deux stratégies :
e On montre que :

X
v <y> € R3,3(e;,e;) EFxH,e =e; +e, 5 (PENIBLE)
vA
On est obligé de le faire en dimension infinie !

e On montre que :
dim(H) + dim(F) = dim(R3)

Bien stir c’est la deuxieme méthode que I’on applique (quasiment) a chaque fois en dimension finie !!!
ii)Ona:
dim(F) = 2,dim(H) = dim(vect(u)) =1
= dim(F) + dim(H) = 3 = dim(R3)

X 1
{(y) ER3;—-2x+y+2z= O} @Dvect <—2> =R3
z 3

Nous allons illustrer le c6té pénible de la premiére méthode !!

X
Soite = <y> € R3.

Z

Doncona:

1
On veut trouver e; € F ete, € vect (—2) tel que :

3
X
<y>:el+e2
Z

X 1 1
{(y) ER3 —2x+y+2z= 0} = vect (O),(Z)
Z 1 0
X 1 1 1
On décompose alors le vecteur <y> dans la base (0) , (2 , —2) .
vA 1 0 3

On cherche (A,25,23) € R3 tel que :
X 1 1 1
(+)=n <0> o (z> 1, (_z)
z 1 0 3

A1+A2+A3=X
@{

On sait que :

212_2A3=y
A1+37\3=Z

1 1 1 M X
= (0 2 —2> (7\2) = (y)
1 0 3 A3 Z

AWEIEAN G Rl
(xi)_(1 0 3) <z> ! 1/<Z>
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3 ; 2
7\1 X Ey Z
SN )= —X+y+z
A3 B +1 N
xtoy+z
On a donc :
X 3 1 1 1 1
<y>=<3x—zy—22> 0|]+(—x+y+z)|2 +(—X+§y+z) -2
zZ 1 0 3
X /Zx——y—z\ /—x+ y+z\
:><y>:| —2x+2y+2z |+| 2x-y-2z |
z
\3x——y ZZ/ \3x+ y+3z/
€F 1
vect <—2>
3
=e;+e,
X x+y+z=
Exercice B.4 : Méme exercice que B.3avecG=1{|y | € ((33;{ Y _
. X+iy—z=

Ici on a 3 degrés de liberté mais deux conditions linéairement indépendantes. On peut donc dire intuitivement que
dim(G) = 1. Nous allons le prouver.
1) Ici on ne peut pas utiliser ce que I’on a fait précédemment car il existe une infinité de sev de C3 de dimension 2.
Donc on ne peut pas en exclure. Nous allons étre obligé de montrer que G admet un vecteur a € G tel que :

G = vect(a)

1-1i
a= 2i EG
-1-i

X B _
v<y>eG,{X+.Y+Z_0<:>{X+¥ Z(:»xz(—1+i)z;y:(—1—i)z
Z

On pose :

Deplusona:

x+iy—z=0 X+iy =1z
On a donc :
X —(_ . (-1+4+1i)z —1+i 1-—i
Ve=1|y EG,{X_( 1+%)Z<:>VGEG,E|ZER,G= (-1-1)z =( Z) 2i
y=(—-1-i)z 2 P
y/ A 1—1i
Donc G c vect(a)
1—i
Commeaz( 2i )EG,szect(a).
—1-i

Exercice B.5 : Soientn € N, R, [X]\{0} eta € R.On pose F = {P € R,[X]; A|P} et G = {P € R,[X]; P(a) = 0}.
a) Montrer que F est un sev de R, [X].

b) Déterminer un supplémentaire de F dans R, [X] et en donner une base.

¢) Déterminer la dimension de F et en donner une base. En déduire une base de G.

a) Cela commence a étre un classique !

i) ORH[X] €F

ii)V(P,,P,) EF2P=P, +P,€FcarP(1) =P (1) +P,(1) =0

iii) VPEF,VAER Q=APE€FcarQ(1) =AP(1) =0

Donc F est un sev de R, [X].

b) 11 suffit de trouver un vecteur qui n’appartient pas a F. On pose : P(X) =X —a+1
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On pose alors H = vect(X —a + 1). Montrons que :
R, [X] = F®H
i) FNH = {0y _x}
Soit P € FN H. On adonc :
P(a) =0
{EI}\ ERPX)=AX—-a+1)
ii) Il faut ensuite montrer que :

:>P(a):}\:0:>P:ORn[X]

dim(R,[X]) = dim(F) + dim(G)
On sait déja que :

dim(R,[X]) =n+ 1etdim(G) =1
Il reste a trouver dim(F) !

e dim(F)<n
Eneffet FNR,[X] et F # R,y[X] carP(X) =X —a+1¢F.
e dim(F)>n

En effet la famille B = (X — a, (X — a)?, ..., (X — a)™) est une famille de F libre (car famille de polynomes
échelonnées), de cardinal n. Donc dim(F) > n.
On en déduit donc que :
dim(F) =n
On a donc :
dim(R,[X]) = dim(F) + dim(G)
On en déduit donc que :
R,[X] = F®H
Donc H = vect(X — a + 1) est un supplémentaire de F dans R,,[X]. Attention il y en a une infinité !

Exercice B.6 : Déterminer le rang des familles suivantes :
a') €Ty = (11 -1, 1)7 T2 = (*1? 1, *1)1 r3 = (05 1, 1)1 Ty = (1103 2) ;

b) 1 = (1,1,0,1), 23 = (1,-1,1,0), x5 = (2,0,1,1), x4 = (0, 2,1, 1) ;
¢) o1 = (0,1,0,1), 23 = (1,-1,1,—1), 23 = (1,-1,—1,1), 24 = (1,1,1,1) ;
)

d) A=X24X-3P=X2-X—-3 P3=2X>2—X —6.
a) On cherche :
1 -1 0 1
G
1 -1 1 2
On sait que :

Car ce sont des vecteurs de R3 !
On remarque de plus que :

On a donc :

Deplusona:

On a donc :
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1 0 1 1 1
G 0H)-(G)0)
1 1 2 1 2
1 1
Enfin les deux vecteurs <—1> et <O> ne sont pas colinéaires donc :
1 2
1 -1
Do
1 -1 1

=2

b) On cherche :

()
?(
(?

On remarque déja que :

On a donc :
1 1 2 0 1 1 0
-1 -1 0 -2 _ -1 -1 -2
rg0’1'1’1>_rgo'1’1
1 0 1 -1 1 0 -1
Montrons que cette famille est libre.
On résout :
1 1 0 0 AM+2,=0
-1 -1 -2 0 M+ =—2A
A +A +A = M=A =A.=0
o) 1 1 0 Ay 423 = P
1 0 -1 0 M—2A3=0
On a donc :
1 1 2 0 1 1 0
rg -1 , -1 ’ 0 , -2 ~rg -1 ’ -1 ’ -2 _3
0 1 1 1 0 1 1
1 0 1 -1 1 0 -1
¢) On cherche :
0 1 1 1
1 -1 -1 1
r ) ) )
& O) 1 -1 1
1 -1 1 1
On remarque que :
1 1 0 0
1)_[-1)_[2 -9 1
1 1 0 0
1 -1 2 1
0 ) 1 | 1
(1 _Z(1)_2[1
0 2\1 2\ 1
1 1 -1
On adonc:
/ 0 1 1 1 \ / 1 1 1 \
1 -1 -1 1 _ -1 -1 1
rg0’1’—1)’1_rg1’—1’1
1 -1 1 1 -1 1 1
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1 1 1
Il reste & montrer que la famille _11 , _1 , 1 est libre.
-1 1 1
On résout :
1 1 1 0 AM+2A+23=0
-1 -1 1\_|o A —A+A3=0 o
A 1 + A, 1>+A3 1= \o S Al—A2+A3=O@}\1_}\2_A3_O
~1 1 1 0 A 42+ =0
/ 1 1 1 \
Donc la famille -1 , -1 , 1 est libre.
1 -1 1
-1 1 1
On a donc :

/ 0 1 1 1 1 1

1 -1 -1 1 1 -1

r‘(‘5\0’1’—1’1/%\ ’—1’
1 -1 1 1 —1

d) Onpose P;(X) = X2 +X—3,P,(X) = X2 — X —3etP;(X) = 2X?2 - X —

On peut voir que la famille (P, P,) est libre car :

AL € R, P (X) = AP, (X).

Donc :

~—__
I
w

=R = =

rg(X? +X—3,X2-X—-3,2X2-X—-6)>2
Il reste & voir si P;(X) = 2X? — X — 6 € vect(P, P,).
On résout :
MPp+2A,P +A5P; = O]R[X]
SMX*+X-3)+2,X*-X—-3)+21;(2X* =X - 6) = Og[x
& X2\ + Ay + 243) + XA — A, —A3) — 34, — 3, — 6)3 = Ogy;
M+A+203=0
4:){ M—2A—23=0
=30 32, —-6A; =0
M+A+20=0
{Al —A—2A3=0
On voit ici que 1’on a une infinité de solutions (2 équations et 3 inconnues, et le systéme est compatible car (0; 0; 0)
est solution). On a par exemple :

1 3
}\1=_§,7L2=_§,)\3=1
On a bien :
L 2 3 2 2
E(X +X_3)+§(X —X=-3)=2X"-X-6

= P; € vect(P;, P,)
= rg(Py, Py, P3) =rg(Py,Pp) =2

Exercice B.7 : On pose :
u=(1,210)etv=1(0121)
De plus on pose :
F=vect(y,v)etG={(x,y,zt) ER*;x—y=t—zetx—z+ 2t = 0}
Montrer que F = G.

C’est une égalité d’ensemble. Il faut donc démontrer une double inclusion.

On peut déja remarquer (ce n’est pas dur mais un peu pénible...) que G est un sev de R*.
)FcG

Ona:
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1
|2 Xu_Yuz_1= u " Zy
u= 1 =>{ Xy — 7y + 2ty = 0 = u€eaql
0
De méme :
0
11 XV_YV:_lth_ZV
V= 5 =>{ Xy — 7y + 2t, = 0 =VEG
1
On a donc :
(u,v) € GZ = vect(u,v) c G
ii)GCF

11 suffit de montrer que dim(G) = 2. On peut le voir intuitivement, car on a dim(R*) = 4 mais comme on impose
deux conditions (x —y =t — z et x — z + 2t = 0) indépendantes, on perd deux degrés de liberté. On a donc
dim(G) = 2. Mais il faut le prouver !!

X
Soit e = 321 € G. On a donc :

t
{x—y=t—z { x=z—2t
x—z+2t=0 y=x—t+z=2z—3t
On a donc I’équivalence suivante :
z— 2t

e€G e I(zt) ERZe =223t

1
< e E vect i )
0

On a donc :

G = vect(u;v)
Remarque : En fait ici on peut se passer de i) car on a démontré directement une équivalence dans ii). Mais il est
souvent plus prudent de faire un sens puis 1’autre !

Exercice B.8 : On pose :
a=(01,-1,2),b=(1,3,0,2),c = (2,1,—-3,4),d = (0,0,2,1),e = (—1,1,0,3)
De plus on pose :
F = vect(a, b, c) et G = vect(d, e)
Déterminer les dimensions de F, G, FNG et F+G.

Pour déterminer la dimension de F il faut voir si la famille 1/ , 3 est libre !
\2/ N\
On résout :
0 1 2 0
1 3 1 0
A +A + A =
-1 2\ o 3\ -3 0
2 2 4 0
}\2 - _2)\3
Al + 3}\2 + )\3 = 0
}\1 = _3A3

27\1 + ZAZ + 47\3 = O
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@}\1=A2=}\3=0

0 1 2
. 1 3 1
Donc dim(F) = rg R O Y =3
2 2 4
Remarque : On peut méme expliciter F !
Ona:
0 1 2
e € vect 1 , 3 , 1
-1 0 -3
2 2 4
0 1 2
S0 A) eRSe=A [ L]+, 3 |+, T
1,42, A3 e=Ml g 2| o 3| _3
2 2 4
Ay + 273
o A E3A A
N - — 325
20 + 22X, + 42,
X
Ainsi dim(F) = 3. Il faut donc trouver une relation qui lit e = )Z' €F.
t
On pose :
Az + 2)\3 =X
{?\1+37\2+7\3 =y
A =303 =2
On a alors :
Ay + 273 =x 0o 1 2 A X
{7\1+37\2+?\3 =y(:)( 1 3 1 )<A2)= <y>
- — 303 =2 -1 0 =3/ \)3 zZ
0 1 2
On doit alors inverser P = ( 1 3 1 ) Avec différentes méthodes que I’on a vu dans le cours (ici j’ai utilisé
-1 0 -3

Python... je n’ai pas fais les calculs !!) :

1/-9 3 -5
PEGL3(R)etP‘1=§ 2 2 2
3 -1 -1

On a donc :
)\2+2)\3:X 0 1 2 )\1 X
_)\1 - 3)\3 =7 _1 0 _3 }L3 Z
/ 9 +3 5
——X —y——z\
sl)=<(2 2 2|ly|=] ~E+y+2)
A383—1—1zk3411)
87 8Y 8"
On adonc:
X
X X y
e=|Y]|eFee=|Y]= z
% % 2( ? +3 > )+2 ! +vy+ +4(3 ! 1)
g*"gY g” g xFy+z) g* gY g”
e 1 +3 5
TR TG

On a donc :



Page 15 sur 16

0
F = vect 1
2

NO W =

2 X
et 3 appartiennent a { e = )Z’ €ER*x—3y+5z+

[EnN

0

1
-1
2

Remarque : On vérifiera bien que les vecteurs

)

X
) ={e= Z ERY,x—3y+5z+4t=0
4 t
1
3
0
2

4 t
44=0,!

Demémeona:

0 -1 0 -1
G = vect]| | © ; 1 = dim(G) =rg 0 ; 1 =2
2 0 2 0
1 3 1 3
0 -1
Comme les deux vecteurs (2) et (1) ne sont pas colinéaires on peut en déduire que dim(G) = 2
1 3
X
11 faut donc trouver deux relations qui lient les coordonnées d’un élément e = 321 de G
t
Ona:
X X 0 -1 —Ay
. 2(y)_y [0 1) Az
e g €Ge I(A,N,) ERS, g M 2 + A, 0 2,
On a donc :
y=—xett=—-+3y
On a donc :
0 -1 X
_ 0).( 1 —Jla=|Y 4, y=-x
G = vect 5 1\ o =<e= . ER’{6y+z—2t=0
1 3 t
On peut a présent rechercher la dimension de F N G.
0
SiFNG = {0gs} = 8 alors on aurait H = F®G un sev de R* de dimension dim(F) + dim(G) = 5 ce qui est
0
absurde.

Donc dim(FNG) > 1
De plus si dim(F N G) = 2, comme F N G est un sev de G alors F N G = G. Ainsi on aurait G C F.
Or cela est impossible car :

€ Get

0
0

F
) ¢
1

N O O

Ainsiona:
dim(FNG) =1
D’apres la formule de Grassman on en déduit que :
dim(F + G) = 4 = dim(R*)
Ainsiona:
R*=F+G
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Exercice B.9 : Soit E un ev de dimension finie et F et G deux sev de E de méme dimension.

a) Si F et G sont deux sev stricts de E, montrer que FUG#E. En déduire qu’il existe u € E\(F U G).

b) En raisonnant par récurrence sur k = din(E) — dim(F), montrer qu’il existe H sev de E tel que :
F@®H = GPH = E

a) On sait d’aprés I’exercice A.4 du TD 21.A que F U G est un sev de E si et seulement si F € Gou G C F.
DoncsiFUG=Ealors FUG=F = EouF UG = G = E. Cela contredit le fait que F et G sont deux sev stricts de E.
Ainsi FUG#E donc :
Ju e E\(FUG)
b) Initialisation : k = 0 = dim(E) = dim(F) = F = E = G car G et F ont méme dimension.
On a donc :
FO{0;} = GD{0g} = E

Hérédité : Soit k € [0, dim(E) — 1] fixé. On suppose vraie qu’il existe H sev de E tel que :

FOH = GOH = E
On pose :

k+ 1 = dim(E) — dim(F)
Donc dim(F) # dim(E) donc F est un sev strict de E, tout comme G qui a méme dimension de F.
Donc d’aprés le a)on a :
Ju € E\(FUQG)
Comme u # O on a H; = vect(u) qui est de dimension 1.
On a donc :
F®vect(u) et GOH;
On a alors :
k = dim(E) — dim(F@vect(u)) = dim(E) — dim(G@vect(u))
D’apres I’hypothése de récurrence on sait qu’il existe H, sev de E tel que :
F®vect(u)®H, = GOvect(u)®H, = E

On pose alors :

H = vect(u)®H,
On a alors :

FOH = GH =E
Donc la propriété est héréditaire.
Conclusion : On conclut d’apres le principe de récurrence.

Exercice B.10 : On pose : F = {P € R5[X]; P(0) = P(1)}. Déterminer un supplémentaire de F dans R3[X].

On peut voir que dim(F) = 3. En effet la famille (1, X(X—1),X*>(X - 1)) est une famille libre (car famille de
polyndmes échelonnés) de F. Donc dim(F) > 3.
De plus dim(F) < 4 car F # R3[X] car P(X) =X ¢ F.
On a donc dim(F) = 3.
Pour déterminer un supplémentaire il suffit de prendre un polyndme non nul de R5[X]\F. Par exemple :
P(X) = X
On a alors :
F@vect(X) = R;3[X]
C’est assez facile a démontrer et on 1’a déja fait précédemment :
i) F N vect(X) = {Og,x;}
ii) dim(F) + dim(vect(X)) = 4 = dim(R3[X]).




