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DM n°6 bis 

 

Problème 2 : Les séries de Fourier 

 

 Le but de ce problème est de démontrer la décomposition d’une fonction périodique grâce aux séries de 

Fourier, dans un cadre un peu restreint, celui des fonctions de classe 𝒞1, ce qui est tout de même excellent.  

Dans toute la suite de ce problème, on pose 𝒯2𝜋
1  l’ensemble des fonctions définies sur ℝ, 2𝜋 − 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑞𝑢𝑒 et de 

classe 𝒞1. Dans tout ce problème 𝑛 𝑒𝑡 𝑚 désignent des entiers naturels, 𝑚 ≠ 0. 

 

Partie A : Une famille libre de 𝓣𝟐𝝅
𝟏  et les coefficients de Fourier 

1) Montrer que 𝒯2𝜋
1  est un espace vectoriel. 

2) On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑐𝑛: {
ℝ → ℝ

𝑥 ↦ cos(𝑛𝑥)
 𝑒𝑡 𝑠𝑛: {

ℝ → ℝ
𝑥 ↦ sin(𝑛𝑥)

  

 a) Calculer :  

∀(𝑘, 𝑘′) ∈ ℕ2, 𝐶𝑘,𝑘′ =  ∫ 𝑐𝑘(𝑥)𝑐𝑘′(𝑥)

2𝜋

0

𝑑𝑥 

 b) De même calculer :  

∀(𝑘, 𝑘′) ∈ (ℕ∗)2, 𝑆𝑘,𝑘′ =  ∫ 𝑠𝑘(𝑥)𝑠𝑘′(𝑥)

2𝜋

0

𝑑𝑥 

 c) Enfin calculer :  

∀(𝑘, 𝑘′) ∈ ℕ × ℕ∗, 𝐷𝑘,𝑘′ = ∫ 𝑐𝑘(𝑥)𝑠𝑘′(𝑥)

2𝜋

0

𝑑𝑥 

 d) On définit :  

∀(𝑘, 𝑘′) ∈ ℕ × ℕ∗, ℱ𝑛,𝑚 = (𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛, 𝑠1, … , 𝑠𝑚) 

Montrer que la famille ℱ𝑛,𝑚 est libre dans 𝒯2𝜋
1 . 

2)  Soit 𝑛 et 𝑚 deux entiers naturels, 𝑚 ≠ 0. Dans cette question on pose :  

𝑓 ∈ 𝑣𝑒𝑐𝑡(ℱ𝑛,𝑚) 

On a ainsi :  

∃(𝑎0, … , 𝑎𝑛, 𝑏1, … , 𝑏𝑚) ∈ ℝ𝑛+1+𝑚 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑓 = ∑ 𝑎𝑘𝑐𝑘

𝑛

𝑘=0

+ ∑ 𝑏𝑘𝑠𝑘

𝑚

𝑘=1

 

a) Démontrer que :  

𝑎0 =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

2𝜋

0

 

 b) Démontrer que : 

∀𝑘 ∈ ⟦1; 𝑛⟧, 𝑎𝑘 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑘𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋

0

 

 c) De même démontrer que :  

∀𝑘 ∈ ⟦1; 𝑛⟧, 𝑏𝑘 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) sin(𝑘𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋

0

 

On doit montrer à présent que :  

∀𝑓 ∈ 𝒯2𝜋
1 , ∃(𝑎𝑛(𝑓), 𝑏𝑛(𝑓)) ∈ (ℝ)ℕ × (ℝ)ℕ∗

 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∶  

𝑓 = ∑ 𝑎𝑘(𝑓)𝑐𝑘

+∞

𝑘=0

+ ∑ 𝑏𝑘(𝑓)𝑠𝑘

+∞

𝑘=1

= 𝑎0(𝑓) + ∑(𝑎𝑘(𝑓)ck + 𝑏𝑘(𝑓)𝑠𝑘)

+∞

𝑘=1
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Partie B : la décomposition en série de Fourier : Le noyau de Dirichlet 

 

 Soit  𝑓 ∈ 𝒯2𝜋
1  𝑒𝑡 𝑛 ∈ ℕ∗. On définit dans cette partie la fonction 𝑆𝑛(𝑓) par :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑆𝑛(𝑓)(𝑥) =
1

2𝜋
∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡

2𝜋

0

+ ∑(𝑎𝑘 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥) + 𝑏𝑘 𝑠𝑖𝑛(𝑘𝑥))

𝑛

𝑘=1

 

Avec :  

𝑎𝑘 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) cos(𝑘𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋

0

 𝑒𝑡 𝑏𝑘 =
1

𝜋
∫ 𝑓(𝑡) sin(𝑘𝑡) 𝑑𝑡

2𝜋

0

 

On veut montrer que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, lim
𝑛→+∞

|𝑆𝑛(𝑓)(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0 

1)  Montrer que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑆𝑛(𝑓)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑡)𝐷𝑛(𝑥 − 𝑡)𝑑𝑡

2𝜋

0

  

 Avec  

𝐷𝑛: 𝑥 ↦
1

2𝜋
(1 + ∑ 2 cos(𝑘𝑥)

𝑛

𝑘=1

) 

2)  a) Montrer que :  

∀𝑔 ∈ 𝒯2𝜋
1 , ∀𝑎 ∈ ℝ, ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

𝑎+2𝜋

𝑎

= ∫ 𝑔(𝑡)𝑑𝑡

2𝜋

0

 

b) En déduire que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, 𝑆𝑛(𝑓)(𝑥) = ∫ 𝑓(𝑥 − 𝑡)𝐷𝑛(𝑡)𝑑𝑡

2𝜋

0

 

3)  a) Montrer que : 

∀𝑡 ∈ ℝ, 𝑡 ≢ 0[2𝜋], 𝐷𝑛(𝑡) =
1

2𝜋

sin ((𝑛 +
1
2) 𝑡)

sin (
𝑡
2

)
  

 b) Montrer que 𝐷𝑛 est paire, 2𝜋 − 𝑝é𝑟𝑖𝑜𝑑𝑖𝑞𝑢𝑒 et :  

∫ 𝐷𝑛(𝑡)𝑑𝑡

2𝜋

0

= 1 

 c) Démontrer que l’application :  

𝑔: {

]0; 2𝜋[→ ℝ

𝑡 ↦
𝑓(𝑥 − 𝑡) − 𝑓(𝑥)

sin (
𝑡
2)

 

Peut-être prolongée par continuité en 0 𝑒𝑡 2𝜋, on notera ce prolongement 𝑔 pour la suite.  

4)  a) Démontrer que :  

∀ℎ ∈ 𝒞1([𝑎, 𝑏]), lim
𝑛→+∞

∫ ℎ(𝑡) sin(𝑛𝑡) 𝑑𝑡

𝑏

𝑎

= 0 

 b) En déduire que :  

∀𝑥 ∈ ℝ, lim
𝑛→+∞

|𝑆𝑛(𝑓)(𝑥) − 𝑓(𝑥)| = 0 

On a ainsi démontré que :  

∀f ∈ 𝒯2π
1 , ∀x ∈ ℝ, f(x) =

1

2π
∫ f(t)dt

2π

0

+ ∑ ((
1

π
∫ f(t) cos(kt) dt

2π

0

) cos(kx) + (
1

π
∫ f(t) sin(kt) dt

2π

0

) sin(kx))

+∞

k=1

 


