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DM n°6 bis

|Pr0bléme 2 : Les séries de Fouried

Le but de ce probléme est de démontrer la décomposition d’une fonction périodique grace aux séries de
Fourier, dans un cadre un peu restreint, celui des fonctions de classe C?, ce qui est tout de méme excellent.
Dans toute la suite de ce probléme, on pose 75, ’ensemble des fonctions définies sur R, 2 — périodique et de
classe C1. Dans tout ce probléme n et m désignent des entiers naturels, m # 0.

Partie A : Une famille libre de 71_ et les coefficients de Fourier

1) Montrer que 751 est un espace vectoriel.
2) On pose :
R-R R-R
VR €N, cp: {x — cos(nx) et Sn: {x — sin(nx)

a) Calculer :
2

V(k, k") EN?,Cppr = j cre(X)cpr () dx
0

b) De méme calculer :
21

V0K € (VY = [ 5050 dx
0

¢) Enfin calculer :
21

V(k,k') ENXN*, Dy = f cr(x)spr (x) dx

0
d) On définit :

V(k, k') € NX N, F = (Co,C1)wes Cpy Sy oes Si)
Montrer que la famille F, ,,, est libre dans 75},
2) Soit n et m deux entiers naturels, m # 0. Dans cette question on pose :

f € vect(Fom)
On a ainsi :

3(ag, ..., An, by, ..., by) € R M tel que f = Z agcy + Z bysy
a) Démontrer que :
2n
_ 1 f (t)dt
Qo = by f
0
b) Démontrer que :
1
Vk € [1;n],a, = E_[ f(t) cos(kt) dt
0
¢) De méme démontrer que :
1
Vk € [1;n], b, = Ej f(t) sin(kt) dt
0

On doit montrer a présent que :
Vf € TZn,EI(an(f) b (f)) € (R)N x (]R)N tel que :

f= Z a(Per + Z be(Fsic = ao(f) + Z(ak (P + b (P
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Partie B : la décomposition en série de Fourier : Le novau de Dirichlet

Soit f € T,L et n € N*. On définit dans cette partie la fonction S, (f) par :
21 n
1
Vx ER,S,(f)(x) = 2—[ ftdt + Z (ay cos(kx) + by sin(kx))
T 0 k=1
Avec :
1 21 1 21
a, = Ef f(t) cos(kt) dt et by, = Ef f () sin(kt) dt
0 0

On veut montrer que :
VX €R, lim |S,(f)(x) - f(x)| =0
n—>+0co
1) Montrer que :

21
Vx € R, S,(F)(x) = j FOD(x — t)dt
0

Avec

n
1
Dp:x - E(l + kZl 2 cos(kx))

2) a) Montrer que :

a+2m 21
Vg € 1, Va € R, f g®)dt = f g®)dt
a 0

b) En déduire que :

2T
Vx € R,S,(F)(x) = f fx — DD, (E)dt
0

3) a) Montrer que :

L sin((n+3)1)

vt € R,t Z 0[21], D, (t) =

5 an(3)
b) Montrer que D,, est paire, 2m — périodique et :
2m
f D,(t)dt = 1
0
¢) Démontrer que 1’application :
10; 2n[-» R

fa-D—f@

. (t
Sin (7)
Peut-étre prolongée par continuité en 0 et 27, on notera ce prolongement g pour la suite.
4) a) Démontrer que :

9g:

b
vh € C'([a, b)), lirp fh(t) sin(nt)dt =0
n-+oo
a

b) En déduire que :
vx €R, lim |S,(f)(x) = f(x)| =0
n—->+0o

On a ainsi démontré que :

2T +00 2T 2T

1 1 1

V€ Th, Vx € RGO = o= f f(t)dt+z = f f(t) cos(kt) dt | cos(lon) + | = f £(0) sin(kt) dt | sin(kx)
0 k=1 0 0



