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DM n°6 

 

Problème 1: Formule de Stirling 

 

 Le but de ce problème est de démontrer la formule de Stirling :  

𝑛! ~√2𝜋𝑛 × (
𝑛

𝑒
)

𝑛

  

Pour cela nous allons le faire en deux temps. Dans un premier temps nous allons montrer que :  
𝑛!

√𝑛 (
𝑛
𝑒)

𝑛 → 𝑘, 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑘 ∈ ℝ∗ 

Puis nous irons chercher la valeur de 𝑘. 

 

Partie A :  Convergence de deux suites 

On considère les deux suites suivantes :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛 =
𝑛!

√𝑛
(

𝑒

𝑛
)

𝑛

 𝑒𝑡 𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛) 

1)  Démontrer que :  

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛~ −
1

12
×

1

𝑛2
 

2)  En déduire que (𝑣𝑛) converge (On pourra montrer que la série ∑(𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛) converge).  

3)  Montrer qu’il existe 𝑘 > 0 tel que :  

𝑛! ~𝑘√𝑛 (
𝑛

𝑒
)

𝑛

 

 

Partie B : Calcul de la constante 𝒌 

 Dans cette partie on souhaite prouver que 𝑘 = √2𝜋.  

On pose la suite (Wn) définie par :  

∀ n ∈ ℕ, Wn = ∫ cosn(t)

π
2

0

dt 

1)  a) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que :  

∀ n ∈ ℕ, Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

 b) En déduire que :  

∀ n ∈ ℕ, W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×

π

2
 𝑒𝑡 W2n+1 =

(2nn!)2

(2n + 1)!
=

22n(n!)2

(2n + 1)!
 

2)  Démontrer que la suite 𝑛𝑊𝑛𝑊𝑛+1 est constante. 

3)  En déduire que :  

1

𝑛
(

22n(n!)2

(2n)!
)

2

~𝜋 

4)  Conclure que 𝑘 = √2𝜋. 

 

 

 


