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Chapitre 23 : Applications linéaires
Partie A : Généralité

Dans tout ce chapitre (comme d’hab en fait!), K désigne R ou C. E et F deux KK-espace vectoriels.
I) Les applications linéaires

a) Du déja vu en troisiéme

Définition : Soit E et F deux espaces vectoriels et f: E = F. On dit que f'est une application linéaire si et seulement si :
V(x,y) € E2, V(A ) € K% f(Ax + py) = Af(x) + pf(y)

Exemple I.a.1 : On pose :

¢ ]R3 N RZ

'{(X,y,z) = (xX+ 2y —z;2x+ 7y — 2z)
Montrer que f est une application linéaire.

Exemple L.a.2 : On pose :
_ R3 > R
'{(X,y,z) PXxXXz+y—2z
Montrer que f n’est pas une application linéaire.

Exemple I.a.3 : Déterminer une application linéaire de R® - R, [X]

Propriété 1.a.4 : Soit f: E — F. Alors f'est une application linéaire si et seulement si :
V(x,y) EEXLVAEK f(Ax +y) = Af(x) + f(y)

Application La.5 : Démontrer que 1’application suivante est linéaire :
(c°([0; 1], R) > €*([0; 1], R)

f:! gw fog(t)dt

0

b) Vocabulaire

Définition : Soit f: E — F linéaire. On dit que fest :
e un endomorphisme si E=F
e Un isomorphisme si f est bijective.
e Un automorphisme si E=F et f bijective.
e Une forme linéaire si F = K

Notation :
e Onnote L(E, F) ’ensemble des applications de E dans F.
e On notera L(E) I’ensemble des endomorphismes de E.
e Onnotera E* = L(E, K) I’ensemble des formes linéaires de E, aussi appelé dual de E.

Exemple L.b.1 : Déterminer un endomorphisme de R[X].

Exemple Lb.2 : Démontrer que I’application suivante est bijective et déterminer f~1:
f{ R3 - R, [X]
Ny, 2)Prx+yX —1)+2z(X2-1)
Exemple I.b.3 : Démontrer que I’application suivante est un automorphisme de R? et déterminer f 1 :
{ RZ N RZ
xy) P x+y;x—y)
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Exemple L.b.4 : Déterminer une forme linéaire de M, (R).
IT) Opérations sur les applications linéaires

a) Sous espace vectoriel

Propriété I1.a.1 : L(E, F) est un sous-espace vectoriel de F£¥ = F(E, F).

Application Il.a.2 : On pose :
. R3 - R2 . R3 - R2
f'{(x,y,z) = (x+2y—2z;2x -3y + 2z) etg'{(x,y,z) = (x—zy+22)
Déterminer 1’application linéaire 2f+3g.

b) Composée

Propriété IL.b.1 (Composée) : Soit (f,g) € L(E,F) X L(F,G) ou G est un ev. Alors :
gof € L(E,G)

Application I1.b.2 : On pose :
_ R[X] > R® _ R3 - R?
f: {P o (P(0); P(1); P(2)) &Y' {(x, ,2) = (x + 2y — z; 2 — 3y + 22)
Déterminer gof (X? + 3X + 1)

Application I1.b.3 : On pose :
{ R? - R? { R? - R?
f: etg:
xy) = (0;x) xy) = (v;0)
Déterminer gof et fog.

Définition : Soient f € L(E) et n entier naturel. On pose alors f™ = fofo ...of.
———
n fois
Par convention on pose :

fO=1Idyp

Exemple I1.b.4 : On pose
| R[X] - R[X]
f: {P(X) ~ XP'(X)
Déterminer £3(X> + 3X* +7)

Définition (Polynémes d’endomorphismes) : Soit P(X) = Y1_, pi XX € R[X] et f € L(E). On définit alors
I’endomorphisme :

P(f) = zpkfk
k=0

Exemple I1.b.5 : On pose :
RZ_)RZ
P(X)=X?2+3X+7et :{
*) T y) o G+ y5x =)

Déterminer P(f)

Propriété 11.b.6 (Identités remarquables) : Soient (f, g) € L(E)? qui commutent (fog=gof). On a alors :

n n-1

Z (Z)fkogn_k =(f+getf"—g"=( -9 Z frogn1-k
k=0

k=0
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Application I1.b.7 : On pose :
f-{ R? - R?
(x,y) = (3x +y;3y)
Déterminer f™ pour tout entier naturel n.

III) Image et noyau

a) Image d’une application linéaire

Propriété IIl.a.1 (Image de Og) : Soit f € L(E, F). On a alors :
f(0g) = 0p

Propriété IIL.a.2 (image directe) : Soient f € L(E, F) et E” un sev de E. On pose :
fEN)={y=f);x€E}

Alors f(E’), appelé I’image directe de E’, est un sous-espace vectoriel de F.

Exemple II1.a.2 : On pose :
R {RIX) > BIX
PP —XP'
Déterminer f(R, [X]).

Définition : Soit f € L(E, F). Alors f(E) est un sev de F, appelé I’image de f, noté Im(f) :
Im(f) ={y = f(x);x € E}

Exemple II1.a.3 : On pose :
f_{ R3 - R?
"(xy,z)» x+y;x—12)
Déterminer Im(f).

Exemple I11.a.4 :
On pose :
_ R? - R?
ey o et yioe s 2)
Déterminer Im(f).

b) Novau d’une application linéaire

Propriété IIL.b.1 (Image réciproque) : Soient f € L(E,F) et F” un sev de F. On pose :
f~Y(F") = {x € E;f(x) € F'}
Alors f~1(F"), appelé I’image réciproque de F’, est un sous-espace vectoriel de E.

Exemple II1.b.2 : On pose :
f.{lR%[X] - R[X]
(P~ P—XP
Déterminer f =1 (R, [X]).

Définition : Soit f € L(E, F). Alors f~1({0z}) est un sev de E, appelé le noyau de f, noté Ker(f) :
ker(f) = {x € E; f(x) = 0g}

Exemple II1.b.3 : On pose :
f{ R3 N RZ
xy,z2)» (x+y;x—2)




Déterminer le noyau de f.
Exemple II1.b.3 : On pose :

f: {(x,y) -

Déterminer le noyau de f.

¢) Conséquence

RZ_)RZ
(x+y;2x + 2y)
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Propriété IIL.c.1 : Soit f € L(E, F). On a alors :
e festsurjective & Im(f) = F
e festinjective & Ker(f) = {Og}

Application I1l.c.2 : On pose :

f: {(x.y,z) -

Démontrer que f est injective.

Application I1l.c.3 : On pose :

R3—)R3
x+y;x+z,y+2)

(c°([0; 1], R) - €*([0; 1], R)

f:

X

0

L gr fog(t)dt

Déterminer le noyau et I’image de f. Que peut-on en déduire qu’en a I’injectivité et la surjection de f ?



