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TD 23 : Applications linéaires 
 

Partie A : Généralité 

 

Exercice A.1 : Les applications suivantes sont-elles linéaires ? 

𝑓: {
ℝ2 → ℝ2

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ (2𝑥 + 𝑦; 𝑥 − 𝑦)
 

𝑓: {
ℝ2 → ℝ4

(𝑥, 𝑦) ↦ (𝑦, 0, 𝑥 − 𝑦, 2)
 

 

Exercice A.2 : Démontrer que les applications suivantes sont linéaires :  

𝑓: {
ℝ[𝑋] → ℝ2

𝑃 ↦ (𝑃(0); 𝑃(2))
 

𝐴 ∈ 𝑀𝑛(ℝ); 𝑔𝐴: {
𝑀𝑛(ℝ) → 𝑀𝑛(ℝ)
𝑀 ↦ 𝐴𝑀 −𝑀𝐴

 

 

Exercice A.3 (Endomorphismes nilpotents) : Soit E un espace vectoriel de dimension n et f ∈ ℒ(E) telle que fn =

0ℒ(E) et fn−1 ≠ 0ℒ(E). 

a) Montrer qu’il existe x dans E tel que fn−1(x) ≠ OE. 

b) Montrer que la famille (x, f(x); … , fn−1(x)) est une base de E.  

c) Déterminer un endomorphisme f de ℝ3 qui vérifie cette propriété f3 = 0ℒ(ℝ3) et f2 ≠ 0ℒ(ℝ3) 
 

Exercice A.4 : On pose :  

𝑓: {
ℝ2 → ℝ2

(𝑥, 𝑦) ↦ (2𝑥 − 4𝑦; 2𝑦)
 

Déterminer : f20((2,−3)). 
 

Partie B : Image et noyau 
 

Exercice B.1 : Déterminer l’image et le noyau de l’application linéaire suivante :  

𝑓: {
ℝ3 → ℝ3

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ (𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑥 − 𝑦 + 𝑧, 2𝑥 + 2𝑧)
 

 

Exercice B.2 : Déterminer l’image et le noyau de l’application linéaire suivante :  

f: {
ℝn[X] → ℝn[X]

P ↦ P − XP′
 

 

Exercice B.3 : Déterminer une base du noyau et de l’image des applications linéaires suivantes :  

a) 𝑓 ∶  {

ℝ2 → ℝ3 

(
𝑥
𝑦) ↦ (

𝑥 − 𝑦
𝑦 − 𝑥
0

)
       b) 𝑓 ∶  {

ℝ3 → ℝ2 

(
𝑥
𝑦
𝑧
) ↦ (

2𝑥 − 𝑦 − 𝑧
−𝑥 + 2𝑦 + 𝑧

)
         c) 𝑓 ∶  {

ℂ → ℂ
𝑧 ↦ 𝑧 + 𝑖𝑧̅

       d) 𝑓: {
ℝ3[𝑋] → ℝ3[𝑋]

𝑃 ↦ 𝑃 − (𝑋 + 1)𝑃′
 

 

Exercice B.4 : Soit f ∈ ℒ(E). Montrer que :  

E = Im(f) + Ker(f) ⟺ Im(f) = Im(f2) 
 

Exercice B.5: Soit f ∈ ℒ(E). Montrer que :  

Im(f) ∩ Ker(f) = {OE} ⟺ Ker(f) = Ker(f2) 
 

Exercice B.6 : On pose :  

Δ: {
ℝ[X] → ℝ[X]

P ↦ P(X + 1) − P(X)
 

a) Préciser le degré de Δ(P) en fonction du degré de P.  

b) Démontrer que Δ est linéaire et préciser son noyau.  

c) Montrer que :  

∀Q ∈ ℝn−1[X], ∃P ∈ ℝn[X], P(X + 1) − P(X) = Q(X)  
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Exercice B.7 : On pose :  

𝑓: {
ℝ3 → ℝ3

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ (𝑥 + 2𝑦, 4𝑥 − 𝑦,−2𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧)
 

Montrer que f est un automorphisme de ℝ3. 
 

Exercice B.8 : On pose :  

𝑓: {
ℝ𝑛[𝑋] → ℝ𝑛[𝑋]

𝑃 ↦ 𝑃′′
 

Déterminer l’image et le noyau de f.  

 

Exercice B.9 : On pose :  

𝑓: {
ℝ𝑛[𝑋] → ℝ𝑛[𝑋]

𝑃 ↦ 𝑃(𝑋) − 𝑋𝑃′(0) − 𝑋2𝑃′′(0)
 

Déterminer l’image et le noyau de f.  

 

Exercice B.10 : Soient E,F,G trois espaces vectoriels, (f, g) ∈ ℒ(E, F) × ℒ(F, G). Montrer que :  

a) ker(gof) = f−1(ker(g) ∩ Im(f)) 

b) f−1(ker(g)) = f−1(ker(g) ∩ Im(f)) 

 

Exercice B.11 : Soit ℬ = (e1, e2, e3, e4) la base canonique de ℝ4 et ℬ′ = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) la base canonique de ℝ3. 

On pose u ∈ ℒ(ℝ4, ℝ3) une application linéaire définie par :  

u(e1) = f1 − f2 + 2f3, u(e2) = 2f1 + f2 − 3f3, u(e3) = 3f1 − f3, u(e4) = −f1 − 2f2 + 5f3 

1) Déterminer l’image du vecteur x = (2,6,5,−1) par u. 

2) D’une façon générale déterminer l’image par u du vecteur x = (x1, x2, x3, x4) 

3) Déterminer une base de ker(u) et sa dimension. 

4) Déterminer une base de Im(u) et sa dimension. 

 

Partie C : Isomorphismes 

 

Exercice C.1 : Pour les applications suivantes, déterminer Ker(fi) et Im(fi) et en déduire si ce sont des 

isomorphismes :  

a) 𝑓: {
ℝ2 → ℝ2

(𝑥, 𝑦) ↦ (2𝑥 + 𝑦, 𝑥 − 𝑦)
                                          𝑏) 𝑓: {

ℝ3 → ℝ3

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦ (2𝑥 + 𝑦 + 𝑧, 𝑦 − 𝑧, 𝑥 + 𝑦)
 

c) 𝑓: {
ℝ2 → ℝ4

(𝑥, 𝑦) ↦ (𝑦, 0, 𝑥 − 7𝑦, 𝑥 + 𝑦)
                               d) 𝑓: {

ℝ3[𝑋] → ℝ3

𝑃 ↦ (𝑃(−1), 𝑃(0), 𝑃(1)) 
 

 

Exercice C.2 : Déterminer la dimension de :  

𝑈 = {(𝑢𝑛) ∈ ℝ
ℕ, 𝑢𝑛+3 = 2𝑢𝑛+2 + 𝑢𝑛+1 − 2𝑢𝑛} 

 

Exercice C.3 : Soit f ∈ ℒ(E, F). Soit G un supplémentaire de ker(f) dans E. Montrer que G et Im(f) sont isomorphes.  

 

Partie D : Endomorphismes définie sur une base, sur des sous-espaces supplémentaires 

 

Exercice D.1 : On pose F = vect((1,0,0)), G = vect((1,1,0), (1,1,1)).  

a) Montrer qu’il existe une unique application linéraire f: ℝ3 → ℝ3 telle que :  

∀u ∈ F, f(u) = 2u, ∀v ∈ G, f(v) = −v 

b) Expliciter cet endomorphisme.  

 

Exercice D.2 : On pose F = vect((1,0,0)), G = {(x, y, z) ∈ ℝ3; x + y + z = 0}.  

a) Montrer qu’il existe une unique application linéaire f: ℝ3 → ℝ3 telle que :  

∀u ∈ F, f(u) = −2u, ∀v ∈ G, f(v) = v 

b) Expliciter cet endomorphisme.  
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Exercice D.3 : On pose f: ℝ3 → ℝ3 telle que :  

𝑓 ((
1
0
0
)) = (

1
1
1
) ;  𝑓 ((

0
1
0
)) = (

0
1
2
)  𝑒𝑡 𝑓 ((

0
0
1
)) = (

1
2
3
) 

Déterminer l’image de f, Im(f).  
 

Partie E: Endomorphismes remarquables 

 

Exercice E.1 : On pose :  

e1 = (
1
0
0
) ; e2 = (

1
1
0
) ; e1 = (

1
2
3
) , F = vect(e1, e2) et G = vect(e3) 

a) Montrer que F et G sont supplémentaires dans ℝ3.  

b) Déterminer l’expression du projecteur p sur F parallèlement à G.  

c) Déterminer l’expression de la symétrie par rapport à G parallèment à F.  

 

Exercice E.2 : On pose F = vect((1,0,0)), G = {(x, y, z) ∈ ℝ3; x + y − z = 0}. 

a) Montrer que F et G sont supplémentaires dans ℝ3.  

b) Déterminer l’expression du projecteur p sur F parallèlement à G.  

c) Déterminer l’expression de la symétrie par rapport à G parallèment à F.  

 

Exercice E.3 : Soit A ∈ ℝ[X], 𝐴 ≠ 0. On pose fA:ℝ[X] → ℝ[X] l’application qui a tout polynôme P associe le 

polynôme R, reste de la division euclidienne de P par A.  

Montrer que P est un projecteur et déterminer son image et son noyau.   

 

Exercice E.4 : Soit E un espace vectoriel et p un projecteur de E.  

a) Montrer que IdE − p est un projecteur.  

b) ∀λ ∈ 𝕂\{0; 1}, p − λIdE ∈ GL(E) 
 

Exercice E.5 : On pose :  

𝑓: {

ℝ3 → ℝ3

(
𝑥
𝑦
𝑧
) ↦

1

5
(
4𝑥 − 𝑦 − 2𝑧
−2𝑥 + 3𝑦 − 4𝑧
−𝑥 − 𝑦 + 3𝑧

)
 

Montrer que f est un projecteur et en déduire ces éléments caractéristiques.  

 

Exercice E.6 : Soit E un 𝕂− ev, soient p et q des projecteurs de E.  

a) Montrer que p+q est un projecteur si et seulement si poq = qop = 0ℒ(E) 

b) Montrer qu’alors :  

Im(p + q) = Im(p)⨁Im(q) 

ker(p + q) = ker(p) ∩ ker(q) 
 

Exercice E.7 : On pose :  

𝑓: {

ℝ3 → ℝ3

(
𝑥
𝑦
𝑧
) ↦

1

9
(
𝑥 + 8𝑦 − 4𝑧
8𝑥 + 𝑦 + 4𝑧
−4𝑥 + 4𝑦 + 7𝑧

)
 

Montrer que f est une symétrie et en déduire ces éléments caractéristiques. 
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Partie F : Rang d’une application linéaire 

 

Exercice F.1 : Déterminer le rang des applications linéaires suivantes :  

𝑎) 𝑓: 

{
 
 

 
 ℝ4 → ℝ3

(

𝑥
𝑦
𝑧
𝑡

) ↦ (

𝑥 − 𝑦 + 𝑧 + 𝑡
𝑥 + 2𝑧 − 𝑡

𝑥 + 𝑦 + 3𝑧 − 𝑡
)
         𝑏)𝑔: {

ℝ3 → ℝ3

(
𝑥
𝑦
𝑧
) ↦ (

2𝑥 + 2𝑦 − 2𝑧
𝑥 − 3𝑦 + 11𝑧
−3𝑥 + 4𝑦 − 18𝑧

)
 

 

Exercice F.2 : Soit u un endomorphisme de rang1. Montrer qu’il existe λ ∈ 𝕂 tel que 𝑢2 = λ. u 

 

Exercice F.3 : Soit (f, g) ∈ ℒ(E)2 tels que f + g = Id𝐸 et rg(f) + rg(g) ≤ n où n = dim(𝐸). Montrer que f et g sont 

des projecteurs.  

 

Exercice F.4 : Soit E un espace vectoriel de dimensin finie n.  

a) Montrer qu’il existe u ∈ ℒ(E) tel que Im(u) = ker(u) si et seulement si n est pair. 

b) Montrer qu’alors pour un tel u, il existe une base de E de la forme :  

ℬ = (e1, e2, … , ep, u(e1),… , u(ep)) 

 


