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Fiche exercices 22 : Séries numériques

Partie A : Généralités

Exercice A.1 : Déterminer la convergence et la valeur de :

Z 1
nZz -1

n=2

On sait que :

1 _ 1
'm2—-1 (m-1mn+1)
1 n+1)—-(m—-1)

vn =2

2 mn—1D(+1)

1 1 1 1
= — X — =X

2 n-— 2 n+1

1
n
1
=>S“:Zk2—1
k=2

> (e x )
= —)( __X
2 k-1 2 k+1
k=2
n n
__1 1 1:5: 1
T2/4k—-1 2Zuk+1
k=2 k=2
n-1 n+1
_ 1:511, 1 1
24k 24uk
k=1 k=3
_1(1+1) 1<1+1)
) 2/ 2\n n+1
n
I 1 3
—Y = —
Tx_k2—1 4

Exercice A.2 : Déterminer la convergence et la valeur de :

Zln(l+ﬁ)

nz1
On sait que :
1 nn+2)+1 (n+1)>?
Vn € N*, 1+ = =
n(n + 2) n(n + 2) n(n + 2)
On a donc :
vn € N, u, =In <1 + m) =In((n+ 1)?) — In(n(n + 2))
On a donc :

n

1
VHEN*,SHZZIH(l +m)

= > (In(Q+ D?) = In(k(k + 2)))
k=1

=2 ) Ink+1)— ) In(k(k+2))
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n+1 n n+2

=2 kzzz In(k) — klen(k) - ng In(k)

=In(2) +In(n+ 1) —In(n + 2)

= lirrlnkzz:lln (1 + m) =In(2)

= Ii}n (1 + ﬁ) =1n(2)

Exercice A3 :

Déterminer la convergence et la valeur de :

1
Z n(n+ 1)(n+2)

n=1

On décompose en éléments simples :

1 a b c
n(n+1)(n+2)=ﬁ+m+n+2
_ 1 =a(n+1)(n+2)+bn(n+2)+cn(n+1)
n(n+ 1)(n+ 2) n(n+ 1)(n+ 2)
_n*(a+b+c)+n(3a+2b+c)+2a
- n(n+ 1)(n+ 2)

Par identification on obtient :

a+b+c=0
3a+2b+c=0
2a=1
b+c= !
=732
=<2b+c= 5
‘=732
_1
T2
( _1
€T3
=<{b=-1
l _1
4T3
On a donc :
1 1 1 1 +1 1
=—X—-— — X
nn+1)(n+2) 2 n n+1 2 n+2
On a donc :

n n n
v EN*Z 1 _121 z 1 +1 1
" Likk+Dk+2) 24k kK+1 2

K+ 2
k=1 k=1
n n+1 n+2
11 1+1 1
24k k 2.k
k=1 k=2 k=3
11 11 +1 1
"2 4 2n+1 2n+2
111 +1 1
4 2n+4+1 2n+2
On en déduit donc que :
’ z“: 1 _i 1 1
‘é“k sk + Dk +2)  Lnm+Dn+2) 4
= n=
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Exercice A.4 : Déterminer la convergence et la valeur de :

On sait que :

k=1 k=0 0 1-32
> () ==Y ()
=4 — = —= —
W2\ 3 4
k=1 n=1
Exercice A.5 : Déterminer la nature de :
z sh(n)
e ch(n)

On sait que :
sh(n) e"—e™ 1-—e™?"

Vn € N, = =
ch(n) e+ en {te2n

On en déduit que :
sh(n)
lim

n ch(n) #0

Donc la série diverge grossiérement !

Exercice A.6 : Déterminer la convergence et la valeur de :
: 1
s (n(n + 1))

2y

Ona:

Vn € N¥, sin(

) -l

= sin|— ) cos morr) —smn 7)cos (-
On en déduit donc que :

o) sl (@) 1)

Vn € N*, =
n+1

Do) cos(Deos(riy)

On en déduit donc que :

n o osin(—L n
vn € N, vk € [1;n], kZl - (%()kc(:s‘*(‘;)l) = kzl <tan (%) — tan (Fll)) = tan(1) — tan (n i 1)

Or on sait que :

1 .
1) =)l(1_r)r(1) tan(x) =0

lim tan (
n n+

On en déduit donc que :
1
s ()
lim k(k +1)

" s (Do)

= tan(1)

On a donc :




& sin ()

Zicos (D cos ()

= tan(1)
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Partie B : Séries a termes positifs

Exercice B.1 : Déterminer la nature des séries suivantes.

NY B Zn_;mu 0) Z“S"‘(n—lz)

n=2 n=2

A) On pose :

Ona:

Or on sait que :

B) On pose :

On en déduit que :

On en déduit que :

Or on sait que :

¢) On pose :

On sait que :

On en déduit donc que :

Or on sait que :

_n
T2
. n 1
T2
D)
- | diverge
n=1
=ik
et
7 diverge
n=1
_ 1
Un =02 T n(n)
_ 1 _ 1 1
tn =iz In(n) n?", _In(n)
)
Uy 1
1 - In(n)
n? 1 n2
1 1
u, =

nZ —In(n) n?

1 1
(Z p) converge — (Z nz——ln(n)> converge

nx1 nx1
. < 1 )
u, = nsin|{—
n n2

sin(x) =X

1 1
U, = nsin <p) ~n X F
1

= u,~—
n
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25 @
— | diverge

nz1

1
= (z nsin (ﬁ)) diverge

nz1

Exercice B.2 : Déterminer la nature des séries suivantes.

ch(n)

DY i YR 0 Y (1= () i)

1000

n=1

A) On pose :

On en déduit que :

On a donc :

Or on sait que :

On en déduit donc que :

B) On pose :

Ona:

On en déduit donc que :

Or on sait que :

On en déduit donc que :

C) On pose :

Ona:

_ch(n) e"+e™
T Ch(Zn) e te-2n

n=0

_ ch(n)
Un = Ch(zn)

14+e 20

(2 (g)“) converge = (2

el (1 + e~4m)

ch(n)
chzn) converge

n=0

_ n?In(n)

n en

In(n) : .
X —5— — 0 (croissance comparée)

e4

()

-1;1[

1
_e]
e

n

)
Z(— converge
n=0 Ve

n? In(n)

=2

n=0

converge

u, = (1 — cos (E)) In1000(p)
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2

(1-ees()=3G0) +o(())

TU

(1 — cos (E)) In'0%0(n) ~ % (H)Z In0%9(n)

On en déduit donc que :

On a donc :
LS 112 In%%9(n) 0 (croi ‘)
u, X nb ——  — 0 (croissance comparée
n 2 \/H p
On a donc :
B 1
Mo =0 (n1'5)
Or on sait d’apres le critere de Riemann que :
1
<Z ﬁ) convergecar1,5>1
nz1
1000
= z 1 — cos (ln(n)) converge
n=1

Exercice B.3 : Déterminer la nature des séries suivantes.

A) Zln3(n)n2 ’ Z%ﬁ(n) ;O Z((l—%)n—e>

n=1 n=1

A) On pose :
. vn+1
Vn € N HZZ,UH=W
On a alors :
1
NeEs) J1+3
up X n'® = ———xn'® =
" In3(n) n? In3(n)

=y = 0(—z)

1
z 75 converge

Or on sait d’apres le critere de Riemann que :

n=1
vn+1
= ) ————— converge
In3(n) n? g
n=1
B) On pose :
arctan(n)
Up =— 35—
On sait que :
T
limarctan(n) = -
n 2
On a donc :

arctan(n) _ 0( 1 )

Or on sait d’apres le critere de Riemann que :
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C) On pose :

ln
un:(l—ﬁ) —e

On sait que :
n

1 1
Vn € N,(l——) —e= enm(1 n)—e
n
ATTENTION : On sait que les équivalents ne passent pas a I’exponentielle :
n?+n~net:
en2+n ” en2
1l faut donc faire un développement limité en % et non un équivalent !!!

Or on sait que :

1(1 1) 1+1 N (1)
)| == — X — J—
n n n 2 n? On2
On a donc :
1 1
nln(l——)=1+—x—+o<—)
2 n n
On a donc :
1.1 1
enln(l—n) el+§><ﬁ+0(ﬁ)
1.1 /1
=e X eZXn+0(ﬁ)
1 1

On en déduit donc que :

Or on sait que :

z 1
= converge

n=1

= 2 <(1 - %)n - e) diverge

n=1

Exercice B.4 : a) Démontrer la convergence de la série de terme général :

1
u, = arctan ([ ———
n (n2 +n+ 1)

b) Montrer que :

u—v
V(u,v) € R*,arctan(u) — arctan(v) = arctan( )
1+ uv

¢) En déduire la valeur de :

+o00
an ()
arctan ( ————
n2+n+1
n=0
a)Ona:
tan ()
u, = arctan | ——
" nZ+n+1
On sait que :

1 1

u ~N— ~ —
" n2+n+1 n?
Or on sait que :




Z — converge car 2 > 1 (critere de Riemann)
n

n=1
Donc :

1
arctan [ ————) converge
Z (nz +n+ 1) g

n=0
b) On sait que pour toutes valeurs de a et b réels ou 1’égalité est définie on a :
tan(a) — tan(b)

tan(a—b) = — tan(a) tan(b)

On en déduit donc que :
tan(arctan(u)) — tan(arctan(v))

v(u,v) € R, tan(arctan(u) — arctan(v)) = 1 + tan(arctan(u)) tan(arctan(v))

Or on sait que :
vx € R, tan(arctan(x)) = x
On a donc :
u—v
1+ uv

tan(arctan(u) — arctan(v)) =

On a donc :

u—v
V(u,v) € R*,arctan(tan(arctan(u) — arctan(v))) = arctan( )
1+ uv

Or on sait que :
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V(u,v) € R, arctan(u) — arctan(v) € ] 5 2[ = arctan(tan(arctan(u) — arctan(v))) = arctan(u) — arctan(v)

On en déduit donc que :

u—v
V(u,v) € R, arctan(u) — arctan(v) = arctan( )
(u,v) (w) W) Tuy

c)Ona:

n n
1 1
vn € N, Vk € [0; E (—)=§ <_ )
" 10;n] k_oarCtan kZ+k+1 A\ Tk T 1)

e 1+k(k+1)

= Z(arctan(k + 1) — arctan(k))
k=0

= arctan(n + 1)
Or on sait que :

limarctan(n + 1) =
n

On en déduit donc que :

k=0
On adonc:
+00
tan (1) =
arctan( ———| ==
nZ+n+1 2
n=0

Exercice B.5 : Déterminer la nature de la série suivante de terme général :

B In(n)
U =
On pose :
B In(n)
Un =

On a donc :
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In(n ln n
vn € N*'n > 3,u, X n? = ( ) 1_[ r ( — 0 (croissance comparée)

1
m=o(5z)

In(n)
Z  converge

On en déduit donc que :

Donc la série :

n=1
Ici il aurait été plus judicieux d’utiliser le critére de d’ Alembert car :
In(n+ 1)
] 1 1
Uniyi _ (n+ D! _In(n+1) 01
u, In(n) In(n) n+1
n!
Donc la série converge d’apres le critére de d’Alembert !
Exercice B.6 : Soit a > 1. Démontrer que :
< 1 1 1
—~ X
n* n*1 a-1
k=n+1
On sait que :
k+1
vk > 1, 1 _ f dt - 1
T k+ DT ~ ko
n+p+1 n+p+1k+1 n+p+1
= 2 wms 2w X
De plus on sait que :
n+p+1 k+1 n+p+2

Zf f do‘f ail(n“l_l_(n+pi-2)°“1)

En faisant tendre p — +00 on obtlent :

On a donc :

X <R
a—1" (n+1)*1 "
On en déduit donc que :
< 1 1 1
ne el g1
k=n+1

D’apres le théoréme des gendarmes.

Exercice B.7 : Déterminer la nature de la série suivante de terme général :
1
u, = arccos(1——

Vn
On pose :
(-5
u, = arccos (1 ——
! Vn
On sait que :

vx € [—1;1],arccos(x) = 0
Donc la série est a termes positifs.
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Deplusona:

1
vneN,n=>1,cos(u,) =1——

Vn

Deplusona:

llrrln u, = llrrln arccos (1 — ﬁ) =0
On peut donc effectuer un développement limité de cos(u,,) a I’ordre 2 :
2
u
cos(uy) =1— ( 121) + 0((uy)?)
On a odnc :
(un)? 1
1- H=1-—
ol =1-—
On en déduit donc que :
1 (un)z 2
ﬁ - 2 + 0((un) )
V2
= U~ I
n4

Or on sait que la série (Z il) diverge car% <1

n4

Ainsi la série de terme général u,, = arccos (1 - \/_H) diverge.

Exercice B.8 : Déterminer la nature de la série suivante de terme général :

n!
u, = n—n
On pose :
n!
u, = F
On remarque que u, est a terme positif.
On peut essayer d’utiliser le critére de d’ Alembert :
(n+1)!
u n+ 1)n+!
Vn € N, L ( l)
Up o
nn

On sait que :

n+1
On sait aussi le développement limité de In(1 — x) en 0 a ’ordre 1 :

In(1 —x) = —x+ o(x)

On a donc :
(1) =710 (5 9)
n n+1/ n+1 © n+1
=>1<1 1) Tt o(—) = 1+0(D)
— = — —_—] =
mn n+1 n+1 0n+1 ©
On a donc :

u __1 S UNPN 8 U _n
n_+1 = enln(l n+1) = e n+1+°(n+1) = e n+1+0(1) e e_1
ul’l
On en déduit donc que :
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u 1
lim—21 =<1

nu, e

On a donc :

vn > 0,u, =0

u 1
lim—=2 ="<1

n o up e

D’apres le critére de d’Alembert, la séric converge.

Exercice B.9 : Déterminer la nature de la série suivante de terme général :

(2n)!
T
On pose :
(2n)!
Tz
On remarque que u,, est a terme positif.
On peut essayer d’utiliser le critére de d’ Alembert :
(2n + 2)!
vn ey, ot _ (2 + DY
"y (2n)!
(n)?
2n+1)(2n+ 2)
B (n+1)2
On en déduit donc que :
lim— =41
n un

On a donc :
vn=>0,u,=>0

u
n+1=4‘>1

lim
n un
D’apres le critére de d’Alembert, la série diverge.

Exercice B.10 : Déterminer la nature de la série suivante de terme général :
1

U = n3 (n)

On veut montrer que :

21—1+1+1++1+—£ER+
nln3(n) 2In3(2) 3In3(3)  4In3(4) nln3(n)

n22

On pose :

f:x pour x > 2

1
H —
xIn3(x)
On va faire une comparaison série-intégrale !!
i) On démontre que f est décroissante et positive.
In3(x) + 31In?(x)

x21n2(x)

vx > 2,f'(x) = —

Donc la fonction f est décroissante et positive !!!
ii) On en déduit la double inégalité suivante :
vk = 2,vx € [k — 1,K], f(k) < f(x)
k k
= f f(k) dx < f f(x) dx

k-1 k-1
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K
= f(k) < f f(x) dx
k 1

= Z £(K) < f £(x) dx

Or:
k 3 4 5 n
Z ff(x) dx = ff(x)dx+ff(x)dx+ff(x)dx+---+ff(x)dx
k=3 k-1 2 4 n
n
_f L 4
) xIn3(x) X
2
n+1 l
_ X
= | e
2
Rappel :
j‘u’_f R 1 1
we ) U —a+1 1—-a u*l
On a donc :
[T . R
2@ 27 ), T2 m?m+1D)
2
On a donc :
z“:f(k) _ 1 1
e “In?(2) In?(n+1)
1 1 1 1

~ kZZ )< 9@ T @ Mot D - 2@ @

La suite des sommes partielles (3, f(k)) est croissante et majorée donc elle converge !

Partie C : Séries a termes quelconques

Exercice C.1 : Déterminer la nature de :

On pose :

. . o . 1 g in
On sait d’apres le critére de Riemann que (Z F) converge car 4 > 1. On en déduit donc que (Z i—4) est absolument

convergente donc convergente.

Exercice C.2 : Déterminer la nature de :

<Z oin <nn:21>>
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On pose :

n+1

_ <‘I‘[1‘12> _ <1T(n2+2n+1) (2n+1) )
sin = sin — m

[ mn?
vn € N,u, = sin

On sait que :

n+1 n+1 n+1
(2n+1)
= si 1) ———
sm<ﬂ(n+ ) 1 i

= (—1)"sin <(2nn+—+11) n)

1
= sin(Zn——n)
n+1

1
=(—1 n+1 o; ( )
(=1)" sin n+11T

Mauvaise idée : On a démontré que :
(_ 1)n+1
T
Le probléme c’est que 1’on ne peut utiliser des critéres de comparaisons que si u,, est de signe constant, au moins a
partir d’un certain rang. Ici on ne peut pas.
On va prouver que si on pose la somme partielle :

n
VnEN,Sn=zuk

k=0
Alors (S55,) et (S2p41) sont adjacentes.
Ona:
0 71- . 7T
VneEN,Syniz — Son = _Sm(Zn n 3) + sin (Zn n 2)
Orona:

4

T
VneN,0 < < <
e s 3T 2

s

2
. . Y . .

De plus sin  est croissante sur [0; E] ainsiona:

sin (an 2) = sin (2n7:- 3)

Donc la suite (S,,,) est croissante.
De méme (S,,41) est décroissante.
Enfinona:

VneN, Sy — Son = sin(2n+ 2) -0

Donc les deux suites sont adjacentes. Donc elles convergent vers la méme limite, donc (S,,) converge.

Exercice C.3 : Déterminer la nature de :

Z (=1)"In(n)
n

On pose :
—1)"In(n
vn=>1u, = u
n
On a donc :
In(n)
vn =1, |u,| = = f(n)

In(x)

Onpose: fix -

On sait que f est dérivable sur [1; +oo[ et :
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1—In(x)

%2
On en déduit donc que f est décroissante sur [3; +oo[. On en déduit donc que (|u,|) est décroissante a partir de n > 3.
Deplusona:

Vx>2,f'(x) =

liIEn u, = 0 (croissance comparée)
On en déduit donc que :
o (u,) estalternée
¢ (Juy|) est décroissante
e limu,=0
n

e . s L. L , -1)"1
On en déduit donc, d’apres le critére spécial des séries alternées que (Z %) converge.

Remarque : Le critére spéciale des séries alternées n’étant plus au programme, on démontre que les suites (S,,,) et
(S2541) sont adjacentes comme dans 1’exercice précédent.

Exercice C.4 : Déterminer la nature de :

e

Ici on ne peut pas utiliser le critére des séries alternées car :

1
vne N,n> 2, =
nENN 22 lul = o
On procede différemment :
=" 1
vneN,n=>2,u, = X
g+ &0
n
On sait que :
-1 n
GO LI
n

On peut donc faire un développement limité d’ordre 1 :

1, G +O<<—1)“)

— n
1+ % n n
D" 1 D™ 1 ( 1 )
= X = _ =
- Up n L (_1)1’1 n n2 n2
T
er . (-nn
1¢ cas : (Z - ) converge
On pose :
_1 n
vn €N, u, = )
n
On a alors :
i) (u,) est alternée :
D" (=™t 1
Vn € N*, X = X — _ <0
n Up X Upyq n n+1 n(n n 1)
ii) (Ju,|) est décroissante
1 1
vn € N, Jupyq| — Jup| =——--=-——=<<0

— <
n+1 n n(n+1)
iii) limu, = 0
n
En effet :

(-D" _

n

lim 0
n

GOk

n

Donc la série (Zn21 ) converge d’apres le critere spécial des séries alternées.
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o 1
2'°Me cas : — | converge
n2

C’est le critére de Riemann.

- 1
3ieme cag ; (Z o (n—z)) converge
C’est aussi le critére de Riemann.

GO
n+(-1)"

On en déduit donc que (Z ) converge.

Partie D : Un peu plus dur

Exercice B.1 : Déterminer la nature de :

)

On pose :

] nd+1
vn € N, u, =Sln<“nz—+1>
On sait que :
n+1=nn*+1)-n-1
n’+1 n+1
:n2+1_n_n2+1

) n+1
= Vn € N,u, = sin T[(n—n2+1)

_ _<n+1 )
= Sin n2+11’[

1
= U~ ——T
n

:)) diverge.

3
On sait que la série (Y, L diverge donc () sin (T 2
n n?

Exercice B.2 : Déterminer la nature de :

- n\/_
(Zl+(n1) n>

On pose :
1+ (—1)"Vn
VneN,nZl,unz(f)\/—
1 D"
1,60
n  +n

On en déduit donc que :

vneEN,n>1 ! Sk
neNn=>1-=u,—
n n vn
_1\n
On sait que la série (( \/E) ) converge d’apres le critére des séries alternées. On en déduit donc que :

. . . . 1 o .
Si (3 uy,) converge alors il en serait de méme de (Z ;). Or comme nous le savons cette suite diverge. Donc la suite

(X u,) diverge.

Exercice B.3 : Déterminer la nature de :

()
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On pose :
="
n%* 4+ (—1)n

e O

vn = 2,u, =

On sait que :

GO

o (—1)“) converge.

Sia > 1 alors la série (Z
Sia < 0alors :
limu, # 0
n

Donc la série diverge grossiérement.
Soit0<a<1
Ona:
=" D" =D°
Un = 75 1y o X —1)n
O G L I

_ e <1 RGO ((—1)“))
n% n% n%
0 Lol

nO( nZO(

D ) converge d’apres le critére spécial. On en déduit donc que :

On sait que (

-1)" . . . o .
(Z n"‘(+ (—)1)11) converge si et seulement si a >~ d’apres le critére de Riemann.

Exercice B.4 : a) Soit x réel et n un entier naturel. Montrer que :
n (—l)kX2k+1
—~  2k+1

b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante (CNS) pour que la série suivante converge :
(_1)nX2n+1
( 2n+1 >

+ 00

> S

|X|2n+3

arctan(x) —

~2n+3

Puis calculer sa somme.
¢) Démontrer que :

-lkl:l

a) Soit x € R. On sait que :
1— (_tZ)n+1
vVteR,t> 0, Z A
=9 1+1t2

2)n+1

2k _
1+t2 Z( 0 1+t2

X

= Vx >0, f<1+t2 Z( )2k> dt_f(lti):;1 N

0

X

(_1)kX2k+1 (_tZ)n+1
= t - dt
arctan(x) 2x+1 1+ t2
k=0 0

X (_tZ)n+1
= f Tre |

0




X

0
On en déduit donc que :

X2n+3

"~ 2n+3

n (_1)kX2k+1

arctan(x) — Z
V] 2x+1

On fait de méme avec x < 0.
b) On pose :
(_1)nX2n+1
2n+1
On peut voir que si |[x| > 1 alors lim|u,| = +oo donc la série converge grossiérement.
n

vn € N,u,(x) =

Six € ]—1; 1] alors la série vérifie le critére spécial donc est convergente.
. 1 , . .
Six = —1alors u,(x) = Py donc la série diverge.

On en déduit donc que :

( n (_1)kX2k+1

) converge si et seulementsix € |—1; 1]

2x+1
On sait que :
n (_1)kX2k+1 |X|2n+3
vx € |-1;1], li t - —— | <
X €] ]onalrgn arctan(x) 2, ot 1 rrann+3
Or on sait que :
|X|2n+3
li
W 2n + 3
(—1)kX2k+1
= llgln arctan(x) - 4 T =0

On en déduit donc que :

o (—1)nx2n+1
Vx € ]-1; 1],2 omr 1 s arctan(x)

n=0

c) Il suffit de prendre x = 1 eton a :
roe (—1)nPnHt 2n+1 o
T 22n+1 4
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