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Fiche exercices 25 : Applications linéaires

Partie A : Généralité

Exercice A.1: Les applications suivantes sont-elles linéaires ?

{ ]RZ N RZ
"(xyz)» 2x+y;x—y)

f{ ]RZ N R4

(xy)» (y,0,x—y,2)
Ona:

232 _ (% (X2
V(ei, e;) € (R*)%, VA € R,on posee; = (Y1) ete, = (Y2)

Onaalors:

f(Ae; +e;) = f< KCD * CD)
Ax
- f<<7tyi 1;(’2))

_ (2(7\X1 +x2) + (Ay; + Yz))
(Axy +x2) — Ay; +y2)

_ }\(le + Y1> n <2X2 + Yz)
X1—V1 X2 — Y2

= Af <(’;i)> +f ((’;;))
Donc f est linéaire.

On peut voir que la deuxiéme n’est pas linéaire car :

((3)-

NOO O
== R i ]

Donc f n’est pas linéaire.

Exercice A.2 : Démontrer que les applications suivantes sont linéaires :
( RIX] - R?
'{P ~ (P(0); P(2))
My (R) = M, (R)

A€ My(R); ga:{ 0000 0

Ona:
V(P,P,) € (R[XD? VAE R,0na:
f(APy + P;) = (AP + P,)(0); (AP, + P,)(2))
= (AP,(0) + P,(0),AP; (2) + P,(2))
= A(P,(0); P (2)) + (P2(0); P,(2))
Donc f est linéaire.

De mémeona:
v(M;,M) € (M (R))?,VAER,0na:
ga(AM; + M) = A(AM; + M,) — (AM; + M)A
= A(AM; — M;A) + (AM, — M,A)
=Ag(My) + g(My)
Donc g est linéaire.
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Exercice A.3 (Endomorphismes nilpotents) : Soit E un espace vectoriel de dimension n et f € L(E) telle que f* =
Op) €t -1 % 0z(E)-

a) Montrer qu’il existe x dans E tel que f*~1(x) # Og.

b) Montrer que la famille (x, f(x); ..., "~ (x)) est une base de E.

c) Déterminer un endomorphisme f de R3 qui vérifie cette propriété f3 = 0 (r3) et f2 # 0 (r2)

a) Il suffit de raisonner par contraposée. Sion a:

Vx €EE,f"1(x) = 0 = fr-1 = OzeE)
Cela est absurde. Doncon a:

Ix € E, " 1(x) # 0g
b) Comme la famille (X, f(x); ..., f n‘1(x)) contient n vecteurs, il suffit de montrer qu’elle est libre pour qu’elle forme
une base de E.
On résout :
Mx + A f(x) + - + A2 1(x) = 0g
= f“'l(hlx + A, f(x) + -+ Anfn_l(x)) = f(0g)

n-1

= Z fr-1+k() %) = Og
k=0

= f171(A;x) = 0g car vk > 1, {77 1*K = 0 gy = 71K (Qyx) = 0
On en déduit donc que :
M) =0 =2, =0
= LX) + - + A, 1(x) = 0g
On réitére le méme procédé que précédemment avec f*~2 pour en déduire que A, = 0, puis f*~3 pour en dédurie que
A3 =0...
Onadonc:
X+ A0(x) + -+ A, 1(x) = 0 © Vi€ [1;n],A, =0
On en déduit donc que la famille (x, f(x); ..., f“‘l(x)) est libre. De plus elle a méme cardinal que E donc c’est une
base de E :
{(X' f(); ..., 771 (%)) esF libre de = (% f(x);...,f""1(x)) est une base de E
Card(B) = n = dim(E)
c¢) On peut poser :
fo R~ RoIX
PP
Onaalors :
f2(X2) =2 # et VP € R,[X],f®(P) = Og,x)

Exercice A.4: On pose :
f{ RZ N RZ
xy) » (2x —4y; 2y)
Déterminer : £2°((2,-3))

. . . . >>> reiteration(20,2,-3)
On peut faire un programme Python pour illustrer cette application : [(2, -3),
(16, -6),
(s6, -12),
(160, -24),
def f(x,y): (a16, -48),
(1024, -96),
return (2*X'4*y12*y) (2432, -192),
(5632, -384),
. . (12800, -768),
def reiteration(n,a,b): (e
u=[(a,b)] (139264, -6144),
.. (303104, -12288),
for i in range(n): (655360, -24576),
. . (1409024, -49152),
u.append(-F(u[l] [0] ,U[l] [1] )) (3014656, -98304),|
(6422528, -196608),
return u (13631488, -393216),
(28835840, -786432),
(60817408, -1572864),
(127926272, -3145728)]
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On doit trouver :

£20((2,-3)) = (127926272,—-3145728)
On va chercher une expression de f((x,y)) en fonction de (x, y). Il suffira de remplacer ensuite n par 20 et (x,y) par
(2,-3).

Méthode 1 : Par récurrence.
On doit conjecturer f*((x,y)) puis le démontrer par récurrence !

£2: (x,y) & (2x — 4y,2y) & (2(2x — 4y) — 4(2y), 2(2y)) = (4x — 16y, 4y)

f
= 3: (4x — 16y, 4y) = (2(4x — 16y) — 4(4y), 2(4y)) = (8x — 48y, 8y)
On peut conjecturer que :

f: (x,y) = (2"x — upy, 2%y)
On démontre ¢a par récurrence et on va déterminer une expression de u,,, en fonction de u,, qui nous permettra (on
I’espére !) de trouver une expression de u, en fonctionde n'!

Initialisation : Pour n=0.
Ona:
fO = Idg2: (x,y) » (x,y)
Deplusona:
(xy) = 2% —upy, 2°y) = (x — uey, y)
La proposition est vraie avec u, = 0

Hérédité : Soit n € N, fixé. On suppose que :
f: (x y) = (2"x — upy, 2"y)

Onaalors:
V(xy) € ]Rz,f““((x, y)) = f(f“((x,y)))
f ff f
Ol (x,y) > (2x — 4y, 2y) > ... > (2%x — u,y, 2"y) » ?
T 7 n ni1
fn
Onadonc:

F(F () = (22"x = uy) — 4(2"), 2(2"y))
= (2M1x — (2u, + 4 x 2M)y, 20+1y)
= (2n+1X — Un+1Y, 2n+1Y)
Ainsi la proposition est héréditaire avec :
Upyq = 2u, + 4 x 2"

Conclusion : On conclut d’aprés le principe de récurrence !

Il nous reste a trouver u,, en fonctionde n!
ATTENTION : u, n’est pas de la forme u,,; = f(u,) ! Ce n’est pas une suite arithmético-géométrique !
On peut regarder les premiers termes :

def suite(n):
u=[@] >>> suite(s)
.. [0, 4, 16, 48, 128, 320]
for i in range(n): Ll
u.append(2*u[i]+4*2%*]i)
return (u)

On ne parvient pas a conjecturer une hypothése de récurrence !
Ona:
Up+1 = 2up +4 x 27
= Uppp = 2Up4q + 4 x 2071
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=2Upyq F2X (4 x2")
= 2Upyq + 2 X (Upyq — 2uy)
= 4Up41 — 4up
On a donc la relation suivante :
Upyz = 4Upyq +4u, =0
On résout 1’équation caractéristique :
(Eq):r?—4r+4=0
& -2)22=0
On a une unique solution qui est r = 2.
On en déduit donc que :
3(A,B) € R?,vn € N,u, = (An + B)2"
Il reste a trouver AetB !

On sait que :
uy=0etu; =4
Onadonc:
up=B=0etu; =2A=4
= Vn € N,u, = n2°*!
Onadonc:
f: (x,y) » (2"x — n2"tly,20y)
Onadonc:

£20:(2,-3) » (220 X2 —20X 221(—3),220(—3)) = (127926272,—-3145728)
On retrouve bien ce que I’on a trouvé précédemment avec Python !

Méthode 2 : Bindme de Newton

{ RZ N RZ

f:q/X 2x —4y\ (X y

(y) H( 2y )_Z(y)_4(0)

R? - R?

X y

(y)~ ()

On sait que Idg2 et g commutent. On peut donc appliquer le bindme de Newton pour les applications linéaires :
vn € N, f" = (2Idgz — 4g)"

n

B z (E) (—4g)*o(2Idg2)" K

Onadonc:

f = 2ldgz — 4g,avec g:

k=0
= (_Ij?o 0@1dg)" + () (—4) o (21dg)" + (7) (—4)%0(21dga)" + -+ () (~4g)"0(21dg2)?

= 2"[dgz + n(—4g)o2" 1dg:

g+ (5)~ (o)~ (o)

Onadonc g2 = gog = OL(RZ). On a donc (par une récurrence triviale !) :

Remarque : Ona:

vn>2,g" = OL(RZ)
Onadonc:
vn € N, f = 2"[dg2 + n(—4g)o2" dg:

= wmenr(() =)o ()

_ (2"x - 2“+1ny>
2"y
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Partie B : Image et noyau

Exercice B.1 : Déterminer 1’image et le noyau de I’application linéaire suivante :
f.{ R3 - R3
\xy,2)» x+y+z,x—y+72x+22)

i) Recherche de ker(f)
On résout :

X+y+z 0
:}(x—y+z):(0>
2x + 2y 0

x+y+z=0
@{X—y+2=0
2x+2z2=0

1 1 1\ /%X 0
~( 4 1)0)-()
2 0 2/ \z 0
1 1 1
On peut poser P = (1 -1 1) et compter le nombre de pivots.

2 0 2
1 1 1 1 1 1 1 1 1
P=|11 -1 1)~|0 =2 0]~|0 0 O
2 0 2 0 -2 0 0 0 O

P a donc deux pivots. La matrice P n’est donc pas inversible. 1l y a deux inconnues principales et une inconnue
secondaire ! On peut donc en déduire que dim(ker(f)) = 1. Pour trouver ker(f) on doit résoudre :

Ona:

x+y+z=0 _ _

B Xt+ty=—-z X = —Z
{X_y-}_z_o(:}{x—y:—z‘:){y:()
2x+22=0

On en déduit donc que :

On en déduit que :

X 1
ker(f):{<0>,xE]R{}=vect (O)
—X -1

ii) Cherche Im(f)

Méthode 1 : On résout :

16))-¢)

Xxt+y+z=a
= {X —y+z=b
2x+2z=c
On remarque que (L,) + (Ly) = (L3)

X+y+z=a
On en déduit donc que le systeme {x —y +z =b admet des solutions si et seulementsia+b =c
2x+2z=c

On en déduit donc que :




X
Im(f) = {(y) ER3Sx+y= c}
z

Pour trouver une base de Im(f) il suffit de prendre deux vecteurs non colinéaires de Im(f). Par exemple :

1 0
- (o> _ (1>
1 1
1 0
Im(f) = vect (0),(1)
1 1

Méthode 2 : On regarde I’image des vecteurs d’une base de R3
Il suffit de prendre la base canonique.

(O-O4C)-CHB)-6
oo () -o(0) ()
RETES

Onaalors:

Onadonc:
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Exercice B.2 : Déterminer I’image et le noyau de I’application linéaire suivante :
fFal¥] > RolX
P P—XP

i) Cherchons le noyau de f : ker(f)

On résout :
f(P) = O, [x]
< P =XP'
On pose a,, le coefficient dominant de P : CD(P) = a,. On a alors :
a, = ha,

On en déduit donc que :
P=XP ' =n=1
Réciproquement soit P = aX + b,a # 0. On a alors :
P'=a
On en déduit donc que :
P=XP' @ aX+b=aX<b=0
On en déduit donc que :
ker(f) ={aX,a € R}
i) On cherche Im(f)
On pose B = (1,X,X?,...,X™). On calcule :
vk € [0,n], f(X¥) = x*¥ — kX¥ = (1 — k)X¥
Onadonc:
f(B) = (1,0,—X2,-2X3,...,—(n — DX")
On en déduit donc que :
Im(f) = vect(1,0, —X?,—-2X3, ..., —(n — 1)X")
= vect(1, —X?,-2X3, ..., —(n — 1)X")

De plus on sait que la famille (1, —X2, —2X3, ..., —(n — 1)X™) est libre car c¢’est une famille de polyndmes échelonnés.

C’est donc une base de Im(f).
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On en déduit donc que :

Im(f) = { P(X) = Z a X¥, (ag,ay,..,a,) € R®

k=0
k+1

Remarque : On peut montrer ici que :
R, [X] = ker(f) ®Im(f)

Exercice B.3 : Déterminer une base du noyau et de I’image des applications linéaires suivantes :

R? > R3 R3 - R?
f: 4y (ST pyre (X 2_)><—y—z gf: { €~ d)f:{ R[X] = R;[X]
(y)n—><yax> <Z>H(—x+2y+z) ZzH zZ+iZ P>P—-X+1)P
a) On pose :
R2—>R3
X—-y
f: X
() (=)
i) Cherchons le noyau de f : ker(f)
On résout :
f((x, y)) = Ops
x—y=0
{y—x=0
SX=y

On en déduit donc que :
ker(f) ={(x,x),x € R} = vect((l, 1))

(o) = <b> = (s - - <b> oo
BRERER

R3 - R?

f£: (% (Zx—y—z)
y [ d
. —X+2y+z

X
f (y) :ORZ
Z

ii) On cherche Im(f)
Soit a, b, c) € R3. On résout :

On en déduit donc que :

b) On pose :

i) Cherchons le noyau de f : ker(f)
On résout :

{2x—y—z=0
—X+2y+z=0
1
X==z
3
Y

On en déduit donc que :
ker(f) ={(x, —x,3x),x € R} = vect((1,—1,3))
i) On cherche Im(f)
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X
Methode 1 : On résout : f <y> :(s)

Z
Soit a, b, c) € R3. On résout :

X J— — —_ — =
()= 0= (B3 -0 =550

On a une infinité de solutions. Sionposez=0o0na:

2a+b

j— — X=—7
{ZX y=a _ 3

—x+2y=Db a+2b
y=—"73

On en déduit donc que f est surjective. En effet :

2a+b
3
V(a,b) ER%,(a,b)=f| | a+2b
Donc f est surjective et :

Im(f) = R? = vect<((1)) ’ ((1))>

Méthode 2 : On regarde 1I’image d’une base de ’espace de départ par f.

1 0 0
On sait que B = (0) , (1) , (0) est la base canonique de R3.

()-co)-

vear((2).(3)) e monwe

Orona:

On en déduit donc que :

Or on sait que :

vect ( 2 ) (_1) = R? car les vecteurs( 2 ) et (_1) ne sont pas colinéaires.
—-1/'\ 2 -1 2

On en déduit donc que : Im(f) = R?

c) On pose :
£ { C- C._
Z v Z+1Z
i) Cherchons le noyau de f : ker(f)
On résout :
f(z) = O¢

=z+iz2=0
S x+iy)+i(x—iy) =0

S x+y=0

On en déduit donc que :
ker(f) ={x — ix,x € R} = vect(1 — i)

ii) On cherche Im(f)
On sait que :

C = vect(1,i)
Orona:

f()=1+i="f1>)
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On en déduit donc que :
Im(f) = {x + ix,x € R} = vect(1 + 1)

d) On pose :
., FolXI = Rl
"PP»P—-X+ 1P
i) Cherchons le noyau de f : ker(f)
On résout :
f(P) = O, [x]
e P=X+1)P
On pose :
P(X) = ap +a;X + a,X% + a3X3
= P'(X) = a; + 2a,X + 3a3X?
= (X + DP'(X) = 3a3X> + (3a3 + 2a,)X? + (2a, + a;)X + a;
On en déduit donc que :
P=(X+ 1P
& ap +a; X+ a,X? + a3X3 = 3a3X3 + (3a3 + 2a,)X?% + (2a, + a;)X + a,
On identifie :
dp = a1
a; = 2a, +a;
a, = 3az + 2a,
az = 3az
- {az =az;=0
a1 = dp
On en déduit donc que :
ker(f) ={ay + apX, ay € R} = vect(1 + X)
ii) On cherche Im(f)

On sait que :
R5[X] = vect(1,X,X?%,X3)
Orona:
f(1)=1et:
vk € [1,3], f(X¥) = X* — (X + kX1
= (1 — k)XK — kxk-1
Onadonc:

f(B) = (1,—1,—X% — 2X,—2X3 — 3X?)
On en déduit donc que :
Im(f) = vect(1, —X?* — 2X, —2X3 — 3X?)

Exercice B.4 : Soit f € L(E). Montrer que :
E = Im(f) + Ker(f) & Im(f) = Im(f?)

On peut déja remarquer que :
vf € L(E),Im(f?) c Im(f)
En effet soit :
y € Im(f?) = Ix € E,f?(x) =y
= f(f(x)) =y
= y € Im(f) (comme image de f(x) par f)
On doit démontrer une équivalence.
1 cas: =
On suppose que :
E = Im(f) + ker(f)

On sait déja que :

Im(f?) c Im(f)




Montrons I’inclusion réciproque !
Soity € Im(f). Onadoncx € E,y = f(x)
On sait que :
E = Im(f) + ker(f)
On en déduit donc que :
3(x4,X,) € kKer(f) X Im(f),x = x; + X,
Or on sait que :
X, € Im(f) = 3x3 € E, f(x3) = x,
On en déduit donc que :
y=f00 =0y +x) = ) +f(x) = f(f(x3) = F2(x3)
=0 car x4 €Ker(f)
On en déduit donc que :
y € Im(f?)
On en déduit donc que :
E = Im(f) + Ker(f) = Im(f?) = Im(f)
2ieme cas
Soit f € L(E) tel que Im(f?) = Im(f)
Soit x € E. Donc f(x) € Im(f). Donc f(x) € Im(f?)
On en déduit donc que :
3y € E, f(x) = f2(y)
On pose alors :
x =x—f(y) +f(y)
Onaalors::
f(x — f(y)) = f() — £2(y) = f(x) — f(x) = O
Onadonc:
x=x—f(y) + @
eker(f) elm(f)
On en déduit donc que :
Im(f?) = Im(f) = E = Im(f) + ker(f)
On en déduit donc 1’équivalence suivante :
Im(f?) = Im(f) < E = Im(f) + ker(f)
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Exercice B.5: Soit f € L(E). Montrer que :
Im(f) N Ker(f) = {Og} © Ker(f) = Ker(f?)

On peut déja remarquer que :
vf € L(E), ker(f) c Ker(f?)
En effet soit :
x € ker(f) = f(x) = 0g
= f(f(x)) = O
= f2(x) = Og
= x € ker(f?)
On doit démontrer une équivalence.
1*"cas: =
On suppose que :
Im(f) N ker(f) = {Og}
On sait déja que :
ker(f) c ker(f?)
Montrons I’inclusion réciproque !
Soit x € ker(f2). On a donc f?(x) = Og
Onadonc:

f(f(x)) = Og




On en déduit donc que :
f(x) € Im(f) Nnker(f) = f(x) = 0 = x € ker(f) = ker(f?) c ker(f)

Onadonc:

Im(f) N Ker(f) = {0g} = Ker(f) = Ker(f?)
21eme cas
On suppose que : Ker(f) = Ker(f?)
Soit x € Im(f) N Ker(f).
Onaalors :

3y € E f(y) = xetf(x) = 0 = f2(y) = 0 = f(y) = x = 0g

On en déduit donc que :

Ker(f) = Ker(f?) = Im(f) n Ker(f) = {Og}
On en déduit donc I’équivalence suivante :

Ker(f) = Ker(f?) < Im(f) n Ker(f) = {Og}
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Exercice B.6 : On pose :
A-{ R[X] - R[X]
P PX+1)-PX)
a) Préciser le degré de A(P) en fonction du degré de P.
b) Démontrer que A est linéaire et préciser son noyau.
c) Montrer que :
vQ € R,_41[X],3P € R,[X],PX + 1) — P(X) = Q(X)

a) On pose
n n-—1
P(X) = Z aXK = a X" + Z aXK,a, #0
k=0 k=0
lercas:deg(P)=n=>1
n-1
P(X+1) = a,(X+ 1)" + Z (X + 1K

k=0
n-2 n-2

=a, X" +na X" +a, X+ D1+ > a X+ 1K+ Z ar(X + Dk

k=0 k=0
n-2

= apX" + na,X* 1 +a,_ X1+ Z b XK

k=0
n—2

=PX+1)—PX) =na, X" 1+ ) XK

k=0
On en déduit donc que :
deg(A(P)) = deg(P) — 1
2me cas : deg(P) < 0
Onaalors:
AP) =0
On en déduit donc que :
deg(P) — 1sideg(P) > 1
deg(A(P)) - { —cosideg(P) <0
b) On a deux choses a faire.
i) Montrons que A € L(R[X]).

V(P,P,) € (RX])2,A € R,A(AP; + Py) = (AP, + P,)(X + 1) — (AP, + P,)(X)

=AP(X+ 1) +P,(X+ 1) — (AP,(X) + P,(X))
=APX+1D-PX)+ (P,X+1)—P(X)
Donc A est linéaire.
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ii) Cherchons ker(A).
On résout :
A(P) = Og[x;
= PX+1) =P(X)
On en déduit donc par une récurrence immédiate que :
vn € N,P(n) = P(0)
On en déduit donc que :
lign P(n) = P(0)
Or on sait que si deg(P) > 1ona:
lim |P(x)| =+
X—+00
On en déduit donc que deg(P) < 0.
De plus on sait que :
VP e RP(X + 1) =P(X)
On en déduit donc que :
ker(A) = R
c) Il faut déterminer Im(A|g_x))
On sait que B = (1,X, ..., X™) est la base canonique de R,[X]. On a alors :
vk € [0,n], A(X¥) = (X + 1)k — Xk

n—-1
— f(B) = <O,1,2X +13X2 43X+ 1, Z (E) xk>

k=0
On en déduit donc que :

n-1
Im(Alp, x) = vect (1,2)( +1,3X2 43X+ 1, Z (1) xk> =R,_,[X]
k=0
On en déduit donc que :
vQ € R,_1[X], 3P € R, [X], P(X + 1) — P(X) = Q(X)

Exercice B.7 : On pose :
{ R3 - R3
f:
x,y,z) » (x+ 2y,4x —y, —2x + 2y + 32)
Montrer que f est un automorphisme de R3.

Il faut prouver que f est un endomorphisme bijective.

i) f € L(R3)
Ona:
X1 X2
V(e e;) € (R?)?2,V(A, 1) € R? 0on pose e; = <Y1> ete, = <YZ>
74 Z)
Onaalors:

X1 X2
f()»el + ez) =f ?\(Y1> + (YZ>
Zq Zy

AX; + X,
=f (7\}’1 + Yz)
)\Zl + ZZ
Axy +x3) + 2(Ay; +y2)
4(Ax; + %) — (Ay; +y2)
—2(Ax1 +%2) + 2(Ay; + y2) + 3(Azg + 2,)
X1 + 2y, X, + 2y,
=7\< 4x1 — y1 >+( 4%, — ¥ )

—2xq + 2y + 324 —2X, + 2y, + 37,
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X1 X2
=Af <Y1) +f (Yz)
Zq )

= )Lf(el) + f(ez)
On en déduit donc que f est linéaire. C’est donc un endomorphisme.
ii) On cherche ker(f)

On résout :
X 0
()~
Y/ 0
x+2y=0
4:){ 4x—y=0
—2x+2y+3z2=0
1 2 0\ /X 0
@(4 4 0)(y):(o)
-2 2 3/ \z 0
On pose :

1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1 2 0
P=<4 -1 0)~<0 -9 0)~(0 1 0>~<0 1 0)~<0 1 0)
-2 2 3 0 6 3 0 6 3 0 0 3 0 0 1
On a trois pivots. Donc la matrice est inversible.
Onaalors:
1 2 0\ /X 0 X 1 2 0\'/0 0
4 -1 0 <y>= 0 <:><y>= 4 -1 0 (0 =<0
-2 2 3/ \z 0 z -2 2 3 0 0
0
Donc ker(f) = {(0)}
0
Donc I’application est injective.
Remarque : Ici il n’est pas nécessaire de prouver la bijective. Un endomorphisme injectif est bijectif ! Je montre que f

est surjective pour vous donner plus d’entrainement pour chercher ’image de f. Mais ce n’est pas nécessaire ! Tout
dépend si vous avez vu le résultat du cours partie B :

Propriété 1.b.3 : Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie de méme dimension et f € L(E,F). Ona
alors équivalence entre :
f bijective & finjective & fsurjective

iii) f est surjective.

On peut démontrer que f est surjective de deux fagons, ou bien juste utiliser qu’un endomorphisme injectif en
dimension finie est bijectif, ce qui est tout de méme plus simple !!

Méthode 1 : Montrons que f est surjective en trouvant 1

Soit (a, b, c) € R3. On résout :
X a
(©)-6
Z C
x+2y=a
(:»{ 4x—y=Db
—2x+2y+3z=c
1 2 0\ /X
@<4 4 0><y>=<
-2 2 3/ \z
X 1 2 o\!
@(y>=<4 -1 0)
Z -2 2 3




Ainsi on obtient que :

a X X
v<b> € R3,3! <y> € R3 f <y>
C yA yA

Donc f est bijective. (On n’a méme pas besoin du ii) avec cette méthode !)

1 2 o\t
Pour trouver f~1 il fauttrouver | 4 —1 0 !

-2 2 3
On peut faire 1’algorithme de Gauss :

1 2 0
( 4 -1 0)
-2 2 3
1 2 0
Lycly—4L, 0 -90
LieLg+2L, N0 6 3
1 2 0
~ (0 1 0)
Lye—gla\0 6 3
1 2 0
~ 0 1 0
Lacla=6lz \o ¢ 3
1 2 0
~ 0 1 0
Ly3ls \0 0 1
1 0 O
~ 0 1 0
Licli=2lz \g o 4
1 0 O
0 1 0)
0 0 1

Onadonc:
1 2
9 9
]3_1 = f _l
9 9
\ )
9 9
Onadonc:
R3 - R3

1 0
Lycly—4L, —4 1
L3<—L3+2L1 2 0
1 0
4 1
Lz(———Lz 9 9
1
4
|l 9 9
L3(—L3 6L2\ 2 2
3 §
1
4 1
~ 9 9
L3(—§L3 2 2
9 9
1
(5 3
| 4 1
LyeL, 2L, 5 )
2
9

2 2 1)

f-1. 1 2 4 1
x,y,2) » (x+ —y,= 5y,——x+—y+—z

9Yg*
On remarque que :

On aurait pu le voir en calculant :

On a donc f bijective, donc ¢’est un automorphisme !
Méthode 2 : On peut montrer que Im(f) = R3

9 9 3
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Pour cela on peut regarder I’image des vecteurs d’une base de R®. On a:
1 1 0 2 0 0
0 -2 0 2 1 3

1 2 0
Il faut ensuite montrer que B = ( 4 ) <—1> , (0) est une base de R3. Comme #B = 3, il suffit de montrer qu’elle
-2 2 3

s(8) () ()-(o)

)\1"‘2)\2:0
:{

est libre, ce qui revient a résoudre :

42 -2, =0
—2M + 22, +303=0
= A = A, = A3 = 0 (d’'apresle calcul du noyau de f)
Donc la famille est libre et de cardinal 3, ¢’est donc une base de R3. Donc on a Im(f) = R3. Donc f est surjective.

Donc f est un automorphisme de R3.

Exercice B.8 : On pose :
ol = BolX
P - PII
Déterminer 1’image et le noyau de f.

i) On cherche ker(f)

On résout :
f(P) = Og,[x]
& P = ORn[X]
& 3(a,b) eR?,P(X) =aX+b
Onadonc:

ker(f) = Rq[X]
ii) On cherche Im(f)
On peut regarder les images par f des vecteurs de la base canonique :
vk € [2,n], f(X¥) = k(k — 1)Xk2
Onadonc:
Im(f) = vect(2,6X, ...,n(n — 1)X"2) = R,_,[X]
(2,6X, ...,n(n — 1)X"~2) est une famille libre de R, [X] et génératrice de Im(f).
Onadonc:
Im(f) = vect(2, 6X, ...,n(n — 1)X"2) = R, _,[X]

Exercice B.9 : On pose :

{ Ry [X] = Ry [X]

“(P » P(X) — XP'(0) — X2P"'(0)
Déterminer 1’image et le noyau de f.

i) On cherche ker(f)
On résout :
f(P) = O, [x]
& P(X) —XP'(0) — X*P"(0) = Og_[x]
Si deg(P) = 3 alors :
deg(P(X) — XP'(0) — X?P"(0)) = deg(P) = 3
Donc P € ker(f) = deg(P) <2
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On pose :
P(X) = ag + a;X + a,X?
Onadonc:
P(X) — XP'(0) — X?P"(0) = ap + a;X + a,X? — a; X — 2a,X?
= —a,X% +a,

On en déduit donc que :

Peker(f) ®a, =a,=0
Onadonc:

ker(f) = {AX,A € R}
ii) On cherche Im(f)
On peut regarder les images par f des vecteurs de la base canonique :
vk € [3,n], f(X¥) = XK = X x k x 0871 — X?k(k — 1) x 0Kk2 = Xk
f(X?) =X? —2X?=-X?etf(1) =1
Onadonc:
Im(f) = vect(1, —X2,X3 ..., X")

(1, —X2,X3 ..., X™) est une famille libre de R, [X] et génératrice de Im(f).
Onadonc:

n
Im(f) = (1, -X%, X3 ..., X") =<{P(X) = Z a;X', (ag,ay,...,a,) €ER®

i=0
i#1

Exercice B.10 : Soient E,F,G trois espaces vectoriels, (f,g) € L(E,F) x L(F, G). Montrer que :
a) ker(gof) = f~*(ker(g) N Im(f))
b) f‘l(ker(g)) = f‘l(ker(g) n Im(f))

a) C’est une égalité d’ensemble. On le prouve donc par double inclusion.
i) ker(gof) c f~1(ker(g) N Im(f))
Soir x € ker(gof)
= gof(x) = Og
= g(f(x)) = 0g
= f(x) € ker(g) N Im(f)
= x € f~1(ker(g) N Im(f))
On en déduit donc que :
ker(gof) c f~!(ker(g) n Im(f))
i) f~1(ker(g) N Im(f)) c ker(gof)
Soitx € f~1(ker(g) N Im(f))
= f(x) € ker(g)
= g(f(x)) = Og
= X € ker(gof)
On en déduit donc que :
f~1(ker(g) N Im(f)) N ker(gof)
On en déduit donc que :
ker(gof) = f~1(ker(g) n Im(f))

b) C’est une égalité d’ensemble. On le prouve donc par double inclusion. Ici on va raisonner par équivalence
directement !
On sait que :
ker(gof) = f~*(ker(g) N Im(f))
On doit donc prouver que :

ker(gof) = f~!(ker(g))
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Soit x € ker(gof). On a donc :
g(f(x)) = 0
< f(x) € ker(g)
& x € f~1(ker(g))
Onadonc:

f=1(ker(g)) = f~"(ker(g) N Im(f))

Exercice B.11: Soit B = (e, e,, e3, e4) la base canonique de R* et B = (f,. f5. f3) la base canonique de R3.
On pose u € L(R* R3) une application linéaire définie par :
u(ey) =f; —f, + 2f3,u(ey) = 2f; + £, — 3f;3,u(e3) = 3f; — f5,u(ey) = —f; — 2f, + 5f3
1) Déterminer I’image du vecteur x = (2,6,5,—1) par u.
2) D’une fagon générale déterminer 1’image par u du vecteur X = (X4, Xy, X3, X4)
3) Déterminer une base de ker(u) et sa dimension.
4) Déterminer une base de Im(u) et sa dimension.

1) On sait que u est linéaire. De pluson a :

2 1 0 0 0

_[e6)_,[0 1 0\ (o

X = 5 =2 0 +6<0 +5 1 <0

-1 0 0 0 1

Onadonc:
/ 2 0 0 \
6 1 0
-1 0 0

2) De la méme fagon on a:

I
X
e

=u®) =ul| x;

= XU + X,u

0

0

1

0
1 2 3 -1
=x1(—1>+x2( 1 >+x3( 0 >+X4<—2
2 -3 -1 5

X1+ 2%y + 3X3 — Xy

=< —X1 + Xy — 2Xy )

2X1 - 3X2 - X3 + 5X4

S OO

— O oo roocor
PO
S or o
+
>
w
[
v
+
e
S
o
~— KL ococoifocod

On en déduit donc que :
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( R* - R3
. il X1 + ZXZ + 3X3 — X4_
u: 2 I—)( —X1+X2_2X4 >

X
2X1 - 3X2 — X3 + 5X4_

kX4

w

3) On résout :
u(x) = Ops
X1 +2X, +3x3—x4 =0
4:){ —X1+X; —2x4 =0
2%y — 3%, —X3 +5x, =0
On a un systeme compatible (car homogene, le second membre étant 0) de quatre inconnues et trois équations. On en
déduit donc que le systéme admet une infinité de solutions.

Ona:
X1+ 2%, +3%x3 — %4 =0
{ —X1+X,—2%x4 =0
2% — 3%, — X3 +5x, =0
Xq + 2%, + 3X3 = X4
(:){ —Xq + Xy = 2%y
2Xq — 3%, — X3 = —5x4
1 2 3 X1 X4
-Gy o)) ()
2 -3 -1/\x3 —5Xy
Ona:

1 2 3 1 2 3 1 2 3

-1 1 0 )]~(0 3 3 ]1~(0 1 1

2 -3 -1 0o -7 -7 0 0 O
1 2 3

Comme P = (1 1 0 ) a deux pivots, elle n’est pas inversible et on en déduit que le systeme linéaire
2 =3 -1

—X1+X,—2x4 =0
2% — 3%, — X3 +5x, =0
admet deux inconnues secondaires. Donc on en déduit que :
dim(ker(u)) = 2 (portée par le choix de x; et x, par exemple !)
Il faut a présent trouver une base de ker(u).

{X1+2X2+3X3_X4=0

Ona:
Onadonc:
X
1 <O>
X2
u X =10
3
Xy 0
{xl + 2X, = X4 — 3X3
_Xl + Xz - 2X4_
Xl - _X3 - X4_
= {XZ = —X3 + X4
Onadonc:
X1 X1 —X3 — Xy
X5 Xp | [ —X3+ Xy
xs | € ker(u) & X5 | = Xa
X4 X4 X4
Onadonc:
-1 -1
ker(u) = vect _11 , (1)
0 1

4) On peut utiliser ici le théoréme du rang :
dim(ker(u)) + rg(u) = 4 = rg(u) = 2
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Donc u n’est pas surjective.
Si vous n’avez pas encore vu le théoréme du rang on va montrer que dim(Im (u)) = 2. On a deux méthodes pour
cela.

Méthode 1 : On regarde les images des vecteurs de la base canonique de R* :
1

o
o O

o
o OO
Il
|
NIRRT
~_—
o
S O
Il
|/—\
wb—‘l\)
~—
o
—_
Il
|
HOUJ
N——
[t

o

0

. - 0

0

1
1 2 3 -

On sait que : Im(u) = vect <—1>;( 1 ),( 0 ):(— )
2 -3 -1 5

On a quatre vecteurs de R3 donc la famille est lie.
On peut voir que :

— ()-()-(2)
)-()-6)

((DEHE)~(C)

1 2

La famille (—1) ; ( 1 ) est libre car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires !
2 -3

On en déduit donc que :

1 2

Im(u) = vect (—1);( 1 ) etdim(Im(u)) = 2
2 -3

Méthode 2 : On résout

X
x| (2
ul | x, = <b>
Xy ¢
Xy +2X, +3x3— x4 =a
@{ —Xqy +X,— 2%, =Db
2X1 — 3%, — X3+ 5%, =¢
Ici ce systéme n’est pas homogene donc n’admet pas nécessairement de solution !
On peut remarquer que :

1 7
_§(X1 +2X2 +3X3 _X4)_§(_X1 +X2 _2X4) = 2X1_3X2 _X3 +5X4

Pour que le systéme soit compatible on doit donc avoir :

17
3873°7°¢

On en déduit donc que :

a
<b> €Im(u) & —-a—-7b—-3c=0
C

Onadonc:



X

Im(u) = {(y) ER3,x+7y+3z= 0}
zZ

C’est donc un plan vectoriel, dim(lm(u)) =rg(u) =2

Il reste a trouver deux vecteurs non colinéaires de Im(u) :

Par exemple :
3 0
e1=<0>,e2= (3)
-1 -7

3 0
Im(u) = vect ( 0 )( 3 ) etdim(Im(u)) = 2
~1/ \-7

Onadonc:

Page 20 sur 41

Partie C : Isomorphismes

Exercice C.1 : Pour les applications suivantes, déterminer Ker(f;) et Im(f;) et en déduire si ce sont des
isomorphismes :

: R? > R? : R3 - R3

D E {(x,y) = (2x+y,x—y) R& {(X.y,Z) > (2X+y3+ Zy —2X+Y)
. R? - R* _ R3[X] - R

O {2 o 4,0 75,5+9) IE {P o (P(~1),P(0), P(1))

a) On pose :
f_ { R? - R?
&xy) e @Cx+yx—y)

Il suffit de montrer que f est injective car ¢’est un endomorphisme !
i) On cherche ker(f).
On résout :

On en déduit donc que :

=)

Donc f est injective, donc surjective car ¢’est un endomorphisme.
On en déduit donc que f est un automorphisme de R2.
i) On a ainsi :

Im(f) = R?

b) On pose :
f_{ R3 - R3
"Xy z) 2x+y+zy—7zx+Yy)

Il suffit de montrer que f est injective car ¢’est un endomorphisme !

On cherche ker(f). On résout :
X 0
(()-G)
y/ 0

2x+y+z=0
(:){ y—z=0
x+y=0
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=0 1 26

2 1 1 g _11 2 1 1

P={0 1 -1|~ 1/~10 1 -1

11 0 0 5 0 0 O
2x+y+z=0

On a donc 2 pivots ! Le systeme compatible { y—z=0  (car homogéne !) admet donc une infinité de solutions !
x+y=0

()

Donc f n’est pas injective, donc n’est pas surjective car ¢’est un endomorphisme.
On en déduit donc que f n’est pas un automorphisme de R3.

On peut chercher alors ker(f) et Im(f) !

i) On cherche Kker (f)

On pose :

N R

On en déduit donc que :

On sait que :
X 2x+y+z=0
<y>€ker(f)<:>{ y—z=0
Z x+y=0
2x+y+z=0 _
4:){ x4y =0 (car2L; — L; = Ly)
X = —y
@{Z:y
Onadonc:

X 1
ker(f) = {(_X>,x € ]R} = vect <—1>
ii) On cherche a présent Im(f).

On sait d’apres le théoréme du rang que :
dim(ker(f)) + rg (f) =3
= rg(f) =2
Pour trouver I’image de f, on peut appliquer deux méthodes.
Méthode 1 : On regarde les images des vecteurs de la base canonique de R3 :

(©)-@(@)-6

Remarque : On peut d’arréter la car on sait que dim(lm(f)) = 2 et on a ici deux vecteurs non colinéaires de Im(f).

Onadonc:
2 1
Im(f) = vect (0), <1>
1 1

Mais cela ne co(te rien de le vérifier dans cette correction :

(6)-(
- () ()3

Onadonc:
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Or on voit que :

(-6
o (§0) () ()

(©)-6)

2x+y+z=a
@{

Onadonc:

Méthode 2 : On résout

y—z=b
XxXt+ty=c
Ce systéme n’est pas nécessairement compatible ! On sait que :
2x+y)—(2x+y+z)=y—z
2x+y+z=a
Onendéduitque:{ y—z=b admetdes solutions si et seulementsi 2c—a =b

Xx+y=c
X
Im(f) = {(y) ER3Sx+y—2z= O}

Z
Pour trouver une base de Im(f) il suffit de prendre deux vecteurs non colinéaires de Im(f). Par exemple :

2 0
61 = <0> et e2 = <2>
1 1
2 0
Im(f) = vect <0> , (2)
1 1

Onadonc:

Onadonc:

c) On pose :
¢ { R? > R*
’ (X'Y)'—’(Y'O'X_7Y’X+Y)

f ne peut étre un isomorphisme car dim(R?) # dim(R*)
On peut déterminer ker (f) et Im(f)

i) On cherche ker (f).

On résout :

oo o O

oo O O

ii) On cherche Im(f)
On peut utiliser le théoréme du rang :
dim (ker () + rg(f) = dim(R?)
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=rg(f) =2
Pour trouver Im(f) on va regarder I’image de deux vecteurs de base de R?.
Ona:

On en déduit donc que :

/ 0 1
Im(f) = vect 0 , 0
1 -7
1 1

d) On pose :
: { R;[X] - R®
" |P ~ (P(—1),P(0),P(1))

On peut déja conclure que ce n’est pas un isomorphisme car dim(R3) # dim (R3[X])
i) Cherchons ker (f)
On résout :
f(P) = Ogs
P(-1)=0
& { P(0)=0
P(1) =0

X+ 1|P
4:){ X|P

X—1|P
&P =X+ DXX-1)QX)

Or on sait que deg(P) < 3. On en déduit donc que deg(Q) < 0 donc Q est constant.
On en déduit donc que :

Peker(f) & INe R PX) =AX+ DXX-1)
On en déduit donc que :

Ker (f) = A(X + DX(X — 1),1 € R} = vect((X + DX(X — 1))
Onadonc:
dim(ker(f)) =1

ii) On cherche Im(f)
En utilisant le théoréeme du rang on en déduit que :

1 0 0
rg(f) = 3 = Im(f) = R3 = vect <O><1><0)
0 0 1

On peut le prouver aussi de deux autres méthodes.
Méthode 1 : On regarde les images des vecteurs de la base canonique de R5[X] :
OnaB = (1,X,X? X3) labase canonique de R;[X]. On a donc :

1 -1 1 -1
f(1) = (1>,f(X) = ( 0 ),f(xz) = <0>,f(x3) = ( 0 )

1 1 1 1

1 -1 1 -1
Im(f) = vect (1),( 0 ),(O),( 0 )
1 1 1 1
1 -1 1
= vect (1),( 0 >,(0>

1 1 1

Onadonc:




1 -1 1
Il reste @ montrer que la famille (1)( 0 )(0) est libre. On résout :

1 1 1

1 -1 1 0
M<1>+A2<0)H3(0)=(0>
1 1 1 0
M—2A+2A3=0
@{ M=0
M+A+23=0
A +2A3=0
@{ M=0
A+A3 =0
SM=A=23=0

1 -1 1
La famille (1) ,( 0 ), (0) est libre, c’est donc une base de R3 et :

1/ \1/ \1
Im(f) = R3

a
£(P) = <b>
C

a
f<—%aX(X— 1) —bX - DX+ 1) +%CX(X+ 1)) = (b)

C

Donc f est surjective.

Méthode 2 : On résout

Orona:

Donc f est surjective et Im(f) = R3.
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Exercice C.2 : Déterminer la dimension de :
U={(uy) € RY, Upys = 2Upgp + Upgg — 2y}

On construit un isomorphisme entre U et R3. On pose :
U- R3

. uO
B () o (ul>
Uz
0
f((up)) = <0>
0

N Unt+3 = 2Upy4p + Upyq — 2Up
Up=u; =u, =0

Montrons que f est un isomorphisme.
i) f est injective
En effet il suffit de résoudre :

Montrons que (u,) = Ogwn par récurrence.
On pose la proposition suivante :
vneN,P(n):"u, =0 =Uppq = Upys "
: Pour n = 0 la proposition est vérifiée.
: Soitn € N, fixé. On suppose vraie P(n). Onaalors:
Up+3 = 2Upyp + Upyg — 2Up =0
= Up43 = 0 = Upyq = Upyo
Donc la proposition P (n + 1) est vraie.
: On conclut avec le principe de récurrence.
On en déduit donc que :
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ker(f) = {Ogn}
Donc f est injective.
i) Montrons que f est surjective.
V(a,b,c) € R3, on pose :

Ug = 4a
ul == b
(un) ° u2 =C

vn € N,u,,3 = 2upyp + Uy — 2uy

f((u) = (ﬁ)

C

Onaalors:

Donc f est surjective.
Donc f est un isomorphisme et dim(u) = dim(R3) = 3

Exercice C.3: Soit f € L(E, F). Soit G un supplémentaire de ker(f) dans E. Montrer que G et Im(f) sont isomorphes.

Ona:
E = ker(f) &G
On pose :
(G = Im(f)
' { X+ f(x)
On veut montrer que ¢ est un isomorphisme.
i) ¢ est linéaire car f est lineaire.
ii) f est injective
On résout :
f(x) = Og
= x € G N ker(f)
= x = {0g}
On en déduit donc que :
ker(f) ={0g}
Donc f est injective.
iii) f est surjective
Soity € Im(f). Onaalors :
Ix €E,f(x) =y

= 3(x4,X;,) € Ker(f) X G, f(x) = f(x; + x5)
= f(xq) + f(x2)
= f(x2)
Donc f est surjective.
On en déduit donc que f est bijective, ¢’est donc un isomorphisme. Donc G et Im(f) sont isomorphes.

Partie D : Endomorphismes définie sur une base, sur des sous-espaces supplémentaires

Exercice D.1: On pose F = vect((1,0,0)), G = vect((1,1,0), (1,1,1)).

a) Montrer qu’il existe une unique application linéraire f: R3 — R3 telle que :
Vu € F, f(u) = 2u, Vv € G, f(v) = —v

b) Expliciter cet endomorphisme.

a) On pose :

1 1 1
e;=(0),ep=|1)eteg=|1
0 0 1
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1 1 1
On sait que la famille B = (0)(1) (1) est une famille libre de R3. En effet si on résout :
0 0 1
Aieg +2e; +Azez = Ops
M+A,+23=0
s { Ay +23=0
A3 =0
SAM=2A=2=0

1 1 1
On en déduit donc que B = (0), <1) , (1) est une famille libre de R3. Comme #B = 3 = dim(R3) on en déduit
0 0 1

que c’est une base de R3.
Ainsiona:

R3 = FOG
On en déduit donc que :

Vx € E,3(X1,%X3) EFX G, x=%x; + X,
= f(x) = f(xq) + f(x7)

= 2Xq — Xy
Ainsi f est entierement déterminé.
Il reste & montrer ’unicité.
On suppose qu’il existe une application linéaire g tel que :

Vu € F,g(u) = 2u,¥v € G, g(v) = —v

On pose :

h=f-g
Onaalors::

vx € E,h(x) = h(x; + x5)
= h(xy) + h(xz)
= f(xq) — g(xq) + f(x2) — g(x2)
= 2%, — 2X1 + (—x3) + X,
= Os

Donc g = f. On a bien unicité de f!

X 1 1 1
b) Il faut décomposer un vecteur e = <y> dans la base (0) , <1> , (1) .Ona:
Z 0 0 1
X 1 1 1
(y) =x-y) <0) +(y—12) (1) + z(l)
Z 0 0 1
€F eG
X 1 1 1
f <y> =f (x—y)(O) +f (y—z)(1)+z<1>
zZ 0 0 1
1 1 1
=2(x—vy) (0) +(z—-y) (1) - Z(l)
0 0 1
2x — 3y
()
—Z
R3 - R3

N

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :
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Exercice D.2 : On pose F = vect((1,0,0)),G = {(x,y,2) € R} x+y +z = 0}.
a) Montrer qu’il existe une unique application linéaire f: R3 — R3 telle que :

vu € F,f(u) = —2u,Vv € G,f(v) = v
b) Expliciter cet endomorphisme.

a) Comme dans I’exercice D1, on veut montrer que :

R3 = FOG
Pour démontrer cela on a deux choses a faire :
i) On cherche F N G

X
Soite = <y> eFNG
Z
Onaalors:

eEF=>y=z=0
eeEG=>x+y+z=0
On en déduit donc que :

X
e=<y>€FﬂG=>x=y=z=0
z

-0

1
dim(f) = dim| vect (0) =1
0

Onadonc:

i) dim(F) + dim(G) = dim(R3) =3
On sait que :

De plus on sait que :
G={(xy,z) ER},x+y+z=0}
Intuitivement on peut voir que dim(G) = 2. Mais il faut le faire « proprement ». Tout d’abord on peut voir que :

1
dim(G) < 3 car (1) ¢ G
0

1 1
e1=<—1>EGete1=(0>EG
0 -1
1 1
vect (—1),( 0) c G=dim(G) =2
0 -1

1 1
dim(G) = 2 et G = vect (—1),( 0 >
0 -1

R3 = FOG

Deplusona:

Onadonc:

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :
vx € E,3(x1,%x;) EF X G,Xx =%, + X,
= f(x) = f(x1) + f(x;)
= —2xq + X,
Ainsi f est entierement détermine.
Il reste @ montrer I’unicité.




On suppose qu’il existe une application linéaire g tel que :
Vu € F,g(u) = —2u,Vv € G, g(v) =v
On pose :
h=f-g

Onaalors:

vx € E, h(x) = h(x; + x;)

= h(x) + h(x;)
= f(x1) — 8(x1) + f(x2) — g(x2)
= —2%; + 2x1 + (X3) — X3
= Ops

6 = vect ( ) ( )
0 1
X 1
Il faut décomposer un vecteur e = <y> dans la base < ) ( > (0) .Ona:
Z 1
X
<y>=(X+y+Z)< )+( y)( 1>+( Z)( >
v 0 0 -1

€eF €G

X 1 1 1
f <y> =f (X+y+z)(0> +f (—y)(—1>+(—z)(0)
Z 0 0 -1
-2 1 1
:(x+y+z)(0>+(—y)(—1>+(—z)(0>
0 0 -1
—2x—3y—z
()
vA

Donc g = f. On a bien unicité de f!
b) On sait que :

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :
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Exercice D.3: On pose f: R® - R3 telle que :

G- (6)- G =)=

Il suffit de calculer :

Déterminer I’image de f, Im(f).
1 0 1
g (1),<1>,(2>
1 2 3

On peut voir que :

On en déduit donc que :
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GEHE)-GH

De plus les deux vecteurs (1) et (1) sont non colinéaires donc on en déduit que :

1 2
1 0
G))-2
1 2
On peut donc en déduire que :

1 0 1 0
Im(f) = vect (1),(1) = {A(l) + u(l),(?\, ) € R?
1 2 1 2

On peut exprimer 1’équation du plan vectoriel !

On sait que :
X X 1 0 A
<y> €Im(f) & I\, ) € R2,<y> :A<1> + u(l) = <A+ u)
Z Z 1 2 A+ 2p

X
<y>€lm(f)<:)2y—x=z

Z

On en déduit donc que :

Onadonc:

1\ /0 1 0 X
Im(f) = vect (1)(1) = {A(l) + u(l),(x, W € RZ} = {(y) ER}x—2y+z= 0}
1/ \2 1 2 z

Partie E: Endomorphismes remarquables

Exercice E.1: On pose :

1 1 1
e = (0) ; €y = (1); e = (2>,F = vect(e, e;) et G = vect(es)
0 0 3

a) Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.
b) Déterminer I’expression du projecteur p sur F parallelement a G.
c) Déterminer I’expression de la symétrie par rapport a G paralléement a F.

a) On veut montrer que :

R3 = FOG
Pour démontrer cela on a deux choses a faire :
i) On cherche F N G

X
Soite:<y>anG

VA
Onaalors:

X 1 1
eeF=13(\p E]RZ,<y =7\<O>+u<1>
Z 0 0

X 1
eeG:>EIyER,<y>=y(2>

3

Z

X 1 1 1
e= <y> EFNG= I\ uy) € R3,y<2> =A<0>+u(1>
z 3 0 0

=v=0

Onadonc:
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-y

X
e=<y)EFnG:>x=y=Z=0
zZ

0
0
ii) dim(F) + dim(G) = dim(R3) =3

On sait que :
1 1
dim(f) = dim| vect{ {0 ], 1 =2
0/ \O

1
dim(G) = dim| vect (2) =1

On en déduit donc que :

Onadonc:

De plus on sait que :

On en déduit donc que :
R3 = FOG

X 1 1 1
b) On doit décomposer un vecteur <y> dans la base (0) , <1> , <2>
Z 0 0 3

et

€F €G

On en déduit donc que :

Illustration :

5
e=(0)|==X(2]+=|{0)]——=|1|=|10 |+ 10
s/ 3 \3/ 3\o/ 3\ |3 \—%
1
) el
2

1 3
Doncp({O])]|=| _10
5 3

c)Ona:
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—X
Z
Onadonc:
]R3—>R3
—X
s={<§)ﬁ( I
3
\\z )
Illustration :
(3) (-3)
e=(0)=3x(2]+3{0)-=5|1 =10 |+]| 10|
= & AUA A
EVeCt@) Evect<<(1)>,<i>> 5 0
0 0
5 _2 7
1 3 3 3
Doncs|( (0] |=(210]— _10|={20
5 3 3 3
5 0 5

Exercice E.2 : On pose F = vect((1,0,0)),G = {(x,y,z) € R} x+y —z = 0}.
a) Montrer que F et G sont supplémentaires dans R3.

b) Déterminer I’expression du projecteur p sur F parallélement a G.

c) Déterminer I’expression de la symétrie par rapport a G paralléement a F.

a) On veut montrer que FOG = R3

X
Soite = <y> eEFNG
Z
Onaalors:

eeEF=y=z=0
eeEG=>x+y—z=0
On en déduit donc que :

X
e=<y>€FnG=X=y=z=O
vA

-0

1
dim(f) = dim| vect (0) =1
0

Onadonc:

i) dim(F) + dim(G) = dim(R3) =3
On sait que :

De plus on sait que :
G={(xy,z) ER}%x+y—z=0}
Intuitivement on peut voir que dim(G) = 2. Mais il faut le faire « proprement ». Tout d’abord on peut voir que :

1
dim(G) < 3 car (1) €G
1
Deplusona:
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L

Il
—
ol m

1
—1>EGete2=<0>eG
1
1 1
vect| {=1],{0] ) c G= dim(G) =2
0 1
1 1
dim(G) =2etG=vect| | —-11,{0
0 1

R3 = FOG

X 1 1 1
b) On doit décomposer un vecteur <y> dans la base (0) , <—1>, (O)
zZ 0 0 1

Ona:
X X 1 1 1
v <y> € R3, <y> =x+y—12) <O> + (—y) <—1) + (2) (0)
zZ zZ 0 0 1

EF €G

Onadonc:

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :
]R3 N ]R3

JONEy

c)Ona:
X 1 1 1
s <y> =—(x+y—z)<0>+(—y)<—1>+(z)(0>
z 0 0 1
—X—2y+ 2z
()
z
Onadonc:

R3 > R3

s X —Xx— 2y + 2z
-y
Z YA

Exercice E.3 : Soit A € R[X],A4 # 0. On pose f,: R[X] = R[X] I’application qui a tout polyndme P associe le
polynéme R, reste de la division euclidienne de P par A.
Montrer que P est un projecteur et déterminer son image et son noyau.

i) Montrons que f, est un projecteur.
Il suffit de montrer que :

f/f = fa
Soit P € R[X].Ona:

P=QA+R
3 (QR) € RIX {40 2) < deg(P)
Onaalors:
fa(P) =R
Onadonc:

f2(P) = fa(R)
Or on sait que :
R = A X Ogx) + R etdeg(R) < deg(A)




Onadonc:
fZ(P) = fa(R) = R = f5(P)

Donc on a bien :

fg =fj
Donc f, est un projecteur.
i) On cherche ker(fy).
On résout :

foa(P) = Ogx] = R P = QA + Opx
< P=QA

< A|P

On en déduit donc que :
ker(fy) = {QA,Q € R[X]}
iii) On cherche Im(A)
On résout :
fa(P) = R = deg(R) < deg(A)
On en déduit donc que :
R € Im(fy) = R € {P € R[X], deg(P) < A}
Réciproquement soit Q € {P € R[X],deg(P) < A}. Onaalors :
fa(Q =Q
Donc Q € Im(f,). On en déduit donc que :
Im(fy) = {P € R[X],deg(P) < A}
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Exercice E.4 : Soit E un espace vectoriel et p un projecteur de E.
a) Montrer que Idg — p est un projecteur.
b) VA € K\{0; 1}, p — Aldg € GL(E)

a)Ona:
(Idg — p)* = (Idg — p)o(Idg — p)
=Idg —p —p + p?
=ldg—p—p+p
=Idg —p
Donc Idg — p est un projecteur.
b) On sait que :
p — Aldg € GL(E)
= ker(p — Aldg) = {0g}
On observe une condition pour qu’un vcteur e soit un élément de ker(p — Aldg) :
Ona:
x € ker(p — Aldg) © (p — Aldg) (x) = 0g
& p(x) —Ax =0
< p(x) =xA
= p(p(®) = p(A)
& p(x) =2p(x)
& (1-Mpx) =0g
- {1 —-A=0
p(x) = O
N { A=1
x € ker(f)
= 1€ {0;1}
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Exercice E.5: On pose :
R?® - R3

£ X 1 4x—y—2z
' <y> |—>§<—2x+ 3y—4z)
zZ —X—y+3z

Montrer que f est un projecteur et en déduire ces éléments caractéristiques.

i) On calcule fof
Ona:

X X 1 4x —y— 2z
Ve = (y) € R3, fof <y> =f §<—2x + 3y — 42)
Z y/ —X—y+ 3z

4(4x —y—2z) — (—2x+ 3y — 4z) — 2(—x—y + 32)
=—|-2M4x—y—2z)+3(-2x+3y—4z) —4(—x—y + 3z)
25 —(4x—y—2z) — (=2x+3y—4z) + 3(—x—y + 32)
1 ( 4x —y — 27 >
=—|—-2x+3y—4z
—X—y+3z

On a donc fof = f donc f est un projecteur.
On cherche alors son noyau et son image.

ii) On cherche ker(f) :
X 0 4x —y — 2z 0
f <y> = (0) = (—Zx + 3y — 4z> = (0)
VA 0 —X—y+ 3z 0

On résout :
4x—y—2z2=0
4:){—2x+3y—4z =0 (L) + (Ly) = —2(L3)

—x—y+3z=0

4x—y—2z=0
{—2x+3y—4z=0
4x —y =2z

{—2x+3y=4z

= {yX: ZZZ

Z
ker(f) = {(22),2 € ]R{}
Z
iif) On cherche Im(f) = ker(f — Idg3)

On résout :
X X 4x —y — 2z = 5%
f <y> =<y>(:){—2x+3y—4z=5y<=)—x—y—22=0

vA z —x—y+3z=>5z

On en déduit donc que :

Onadonc:

X
Im(f) = {(y) ER3x+y+2z= O}

Z
X

Z
Donc f est la projection sur {(y) ER3,x+y+2z= 0} parallelement a {(22) ,Z E ]R}.
Z Z
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Exercice E.6 : Soit E un K — ev, soient p et g des projecteurs de E.
a) Montrer que p+q est un projecteur si et seulement si poq = qop = 0.g)
b) Montrer qu’alors :
Im(p + q) = Im(p)®Im(q)
ker(p + q) = ker(p) N ker(q)

a) C’est une équivalence !
1" cas: =
On sait que p + q est un projecteur. On a donc :
(p+@*=p+q
= (p+q@o(p+q =p®>+pogq+qop+q*=p+q
=p+poq+qop+q=p+q
= poq + qop = Og
= poq = —qop
On compose par p a gauche, on a alors :
poq = —qop
= popoq = —poqop
= poq = —poqop (car p* = p)
De plus on compose a droite par p :
poq = —qop
= poqop = —qopop
= poqop = —qop
On en déduit donc que :
poq = —poqop = qop
On en déduit donc que :

poq + qop = Og
= 2poq = O
= poq = Og
= qop = Og
2Mme cas 1
On sait que :
poq = qop = Og
Onadonc:

(p + @)% = p* + poq + qop + q°
=p+q
On en déduit donc que p + q est un projecteur.
C’est donc une équivalence.
b) Dans cette partie on sait que p + q est un projecteur.
i) Im(p + q) = Im(p)®Im(q)
On veut montrer que :
Im(p + q) = Im(p)®Im(q)
On doit donc montrer deux choses :
e Im(p)®Im(q) =G
e Im(p+q) =Im(p) +Im(q)
Montrons que Im(p) et Im(q) sont en somme directe, ¢’est-a-dire que leur intersection est réduit a 1’é¢1ément nul.
Ona:
€ Im(p) N Im(q) = 3(xy,%,) € EZ,{p(Xl) —7
y (p) (@ (x1,%2) q(x,) =y
= p(x1) = q(x2)
= qop(x1) = q(xz) = Og
=y =0g
Onadonc:
Im(p) N Im(q) = {0g}




Montrons a présent que : Im(p + q) = Im(p) + Im(q)
C’est une égalité d’ensemble. Nous devons donc montrer une double inclusion.
1*"cas : Im(p + q) c Im(p) + Im(q)
Soity € Im(p + q). Doncil existex € Etel que (p + qQ)(x) =y
= p() + a9 =y
€lm(p) €lm(q)
Onadonc:
_\ Im(p + @) < Im(p)®Im(q)
2™ cas : Im(p) + Im(q) < Im(p + q)
Soity € Im(p) + Im(q). On en déduit donc que :
A(y1,y2) € Im(p) x Im(q),y = y1 +y:
= 3(xq,%2) € B2y = p(x1) + q(x3)

On compose par p et q puis on utilise que poq = qop = O :

p(y) = p(p(x1) + q(x2)) = p(x41)

a) = a(p(x1) + a(x2)) = q(xz)
Onadonc:

y=p) =q@) =+ )
=ye€lm(p+q)

On en déduit donc que :

Im(p) + Im(q) < Im(p + q)
Onadonc:

Im(p + q) = Im(p)®Im(q)

On doit démontrer que :

ker(p + q) = ker(p) N ker(q)
C’est une égalité d’ensemble. Nous allons aussi le faire par double inclusion.
1°" cas : ker(p + q) < ker(p) n ker(q)
Soit x € ker(p + q)
On en déduit donc que :

(p+ ) = 0g

= p(x) = —q(®)
= qop(x) = —q(x) =0
= x € ker(q)

On fait de méme en composant par p. On obtient x € ker(p)
On en déduit donc que :

x € ker(p) N ker(q)
2°me cas : ker(p) N ker(q) c ker(p + q)

Cela est toujours vrai ! Soit x € ker(p) N ker(q). Alors p(x) = q(x) = 0g, onadonc :

p(x) +qx) = (p+q)(x) = 0g
Donc x € ker(p + q)
Onadonc:

ker(p) N ker(q) = ker(p + q)
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Exercice E.7 : On pose :
R3 N R3

£ X 1 X+ 8y — 4z
) <y>n—>—< 8x+y+4z )
zZ 9 —4x+ 4y + 7z

Montrer que f est un projecteur et en déduire ces éléments caractéristiques.

i) On calcule fof
Ona:
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X X 1 X + 8y — 4z
Ve:<y>E]R3,f (y) =f 5( 8x+y+4z )
vA vA —4x+4y+ 7z

(x+8y—4z)+8(8x+y+4z) —4(—4x + 4y + 7z)
=31 8(x+8y —4z) + (8x+y+4z) + 4(—4x+ 4y + 7z)
—4(x+8y—4z) + 4(8x+y +4z) + 7(—4x + 4y + 7z)

()

On a donc fof = Idg donc f est une symétrie.
On cherche alors ses éléments caractéristiques.

ii) On cherche ker(f - lng) :
X X 1/ Xt 8y — 4z X
f <y> =<y><:)§< 8x+y+4z >:<y>
Z Z —4x+ 4y + 7z Z

On reésout :
—8x+8y—4z=0
4:){8X—8y+42=0
—4x+4y—-2z=0
S 2x—2y =1z

Ker(f — Idg3) = {(;) ,2x — 2y = z}

Z
iif) On cherche ker(f + Idgs)

On résout :
X X 10x+8y—4z=0 _ X 16
f <y> :—<y><:) 8x+ 10y +4z=0 = {5x+3y_—22 @(y)évect —-18
Ax Ay +162= 0y o1, KT =220 13
z z XAy (L2)=(L1)=5(Ls)
Onadonc:
16
ker(f + Idgs) = vect| | —18
13
X 16
Donc f est la symétrie par rapport a {(y) ,2X — 2y = z} dans la direction de vect| | —18 | |.
Z 13
Partie F : Rang d’une application linéaire
Exercice F.1 : Déterminer le rang des applications linéaires suivantes :
_ X—y+z+t ) /X 2x+ 2y — 2z
a) £ 32’ |—>( X+2z—t ) b)g: <y>|—>( x—3y+ 11z )
L ¢ x+y+3z—t vA —3x+ 4y — 18z
( ]R4 N ]RS
N X X—y+z+t
: 3Z' > ( X+2z—t )
k t X+y+3z—t

On peut le faire de différentes fagons.
Méthode 1 : On peut utiliser le théoréme du rang.
On sait que :

R* = dim(ker(f)) + rg(f)
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On cherche ker(f) :

-2

X—y+z+t=0
@{

—
o N < X

Xx+2z—t=0
Xx+y+3z—t=0
X—y+tz=—t
(:){ XxX+2z=t
x+y+3z=t
On peut le faire de deux fagons. On voit que :
2(x+2z2)—(x—y+z)=x+y+3z
Onendéduitdoncque3t=t=t=0

Deplusona:
x—y+z=0 I _
{X+ZZ:0 @{Xx—y:ZZZ@{X__—ZZZ
x+y+3z=0 B y=
On en déduit donc que :
—2z
ker(f) = _ZZ ,Z € R} = dim(ker(f)) =1
0

On peut aussi voir que :

x—y+z=0 1 —1 1\ X —t
{ x+2z=0 <:>(1 0 2><y)=<t)
x+y+3z=0 1 1 3/ \z t

1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1
P={1 0 2|~(0 1 1)~{0 1 1
1 1 3 0 2 2 0 0 O

On en déduit donc que rg(P) = 2 donc on en déduit que t = 0 et dim(ker(f)) = 1.
On en déduit que :

rg(f) = 3 et f est surjective.

Méthode 2 : Image des vecteurs d’une base de R*.

O ()RR e e N

On pose :

Onadonc:
On peut voir que :

On en déduit que :

()OO
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1 1 1
Montrons que B = (1),(2),(—1) est une base de R3.
1 3 -1

1 1 1 1 1 1 11 1
Ona:P=|1 2 —-1])~(0 1 -2|~(0 1 -2
1 3 -1 0 2 -2 0 0 2

On a trois pivots donc P € GL;(R) donc Im(f) = R3 et f est surjective.

R3 > R3
) x 2x + 2y — 2z
& (y)n—>( x—3y+11z )
y/ —3x+4y— 18z

On peut le faire de différentes fagons.
Méthode 1 : On peut utiliser le théoréme du rang.
On cherche ker(f) :

10)-(2)

2x+2y—2z=0
(:){ x—3y+11z=0
—3x+4y—-18z2=0
x+y—z=0
4:){ x—3y+11z=0
—3x+4y—-182=0

1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1
pP={1 -3 11 |~{0 -4 12 |~|0 1 -3 ]~(0 1 -3
-3 4 18 0o 7 -21 0 7 =21 0 0 O

On a deux pivots. On en déduit donc que dim(ker(f)) = 1 = rg(f) = 2.

Méthode 2 : Image des vecteurs d’une base de R*.
0 -2
1 —18

(6)-CG)-G)-
mo-ws( (1)) (1)

On pose :

On sait que :

Or on voit que :

Onadonc:

2 2 -2 2 2
Im(f) = vect ( 1 )(—3)( 11 ) = vect ( 1 ),(—3)
-3 4 —18 -3 4

Exercice F.2 : Soit u un endomorphisme de rangl. Montrer qu’il existe A € K tel que u? = A.u

Remarque :
vu € L(E,F), Im(u?®) c Im(u)
Eneffetona:
vy € Im(u?),Ix € E,u?(x) =y
=y= u(u(x))



=y € Im(u)
Comme dim(lm(u)) =1= dim(Im(uZ)) € {O ; 1}
1° cas : rg(u?) =0
=u’= Ore) = u?=0.u
Donc la proposition est vraie avec A = 0
2¢me cas : rg(u?) = 1
Ona:
2
{Irr;‘((l‘jz)) N ;g‘(l(l‘;) — Im(u?) = Im(u)
Deplusrg(u) =1=3a€Eu(@)#0
Onadonc:
Im(u) = Im(u?) = vect(u(a))
Comme u?(a) € Im(u?),u?(a) € Im(u) onadonc:
I € K,u?(a) = Au(a)
Onadonc:
vx € E,u(x) = peu(@a) = u?(x) = pyu?(@) = piua) = Au(x)
Onadonc:
JA € Eu? =2Au
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Exercice C.3: Soit (f,g) € L(E)? tels que f + g = Idg et rg(f) + rg(g) < n oun = dim(E). Montrer que f et g sont

des projecteurs.

Montrons tout d’abord que f est un projecteur.
On sait que :
f+g=ldg=>g=Idg—f
Onadonc:
rg(f) + rg(ldg —f) <n
On sait d’apres la formule de Grassmann que :

dim((Im(f) + Im(Idg — f)) = dim(Im(f)) + dim(Im(Idg — f)) — dim((Im(f) N Im(Idg —

Orona:
vx € E,x = f(x) + (X — f(x)) = @ + (Idg — H(x)
eim(f)  elm(Idg—f)

On en déduit donc que :

dim((lm(f) + Im(Idg — f)) =n
De plus on sait que :

dim(Im(f)) + dim(Im(Idg — f)) < net dim((Im(f) N Im(Idg — f)) = 0

On en déduit donc que :

dim((Im(f) N Im(Idg — f)) = 0

{dim(lm(f)) +dim(Im(Idg — f)) = n
Onadonc:
Im(f) N Im(Idg — f) = {0g}
De plus on a donc :
vx € E, f2(x) — f(x) = f(f(x) — x) = (Idg — f)(—f(x)) € Im(f) N Im(Idg — f)
Onadonc:
vx € E, f?(x) = f(x)

Donc f est un projecteur.
De méme g = Idg — fest un projecteur car g2 = (Idg — )2 = Ildg — Ef+f2 =1dg —f=g

f)
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Exercice F.4 : Soit E un espace vectoriel de dimensin finie n.
a) Montrer qu’il existe u € L(E) tel que Im(u) = ker(u) si et seulement si n est pair.
b) Montrer qu’alors pour un tel u, il existe une base de E de la forme :

= (enen - epu(e0, - (e)

a) Il suffit juste d’appliquer le théroreme du rang :
rg(f) + dim(ker(f)) = n
= 2rg(f) =n
= n est pair.
b) On pose :
dim(ker(f)) =p = get B' = (fl,fz, ...,fp) une base de ker(u).

Onaalors :
Vi € [1;p], fi € Im(u) car Im(u) = ker(u)
= Vi € [1;p],3e; € E, u(ey) = f;

Montrons que B = (el, €, .., €p u(ey), ...,u(ep)) forme une base de E.

On sait que :

#B = 2p = n = dim(E)
Il suffit donc de montrer que B est libre.
On résout :

p p
Z Ajej + z pju(e;) = Og
=1 =1

p p
=u Z Aiej + z wue;) | =u(0g) = Og
=1 k=1

p p
= > Nu(e) + ) pu®(e) = Og
Vi € [1,p],u(e;) € Im(u) = ker(u) = Vi € [1,p],u?(e;) =0

p
Z Aju(e;) = Og
k=1

Comme (u(el), s u(ep)) est une base de Im(u), ¢’est une famille libre donc :
vie [1,plA = 0

p p p
Z Ajej + Z wiu(e;) = 0g = z wiu(e;) = Og
k=1 k=1 k=1

Comme (u(el), s u(ep)) est une base de Im(u), ¢’est une famille libre donc :
Vi€ [1,pl,u =0

Or on sait que :

Onadonc:
Onadonc:

Onadonc:

P p
27\1@1 + z piu(e;)) =0g = Vi€ [Lpl,Aj=p =0
=1 =1

Donc B = (el,ez, ., ep,u(ey), ...,u(ep)) est une base de E.




