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Chapitre 25 : Matrice d’une application linéaire
Partie A : Généralité

Dans toute cette partie, K désigne soit R, soit C. E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n.
I) Sur les vecteurs

a) Matrice d’un vecteur

Définition : Soit B = (e4, ..., e,) une base de E et x € E. On appelle matrice de x dans la base B, notée matg(x), la
matrice colonne composée des coordonnées de x dans la base B :

n Xl
X = Xq€1 + -+ Xpep, = Z Xgex = matg(x) = < : >

k=1 Xn

Exemple La.1 : Soit B, = (e, e,, e3) la base canonique de R3. On pose :
e =2e; +e; + 3e;3

1 1 0
B = (e'1,€'5,€'3) = (0)(1)(1)
1 0 1

Exemple L.a.2 : On pose P(X) = 1 + X + X2 un polynéme de R,[X].
a) Déterminer matg_(P)

b)Onpose B = (1,1+X,1+ X+ X?)

Démontrer que B est une base de R, [X] et déterminer matg (P).

a) Déterminer matg_(e)
b) On pose :

Démontrer que B est une base de R3.
¢) Déterminer matg(e)

Propriété 1.a.3 : Soit B une base de E. On pose :
. {E - Mn,l (K)
B e » matg(e)

Alors ®g est un isomorphisme de £ (E, M1 (]K)).

b) Matrice d’une famille de vecteurs

Définition : Soit B = (eq,...,e,) unebase de Eet F = (ul, s up) € EP une famille de vecteurs de E. On appelle

matrice de F dans la base B, notée matg(F), la matrice :
1’1’11,1 ml,n

n
matg(F) = < : : ) ouu; = z m;;e;, Vi € [1, p]
=1

Mp; .. Mpp
Exemple Lb.1 : Soient x; = (2,3,5),x; = (0, —1,3). Déterminer matg_(x1, X2).

Exemple I.b.2 : On pose :
vi € [0,3], P.(X) = (X + 1)
Déterminer :
A = matg (P, Py, P,, P5)
Avec B, qui désigne la base canonique de R3[X].
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IT) Matrice d’une application linéaire

a) L’image de la base

Définition : Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finie n et p. Soient B = (eq, ..., €,) une base de E et
B' = (fy, ..., fp) une base de F. Soit u € L(E, F). On appelle matrice de u dans les bases B et B’, notée matg g, (u), la

matrice :
mp1 ... Mgy

m m

p
matgp/(u) = ( ) = matBr(u(el), ...,u(en)) ouu(e)) = Z m;;f;, Vi € [1,n]
j=1

p.1 pn

Remarque :
e Le nombre de lignes de matg g (u) est égale a la dimension de F.
e Le nombre de colonnes de matg s (u) est égale a la dimension de E.

Exemple Il.a.1 : On pose :
. ]RZ N ]R3
v {(x, y) = (2x+yx —2y,5y)
Déterminer matg g/ (u), ou B et B’ sont respectivement les bases canoniques de R? et R3.

Exemple Il.a.2 : On pose :
. { ]RZ N ]R3
P lexy) o x+yx—yx+2y)

1 1 0
B, B, les bases canoniques de R? et R3,B; = <(%) , G)) ,B, = <0) ) (1) , (1) :

1 0 1
Ecrire matg, g, (W), v(3,j) € {1,3} x {2,4}.

Exemple I1.a.3 : On pose : u: R3[X] = R, [X] une application linéaire telle que :

0 1 -2 0
Mat(q x x2 x3),(1,14+X,1+X+X2) = 0 0 2 -3
0 0 0 3
Déterminer 1’application u.

b) Cas d’un endomorphisme

Exemple I1.b.1 : On pose :
. { R3 N R?.
"(x,y,2) » (x+y,3y+z,x + 3z)

Bee

p{Ral¥] > BolX
’ P->P+P

Déterminer matg_(u) puis mat (

Exemple I1.b.2 : On pose :

Déterminer matg_(f).

Application I1.b.3 : Soit
. ]R3 N ]R3
w {(X, y,z) &= (=X — 2y + 27,-2x-y+2z, —2X — 2y + 3z)
Déterminer une base de R3 telle que :
1 0 0
matg(u) = <0 1 0 >

0 0 -1
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Propriété I1.b.4 : Pour toute base Bde Eona :
matB(idE) = In

III) Opérations sur les applications linéaires ou sur les matrices d’applications linéaires

a) Matrice de ’image d’un vecteur

Propriété Il.a.1 : Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie ayant pour bases respectives B et B'.
Soientu € L(E, F),x € E. On a alors :
y = u(x) = matg/(y) = matg g/ (u) X matg(x)

Application I1l.a.2 : On pose :
" { R? -» R3
&y e x+yx—yx+2y)
Calculer u(1,1) de deux fagons différentes.

Application I11.a.3 : On pose :
i {FolX) > BolX
P->P+P
Calculer f(1 + X + --- + X™) de deux fagons différentes.

b) Compatibilité des opérations

Propriété IILb.1 : Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie ayant pour bases respectives B et B'. On a
alors :
V(u,v) € L(E,F)%, V(A 1) € K? maty g (Au + pv) = Amatg gr(w) + pmatg g (v)

Propriété I1L.b.2 : Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie (respectivement n et r) ayant pour bases
respectives B et B'. Alors I’application suivante est un isomorphisme :

(L(E,F) = My (1)
%ﬂ{fwnw%yv)

Propriété I11.b.3 : Soient E, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie ayant pour bases respectives
B,B’et B”. Soientu € L(E,F) etv € L(F,G). On a alors :
matg grr(vou) = matg g (v) X matg gr(u)

Application I11.b.4 : On pose :
w { RZ N RZ
“x,y) » Bx + 6y,-x-2p)
Ecrire la matrice de u dans la base canonique et en déduire que u est un projecteur.

Application I11.b.5 : On pose :
. R3 N R3
w {(x, v,2) » (—x — 2y + 22,-2x-y+22,—2x — 2y + 32)
Montrer que u est une symétrie.




