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IProbléme 2 : Les séries de Fourier]

Le but de ce probléme est de démontrer la décomposition d’une fonction périodique grace aux séries de
Fourier, dans un cadre un peu restreint, celui des fonctions de classe C1, ce qui est tout de méme excellent.
Dans toute la suite de ce probléme, on pose 75, I’ensemble des fonctions définies sur R, 2 — périodique et de

classe C!. Dans tout ce probléme n et m désignent des entiers naturels, m # 0.

Partie A : Une famille libre de 73 et les coefficients de Fourier
1) Montrer que 75%, est un espace vectoriel.
2) On pose :

VnEN,cn:{ R-R n'{ RoR

x — cos(nx) €Sty sin(nx)

a) Calculer :
2

V(k, k") EN?,Cppr = f cre(X)cpr () dx

0
b) De méme calculer :
21

V(K'Y € (N)2, Sy 40 = f s (X)s s (x) dx
0

¢) Enfin calculer :
21

V(k,k') ENXN", Dy = f cr(x)spr(x) dx

0
d) On définit :

V(k, k") € NXN*, F, 1, = (Co,C1) s Cpy S1y oo s S)
Montrer que la famille F, ,, est libre dans L.
2) Soit n et m deux entiers naturels, m # 0. Dans cette question on pose :

fe vect(Tn,m)
On a ainsi :

3(ag, ..., Ap, by, ..., by) € R ITM tel que f = Z agcy + Z bysy
k=0 =
a) Démontrer que :

2n
ag = % f f(t)dt
b) Démontrer que : ’
vk € [1;n], a, = %f f(t) cos(kt) dt
¢) De méme démontrer que : ’

Vk € [1;n], b, = %j f(t) sin(kt) dt
0

On doit montrer a présent que :
Vf € Tz,r,EI(an(f) b (f)) € (R)N x (]R)N tel que :

f= Z a(Per + Z be(Fsic = ao(f) + Z (@ (Peic+ be(Hsi)

Partie B : la décomposition en série de Fourier : Le novau de Dirichlet
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Soit f € T,L, et n € N*. On définit dans cette partie la fonction S, (f) par :
2T n

1
VE € R S, ()00) = 5 f F(O)dt + Z(ak cos(kx) + by, sin(kx))
0 k=1

Avec :

2T 2T
a, = %f f(t) cos(kt) dt et by, = %f f(t) sin(kt) dt
0 0

On veut montrer que :
VxR, lim |S,(f)(x) - f(x)| =0
n—>+0co

1) Montrer que :
2T
Vx € RS0 = | (O~ e
0
Avec
1 n
Dy:x - E(l + kZl 2 cos(kx))
2) a) Montrer que :
a+2m 2
Vg € Tk, Va € R, j g®)dt = f gt)dt
a 0
b) En déduire que :
21
vx € RS0 = [ £ - ODy()de
0
3) a) Montrer que :

Lsin((n+3)1)

vt € R,t Z 0[21], D, (t) =

2T sin (%)
b) Montrer que D,, est paire, 2 — périodique et :
2n
f D,(t)dt = 1
0
c¢) Démontrer que I’application :
10; 2n[- R

VACRDRY(€)

. (t
sin (i)
Peut-étre prolongée par continuité en 0 et 27, on notera ce prolongement g pour la suite.
4) a) Démontrer que :

9g:

b
vh € ¢'([a, b)), lir_‘r|_1 jh(t) sin(nt) dt = 0
n—>+oo
a

b) En déduire que :
Vx € R, liI_"I_l [S,(Hx) = f(x)| =0
n—->+0o
On a ainsi démontré que :

2T 2T 2T

40
1 1 1
VF € T, Vx € R (0 = J f(t)dt+z - f f(t) cos(kt) dt | cos(loo) + | f £(t) sin(ke) dt | sin(kx)
0 k=1 0 0
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Partie A : Une famille libre de 71 et les coefficients de Fourier

I)Ona:

o T3 cCHR)

o Opmm:x~0€T;

e Soient (11,4;) € R?,(f1, f>) € (T55)%, onpose: g = A1f1 + A2f2.Ona:

Vx € R, g(x + 2m) = (A1 + A2f2)(x + 2m) = A1 f1(x + 2m) + A5 fo(x + 2m) = A4 f1(x) + A2 f2(x) = g(x)
Ainsi on a g 2 —périodique.
De plus on a g € C1(R).

2) a)Ona:
21 21
v(k k') € NZ,Ck,kr = f () (x)dx = f cos(kx) cos(k'x) dx
0 0

2T
1
= E.[ cos((k + k’)x) + cos((k — k')x) dx
0
1% cas:Sik=k'=0
On a alors :

2T
CO,O = f 1dx =2m

0
2Qitme oas: Sik=k' 0

Ona:

2

1 111 21
Crp = —f cos(2kx) + 1dx = = [—sm(ka) + x] =r
' 2 2k 0

0
3¢mecas: Sik # k'
Ona:

. 2n 1r 1
Crr = E,[ cos((k + k")x) + cos((k — k")x) dx = = [k k,sm((k +kDx) + —— = k’ sin((k — k )x)]

0
b) De la méme fagon on a :
2n

vk, k') € (N*)Z,Sk,kr = f sin(kx) sin(k'x) dx
0

2m
1
= Ef cos((k - k’)x) — cos((k + k’)x) dx
0
On a donc :
1 2w
Vk € N, Sy = EJ. 1—-cos(Qkx)dx =m
0
Sik#k',ona:
2
1 , , 1 1 . , 1 ,
Sk = Ef cos((k — k')x) — cos((k + k')x) dx = > [m sin((k — k')x) — s ——sin((k + k )x)]
0
c)Ona:
2m 2m

V(k, k") € NXN*, Dy = f cr(x)spr(x) dx = f cos(kx) sin(k’x) dx

0 0
21

= %f sin((k’ + k)x) + sin((k’ — k)x) dx

0
1*cas:Sik =k




Page 4 sur 10

1
k' +k

1 2
Dy = > [— cos((k’ + k)x)]0 =0

2ieme oas . Sik = k'

1 1 , 1 ) am
Dy = 3 [— o kcos((k +k)x) — o kcos((k — k)x)]0 =0
On en déduit donc que :
V(k,k') ENXN* Dy, =0
d) On résout :
AogCo + o+ ApCp + UyS1 + 0+ Sy = OT(]R,]R)
On a donc :
Vx € R, Agco(x) + -+ A (X) + py51(x) + - + S (x) = 0
On en déduit donc que :
Vx € [0; 2m], Vk € [0; n],

AoCo ()€ (x) + -+ + A (X) Cie(X) + 1151 () €pe (%) + -+ + S (X) i (%) = 0

On adonc:
2T 2T
f [c0(0)ck () + -+ Ancn () (0) + pr 51 (e () + -+ + s ()i ()] dx = f 0dx
0 0
Donc par linéarité :
2T 2T 2T 2T
%o f co()e(x) dx + -+ + Ay f en(0)ci () dx + iy f 510G dx + -+ i f sm(X)ce(x) = 0
0 0 0 0

Onadoncsik =0:

Ao X 2m = 0donc Ay =0
Sik € [1;n],

Aymr=0donc A, =0
De méme on résout :
1S+ -+ UmSm = Orwp)

On a donc :

Vx € [0; 2], Vk € [1; m],

H1S1 ()5 (X) + -+ + S () s (x) = 0

De la méme fagon que précédemment en passant a I’intégrale :

U X =0doncu, =0
On en déduit donc que F,, 5, est une famille libre.

2) a) On fait la méme chose que précédemment :
n m
f= z Ay Cy + Z b sk
k=0 k=1
n m

=VxeR f(x)= ay cos(kx) + by, sin(kx)
> a IZ "

k=0
2T 2T n m
= J f(x)dx = j (Z ay cos(kx) + Z by, sin(kx)) dx
0 0 k=0 k=1
n 2m m 2T
= Z ay f cos(kx) dx + Z by, f sin(kx) dx
k=0 0 k=1 0

= 2may,
Ainsiona:

2w
1
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b) De méme on a :

Vx ER, f(x) = ay cos(kx) + by, sin(kx)
= Vx € R,Vi € [1;n], f(x) cos(ix) = Z a; cos(kx) cos(ix) + Z by, sin(kx) cos(ix)
k=0 k=1

2T n 2T m 2T
= Vi € [1; n]],f f(x) cos(ix) dx = Z ay f cos(kx) cos(ix) dx + Z by, f sin(kx) cos(ix) dx
0 k=0 0 k=1 0

=a; Xm
Ainsiona:

Vi € [1; —12” ix)d
i€ ,n]],a,--;bf f(x) cos(ix) dx

¢) On fait la méme chose :

Vx ER, f(x) = ay cos(kx) + by, sin(kx)
= Vx € R, Vi € [1;n], f(x) sin(ix) = Z ay cos(kx) sin(ix) + Z by, sin(kx) sin(ix)
k=0 k=1

21 n 21 m 21
= Vi € [1; n]],j f(x)sin(ix) dx = 2 ay j cos(kx) sin(ix) dx + Z by, f sin(kx) sin(ix) dx
0 k=0 0 k=1 0

= bi X T
Ainsiona:

2
Vk € [1;n], by = %f f(t) sin(kt) dt
0

Partie B : la décomposition en série de Fourier : Le novau de Dirichlet

1) Ona:

2T 2T n
1
fD,(x—t)dt = | f(t) X —(1 + 2 cos(k(x — t))) dt

Par I’linéarité de I’intégrale on a :

2m 2m n 2m
1 1

f FOD,(x — t)dt = Ef F(Odt + E;f F£(8) cos(k(x — £)) dt

0 0 =10

2m 2m
= % J f®de + % Of f(®[cos(kx) cos(kt) + sin(kx) sin(kt)]dt

. 2m n |
- — bf F(O)dt + ;(ak cos(kx) + by, sin(kx)) = S,(f) (x)

2) a) Soient g € T5%.. On pose :
a+2m 2T
G:aw f g(t)dt—f gt)dt,aeR
a 0
G €CY(R)etVa € R,G'(a) = g(a + 2m) — g(a) = 0 car g est 2w — périodique
Ainsi G est constante.
Deplusona:



21 21
Va € R,G(a) = G(0) = f g®)dt —f g)dt =0
0 0
Ainsiona:
a+2m 2
Va € R, f gtdt = f gtdt
0
b)Ona:

Vx € RS, (f)(x) = f FOD(x — t)dt
0

On pose le changement de variable u = x —t
1) On change les bornes

{ t=0=>u=x
t=2m=>x — 21
2) On calcule de dt

u=x—t=du=—dt
3) On remplace

21 X—2T
j FODx — )dt = j £ (x — ) D (u) (—dhae)
0 X

X
| re-wpaan
X—2T
Deplusona:
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Vx € RVt € [x — 27, x], f(x —u — 2m)D,,(u + 21) = f(x — w)D,(u) car D, est 2w — périodique

Donc on peut appliquer ce que 1’on a fait précédemment :

ff(x u)D, (u)du—f f(x —u)D,(w)du
Ainsiona: o

Vx € R Su(f)(x) = f f(x— DD, (D)dt
3) a)Ona: ’

vt € R, t £ 0[2x],D,(t) = (1 + Z 2 cos(kt))

n

1 1 elkt+e lkt
27‘[ nz< )

k=

1 . .
_ kt —ikt
_2n+2nz(el te )
k=1

1 1— ei(n+1)t 1— e—i(n+1)t
<1 1—et 1 %

3»—x

—2) caret 1

T om
i(n+1), i(n+1), i(n+1), i(n+1), s i(n+1), i(n+1),
1 e 2 ”(e 2 T —e 2 ) e 2 “(e 2 "—e 2 )
i it * A
eZ<e 2—eZ> ez(ez—e z)

Zn —2isin (%) 2isin (%)




1 sin (n +1 t)
=5 —1+——F= (2 cos(nt))
sin (7)

Orona:

On en déduit donc que :

ism<(n+%) )
o sin(3)

Vx € R, D, (x + 2m) = —(1 + Z 2 cos(k(x + 2”)))

1
= —(1 + 2 2 cos(kx + 2k7r)>
21 =]

n
1
~or (1 + Z 2 COS(kX)) car cos est 2 — périodique et k € N

vVt € R, t £ 0[2m],D,(t) =

b)Ona:

De plus on a par linéarité :

2w 1 2w n 2w
f D, (t)dt = 2 f 1dx + Z Zf cos(kx)dx | =1
0 0 k=1 o
=27 =0
¢) On pose :
10; 2m[-> R

fa-D—f@

(D
On sait que f est de classe C* sur R donc h:t = f(x — t) admetun DL, en 0. On a:
h(t) = h(0) + R'(0)t + o(t)

9g:

On en déduit donc que :

fx—t)=fx) = f')t+o(t)

On en déduit donc que :

fx=t) = f(x) =—f'(0)t +o(t)

)50}

De plus on sait que :

On en déduit donc que :

g@) = { gx) +0(1)
Ainsi
lim g(t) = —%
Donc g est prolongeable par continuité en 0.
De mémeona:
vt €]0; 2n[, g2 — t) =f(X+t—27T)—f(x) _f(x+t)_f(x) _f ()t +o(t) _ _f;x)

sin (7‘[ — %) - —sin (%) o % + o(t)
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Ainsiona:
)

im g(t) = ——
Donc g est également prolongeable par continuité en 27t.
4) a) On a par IPP :

b b
_ cos(nt)
vh € *([a, b]),Vn € N*,f h(t) sin(nt) dt = |- h(t ) h (t) cos(nt) dt
a

On en déduit donc que :

2 1
f h(t)sin(nt)dt| < —M +—(b —a)M'avec M = sup |h(x)|etM' = sup |h'(x)]
n n x€la,b]

x€[a,b]

Remarque : On peut poser :

sup |h(x)| = ||hlle et sup |h'(x)| = ||h'||l car h et h'sont continues sur le segment [a, b]
x€[a,b] x€[a,b
On a donc :
b

K
vh € ¢'([a, b]),Vn € N*, f h(t) sin(nt) dt| < - avec K=2M+ (b —a)M'

Orona:
lim—=20
nn
Ainsiona:
vh € €1([a, b)), lim fh(t) sin(nt)dt = 0
n—+oo
b)Ona:

Vx € R S, (f)(x) — f(x) = f fx =)Dy (8)dt — f(x)
0
sin ((n + %) )
sm(z)
(flx—1t) = () 1
an . G) n<(n+z) t) dt

_ %-zfﬂf(x —6) dt — f Fx)dt

0

2
= ! g(t) si ! t)dt
_ﬁf g(t)sin (n+i)
0
Avec g définit dans la question précédente :
[0;27] » R
(f(x— t) - f(x)
_ —7 sit
g: | t— < sin (7)

k k _f’gx) sit=0ou?2rm

€]0; 2x[

Or § est continue sur [0; 2m]. Pour appliquer le théoréme précédent, il faut avoir § de classe C1.

Cependant pour démontrer cela il faudrait pouvoir dériver § (ce qui est faisable sur ]0; 27t[) puis regarder si ()"
admet une limite en 0 et 2, puis utiliser le théoréme de la limite-dérivée (appelé aussi théoréme de prolongement
C1). Cependant le dénominateur sera du sin? (%) donc il faudrait pouvoir faire un DL, (0) du numérateur. Cependant

on ne sait rien de plus sur f que le fait que f’ soit continue. On ne peut donc pas faire de DL, (0) de f(x — t) — f(x).
11 faut trouver une autre parade.
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En fait il faut prouver le théoréme de la question précédente (appelé le lemme de Riemann-Lebesgue) mais avec une
hypothése plus faible, celle de la continuité.

On veut montrer ici que :

b
Vf E CO([a,b],]R),li%nff(t) sin(nt)dt = 0

Premiére idée :
On sait que toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. Ainsi on a :
3(m,M) € R?tel que Vt € [a,b],m < f(t) <M
On voudrait utiliser ensuite la croissance de I’intégrale mais on ne sait pas le signe de sin(nt), méme entre 0 et 27, ce
dernier change souvent.

Deuxieme idée :
On pose :

b

I, = ff(t) sin(nt) dt

a
On effectue le changement de variable u = t — %

1) Les nouvelles bornes :

T
t=a>u=a—-—
n
T
t=b>u=>b—-—
n
2)dt = du
3) On remplace
T T
b— b—

BIE]

a—% a—
On a alors :
b b=
T
21, = ff(t) sin(nt) dt — f f (u + ;) sin(nu) dt
a

o
n

319

b—

b a
= f f(t) sin(nt) dt — _[ f (u + g) sin(nw) dt + j (f(u) —f (u + %)) sin(nu) dt

a

EIE]

i T

b—n a—q

On a donc d’apres I’inégalité triangulaire :
T

b——

b a
I I
2L, | < J |f (t) sin(nt)|dt + _[ |f (u + —) sin(nu)| dt + f <f(u) —f (u + —)) sin(nu) dt
- N n J n
b—i a—ﬁ
De plus on sait que f est continue sur [a, b], donc elle est bornée et atteint ses bornes. Ainsi on a :
3(m, M) € R%tel que Vt € [a,bl,m < f(t) <M

Ainsiona:
b a
f |f (t) sin(nt)|dt + f |f (u + E) sin(nu)| dt < 2@
- - n T oon
b-Z a-Z

Il reste a faire :
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1 Y 1
b=

f <f(u) —f (u + %)) sin(nu) dt

On sait que f est continue sur R, donc on a :
Ib_E 1

n b=
f <f(u) —f (u + %)) sin(nu) dt| < f ‘(f(u) —f (u + %)) sin(nu)

i b
Sf’(f(u)—f(u+%)>sin(nu) dtgf <f(u)—f(u+g)>

Or on sait que f est continue sur [a, b] donc f est uniformément continue (c’est le théoréme de Heine), mais en PCSI
on peut utiliser le fait que f soit K-lipchitzienne :

dt

dt

(rao-r (u+ )| <5
n n
On a alors :
'b—% |
f <f(u) —f (u + %)) sin(nu) dt| < %(b —a)
Ainsiona:
Kn Mn
2, <—bh—a)+2—
n n
Orona:

. Km Mn
lim—Mb—-a)+2—=0
n n n

Donc I, = 0.

Ainsiona:

2
1 ([ _ . 1
Vx ER,[S,(H(x) — f(xX)| = ﬁf g(t)sin ((n + E) t) dt| -0

0

D’aprés la question précédente.

On a donc bien :

1 2T +0o0 1 2T 1 2T
vfEe Tk, vx € R, f(x) = ﬁf f(Hdt + Z E_[ f(t) cos(kt) dt | cos(kx) + Ef f(t) sin(kt) dt | sin(kx)
0 k=1 0 0



