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|Pr0bléme 1: Formule de Stirling|

Le but de ce probléme est de démontrer la formule de Stirling :

nt vz x (5

Partie A : Convergence de deux suites

On considére les deux suites suivantes :
n

n! ce
vn € N, u, = —(—) et v, = In(u,)
Jn'\n

1) Déterminer un équivalent de v, 41 — vy,.
2) En déduire que (v,,) converge.
3) Montrer qu’il existe k > 0 tel que :

n! ~kvn (g)n

Partie II : Calcul de la constante k

Dans cette partie on souhaite prouver que k = v 2m.
On pose la suite (W,,) définie par :

I

2
vneNW, = f cos™(t) dt
0

1) a) A ’aide d’une intégration par parties, montrer que :
n+1
VneNW,,, —m n
b) En déduire que :
2n)! m (2"nhH)? 220 (n!)?
VneENW,,=—=—=X=-etW = =
n 2 = ommmnz 7 2 N T o T ot D)
2) Démontrer que la suite nW,,W,, ., est constante.
3) En déduire que :
1/222(m)?\°
n\ (2n)!

4) Conclure que k = v2m.
Partie A :
1)Ona:

Un+1
vn €N, v, 1 — v, =In(uyy) —In(uy,) = ln( ” )
n
Orona:
u n+1)!, e \n*1 1 n+1 n \"3z
n+1=( )( ) Xﬁzex—gxnrw_ X( ) 2
JVn\n

On en déduit donc que :

Uni1 1 1
vn+1—vn=ln< nt ): 1+<Tl+§)ln(1—n—+1)

De plus on sait que :
2 3

In(1—x) = —x — = — — + 0(x?)
n X)=—X 2 3 o\Xx

On en déduit donc que :
_1+< +1) 1 1 1 N (1)
Vnt1 ™ Vn = Ty n+1 2n+1)2 3(n+1)3 o\n3
1

4 n 1 n 1 n N ( )
B n+1l 2(n+1) 2(n+1)? 4(n+1)? 3(n+1)3 °\n2




Page 2 sur5

=1_<1_nj-1)_2(n1+1)_%<n41-1_(n-:l)2>_%<ni1_(n:1)2>_%((n:1)2)+0<%>
1 1 1
:_Ex(n+1)2+°<ﬁ>

1 1
127 (n+ 1)2

On en déduit donc que :
Unt1 — Un~ —
2) On sait que :
1 1
Un — UTL+1~E X (n + 1)2
De plus on sait que :

1

(Z F) converge car 2 > 1 et on applique le critére de Riemann.

n=1
D’aprés le théoréme de convergence des séries a termes positifs, on en déduit donc que (3 (v,, — v, 41)) converge.

On a donc :

n
limZ(vH1 —v) =SER”
n
k=1
Or on sait que :

n
Z(Vk+1 —Vk) = Vpy1—Vq
k=1

On en déduit donc que :
limv,,q =S5 +v;
n

Ainsi la suite (v,,) converge.
3) On sait que (v,,) converge vers £ € R. On a donc :
limln(u,) = ¢
n

Comme [n est continue sur son ensemble de définition, on a :
limu, =e‘=k>0
n

On en déduit donc que :

Par produit on a :

Partie B :
1) a)Ona:

e e

2 2

VneENW,,, = f cos"t2(t) dt = f cos™1(t) cos(t) dt
——— ——

0 0 u(t) v/ (t)

On pose :

{u(t) = cos™*1(t) _ {u’(t) = (n+ 1)(—sin(t)) cos™(t)
v'(t) = cos(t) v(t) = sin(t)

2
= Vn€ENW,,, = [cos"1(t) x sin(t)]g — f(n + 1)(—sin(t)) cos™(t) sin(t) dt
0

=0
I I

2 2
=(m+1) j sin?(t) cos™(t) dt = (n + 1) f(l — cos?(t)) cos"(t) dt
0 0

n+1
W,

=V EN Wiy =+ DWy — 0+ DWoy = VR EN,Wypp = —— W,



b) On veut démontrer que :

(2n)! i
VDEN,WZH ZWXE
Méthode 1 : Par récurrence :
On pose :
., 2n)! m,
Vn € N,Pn = Wzn:mxi
Initialisation :
(0)! ™ T
20002 2°27 Wo
Donc Py est vraie.
Hérédité : Sit n un entier naturel fixé. On suppose vraie P,.
Ona:
2Zn! m
Wen=22ntan2 2
Or on sait que :
n+1
vneN W, , = m n
On a donc :
2n+1 2n+1 2Zn! m

1

(Zn+1)!

Watmns1) = Wans2 = M2 Won =

Donc P, est vraie.

T

X X—= = X X—=
2n+2" 220(nh?” 2 2(n+1)" 222(nh?” 2
2+ y (2n+1)/X7T_ (2n+2)! p
T 22(n+ 1)+ 1) " 22n(nn27 2 220+2((n+1)H2 7 2
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Conclusion : P, vraie et P,, héréditaire implique par le principe de récurrence que P, est vraie pour tout entier naturel

n:
B (2n)! T

VnEN,WZn—WXE
Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence :
On sait que :

n+1
vneNW,,, = mWn
Ainsiona:
2n—1
Vne N, WZTL - TWZ‘H_Z

2n—1 2n—3W
= X
2n 2n—2 vt
_2n—1x2n—3X2n—5W
T 2n T 2n—-2"2n-—4 “"°
: On réitere le procédé n fois
_2n—1 2n—3 1

X X ... X=
2n 2n—2 2W°

Or on sait que :

W, -
072
Deplusona:

2n—1 2n-3 1 2n-1Dx(@2n—3)x..x3x1

o xzn_zx...xz
_(@n-1)x(2n-3)x..x3x1

2"nx (n—1)x..x1
_(@n-1)x(2n-3)x..x3x1

2™n!

2n X (2n—2)..xX2
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~2n(Zn-1)X(2n—-2)x(2n—-3) X ..Xx3x2Xx1
B 2! X 2n X (2n — 2) ... X 2

_ (2n)!
- 22n(nl)2
On a donc :
(2n)! i
VneN,Wz,,zme

C’est la méme chose que la question a précédente, soit par récurrence ou par itération de la formule de

récurrence.
Comme on ne nous donne pas de formule a démontrer, nous allons le faire grace a la méthode 2.

Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence :

On sait que :
n+1
vnEN,Wn+2:n+2 n
Ainsiona:
2n
B 2n 2n—2
T 2n+1"2n—-1 3

2n 2n—2 2n-—4

X X
21 2n—1"2n -3/ s
: Onréitére le procédén fois

2n 2n—2 2
St fzmo1 3
Or on sait que :
w; =1
De plus on a :
2n 2n—2 2 2™n!
X X .. X==
2n+1 2n-1 3 2n+1)x(2n—-1)..x3
(2"nhH)?
- (2n+1)!

(2™)?  22(n)?
2n+1)! (2n+1)!

vne N, W2n+1 =

2) On sait que :
n+1
vn €N, Wy, = mWn = Upyr = M+ D)Wy oWy = (n+ DWWy = u,
Ainsi la suite (u,,) est constante.

3) On sait que :
T
Vt € [O,E],O <cos(t) <1

/s
= VneN,Vte [O;E]'O < cos™1(t) < cos™(t)

T

2

T T

2 2
ﬁVnEN,detSfcos"“(t) dtsfcos"(t) dt

0 0 0
=VneN,

0< Wy <W,
On a donc :
VneNW, 4 <W, <W,_1
W, W, _
:1S n < n-—1
Wn+1 Wn+1
Or on sait que :
n+1
vneN W, ., = 2"

On adonc:



n
vneN,W =—W, , =VneN,
On a donc :
W, n+1
vneN 1< <
n+1 n

D’apres le théoréme des gendarmes, on en déduit donc que :
Wa~Whia
De plus on sait que :

T
vneN,(n+ D)W, W, =uy = >
On en déduit donc que :
T
(n+ DY~

On a donc :
@0+ D) Wansr)?~5
Ainsiona:
2n+1) <—22n(n!)2 >2 I = 2 <22n(n!)2>2 ~T =
(2n+ 1)! 2 2n+1\ (2n)!

4) On sait que :
1/220(n)2\>
=lim— | ——
T ‘ff‘n( (2n)! )
Par continuité de la fonction racine carrée sur R* on a :
1 220(nhH)?
vm b Jn < (2n)!
De plus on sait que :

n! ~kvn (Z)n

On en déduit donc que :
2

1 20 ((g))

lim — % o =T
TR v (B
= k=21

1
n

Wnoy n+1

(

n

22" (n!)?

(2n)!

)i
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