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Correction DM n°6 

 

Problème 1: Formule de Stirling 

 

 Le but de ce problème est de démontrer la formule de Stirling :  

𝑛! ~√2𝜋𝑛 × (
𝑛

𝑒
)
𝑛

  

Partie A :  Convergence de deux suites 

On considère les deux suites suivantes :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑛 =
𝑛!

√𝑛
(
𝑒

𝑛
)
𝑛

 𝑒𝑡 𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛) 

1) Déterminer un équivalent de 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛. 

2) En déduire que (𝑣𝑛) converge. 

3) Montrer qu’il existe 𝑘 > 0 tel que :  

𝑛!~𝑘√𝑛 (
𝑛

𝑒
)
𝑛

 

 

Partie II : Calcul de la constante 𝑘 

 Dans cette partie on souhaite prouver que 𝑘 = √2𝜋.  

On pose la suite (Wn) définie par :  

∀ n ∈ ℕ,Wn = ∫ cos
n(t)

π
2

0

dt 

1)  a) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 =
n + 1

n + 2
Wn 

 b) En déduire que :  

∀ n ∈ ℕ,W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 𝑒𝑡 W2n+1 =

(2nn!)2

(2n + 1)!
=
22n(n!)2

(2n + 1)!
 

2) Démontrer que la suite 𝑛𝑊𝑛𝑊𝑛+1 est constante. 

3) En déduire que :  

1

𝑛
(
22n(n!)2

(2n)!
)

2

~𝜋 

4) Conclure que 𝑘 = √2𝜋. 

 

Partie A :  

1) On a :  

∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = ln(𝑢𝑛+1) − ln(𝑢𝑛) = ln (
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

) 

Or on a :  

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

=
(𝑛 + 1)!

√𝑛 + 1
(
𝑒

𝑛 + 1
)
𝑛+1

×
1

𝑛!

√𝑛
(
𝑒
𝑛)

𝑛 = 𝑒 ×
𝑛 + 1

(𝑛 + 1)𝑛+
3
2

× 𝑛𝑛+
1
2 = 𝑒 × (

𝑛

𝑛 + 1
)
𝑛+
1
2
 

On en déduit donc que :  

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = ln (
𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

) = 1 + (𝑛 +
1

2
) ln (1 −

1

𝑛 + 1
) 

De plus on sait que :  

ln(1 − 𝑥) = −𝑥 −
𝑥2

2
−
𝑥3

3
+ 𝑜(𝑥3) 

On en déduit donc que :  

𝑣𝑛+1 − 𝑣𝑛 = 1 + (𝑛 +
1

2
)(−

1

𝑛 + 1
−

1

2(𝑛 + 1)2
−

1

3(𝑛 + 1)3
+ 𝑜 (

1

𝑛3
)) 

= 1 −
𝑛

𝑛 + 1
−

1

2(𝑛 + 1)
−

𝑛

2(𝑛 + 1)2
−

1

4(𝑛 + 1)2
−

𝑛

3(𝑛 + 1)3
+ 𝑜 (

1

𝑛2
) 
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= 1 − (1 −
1

𝑛 + 1
) −

1

2(𝑛 + 1)
−
1

2
(
1

𝑛 + 1
−

1

(𝑛 + 1)2
) −

1

4
(
1

𝑛 + 1
−

1

(𝑛 + 1)2
) −

1

3
(

1

(𝑛 + 1)2
) + 𝑜 (

1

𝑛2
) 

= −
1

12
×

1

(𝑛 + 1)2
+ 𝑜 (

1

𝑛2
) 

On en déduit donc que :  

𝒗𝒏+𝟏 − 𝒗𝒏~ −
𝟏

𝟏𝟐
×

𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐
 

2) On sait que :  

𝑣𝑛 − 𝑣𝑛+1~
1

12
×

1

(𝑛 + 1)2
 

De plus on sait que :  

(∑
1

𝑛2
𝑛≥1

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑐𝑎𝑟 2 > 1 𝑒𝑡 𝑜𝑛 𝑎𝑝𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 𝑙𝑒 𝑐𝑟𝑖𝑡è𝑟𝑒 𝑑𝑒 𝑅𝑖𝑒𝑚𝑎𝑛𝑛.  

D’après le théorème de convergence des séries à termes positifs, on en déduit donc que (∑(𝑣𝑛 − 𝑣𝑛+1)) converge.  

On a donc :  

lim
𝑛
∑(𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘)

𝑛

𝑘=1

= 𝑆 ∈ ℝ− 

Or on sait que : 

∑(𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘)

𝑛

𝑘=1

= 𝑣𝑛+1 − 𝑣1 

On en déduit donc que : 

lim
𝑛
 𝑣𝑛+1 = 𝑆 + 𝑣1 

Ainsi la suite (𝑣𝑛) converge.  

3) On sait que (𝑣𝑛) converge vers ℓ ∈ ℝ. On a donc :  

lim
𝑛
ln(𝑢𝑛) = ℓ 

Comme 𝑙𝑛 est continue sur son ensemble de définition, on a :  

lim
𝑛
𝑢𝑛 = 𝑒

ℓ = 𝑘 > 0 

On en déduit donc que :  
𝑛!

√𝑛
(
𝑒

𝑛
)
𝑛

~𝑘 

Par produit on a :  

𝒏!~𝒌√𝒏(
𝒏

𝒆
)
𝒏

 

Partie B :  

1)  a) On a :  

∀ n ∈ ℕ,Wn+2 = ∫ cos
n+2(t)

π
2

0

dt = ∫ cosn+1(t)⏟      
u(t)

cos(t)⏟  
v′(t)

π
2

0

dt 

On pose :  

{
u(t) = cosn+1(t)

v′(t) = cos(t)
⟹ {

u′(t) = (n + 1)(− sin(t)) cosn(t)

v(t) = sin(t)
 

⟹∀ n ∈ ℕ,Wn+2 = [cos
n+1(t) × sin(t)]0

π
2

⏟              
=0

−∫(n + 1)(− sin(t)) cosn(t) sin(t)

π
2

0

dt 

= (n + 1)∫ sin2(t) cosn(t) dt

π
2

0

= (n + 1)∫(1 − cos2(t)) cosn(t) dt

π
2

0

 

⟹ ∀ n ∈ ℕ,Wn+2 = (n + 1)Wn − (n + 1)Wn+2⟹ ∀ 𝐧 ∈ ℕ,𝐖𝐧+𝟐 =
𝐧 + 𝟏

𝐧 + 𝟐
𝐖𝐧 
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b) On veut démontrer que :  

∀ n ∈ ℕ,W2n =
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 

Méthode 1 : Par récurrence :  

On pose :  

∀n ∈ ℕ, Pn = "W2n=
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
" 

Initialisation :  

(0)!

20(0!)2
×
π

2
=
π

2
= W0 

Donc P0 est vraie.  

Hérédité : Sit n un entier naturel fixé. On suppose vraie Pn. 

On a :  

W2n=
(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
 

Or on sait que :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑊𝑛+2 =
𝑛 + 1

𝑛 + 2
𝑊𝑛 

On a donc :  

W2(n+1) = 𝑊2𝑛+2 =
2𝑛 + 1

2𝑛 + 2
W2n =

2𝑛 + 1

2𝑛 + 2
×

(2n)!

22n(n!)2
×
π

2
=

1

2(𝑛 + 1)
×
(2n+1)!

22n(n!)2
×
π

2
 

=
2(𝑛 + 1)

22(𝑛 + 1)(𝑛 + 1)
×
(2n+1)!

22n(n!)2
×
π

2
=

(2n+2)!

22n+2((n+1)!)2
×
π

2
 

Donc Pn+1 est vraie.  

Conclusion : P0 vraie et Pn héréditaire implique par le principe de récurrence que Pn est vraie pour tout entier naturel 

n :  

∀ 𝒏 ∈ ℕ,𝑾𝟐𝒏 =
(𝟐𝒏)!

𝟐𝟐𝒏(𝒏!)𝟐
×
𝝅

𝟐
 

 

Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence : 

On sait que :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑊𝑛+2 =
𝑛 + 1

𝑛 + 2
𝑊𝑛 

Ainsi on a :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑊2𝑛 =
2𝑛 − 1

2𝑛
𝑊2𝑛−2 

=
2𝑛 − 1

2𝑛
×
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
𝑊2𝑛−4 

=
2𝑛 − 1

2𝑛
×
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
×
2𝑛 − 5

2𝑛 − 4
𝑊2𝑛−6 

⋮ On réitère le procédé n fois 

=
2𝑛 − 1

2𝑛
×
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
× …×

1

2
𝑊0 

Or on sait que :  

𝑊0 =
𝜋

2
 

De plus on a :  

2𝑛 − 1

2𝑛
×
2𝑛 − 3

2𝑛 − 2
× …×

1

2
=
(2𝑛 − 1) × (2𝑛 − 3) × …× 3 × 1

2𝑛 × (2𝑛 − 2)…× 2
 

=
(2𝑛 − 1) × (2𝑛 − 3) × …× 3 × 1

2𝑛𝑛 × (𝑛 − 1) × …× 1
 

=
(2𝑛 − 1) × (2𝑛 − 3) × …× 3 × 1

2𝑛𝑛!
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=
2n(2n − 1) × (2n − 2) × (2n − 3) × …× 3 × 2 × 1

2nn! × 2n × (2n − 2)…× 2
 

=
(2n)!

22n(n!)2
 

On a donc :  

∀ 𝐧 ∈ ℕ,𝐖𝟐𝐧 =
(𝟐𝐧)!

𝟐𝟐𝐧(𝐧!)𝟐
×
𝛑

𝟐
 

C’est la même chose que la question a précédente, soit par récurrence ou par itération de la formule de 

récurrence.  

Comme on ne nous donne pas de formule à démontrer, nous allons le faire grâce à la méthode 2.  

Méthode 2 : Par itération de la formule de récurrence : 

On sait que :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑊𝑛+2 =
𝑛 + 1

𝑛 + 2
𝑊𝑛 

Ainsi on a :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑊2𝑛+1 =
2𝑛

2𝑛 + 1
𝑊2𝑛−1 

=
2𝑛

2𝑛 + 1
×
2𝑛 − 2

2𝑛 − 1
𝑊2𝑛−3 

=
2𝑛

2𝑛 + 1
×
2𝑛 − 2

2𝑛 − 1
×
2𝑛 − 4

2𝑛 − 3
𝑊2𝑛−5 

⋮ 𝑂𝑛 𝑟é𝑖𝑡è𝑟𝑒 𝑙𝑒 𝑝𝑟𝑜𝑐é𝑑é 𝑛 𝑓𝑜𝑖𝑠 

=
2𝑛

2𝑛 + 1
×
2𝑛 − 2

2𝑛 − 1
× …×

2

3
𝑊1 

Or on sait que :  

𝑊1 = 1 

De plus on a :  

2𝑛

2𝑛 + 1
×
2𝑛 − 2

2𝑛 − 1
× …×

2

3
=

2𝑛𝑛!

(2𝑛 + 1) × (2𝑛 − 1)…× 3
 

=
(2𝑛𝑛!)2

(2𝑛 + 1)!
 

∀ 𝒏 ∈ ℕ,𝑾𝟐𝒏+𝟏 =
(𝟐𝒏𝒏!)𝟐

(𝟐𝒏 + 𝟏)!
=
𝟐𝟐𝒏(𝒏!)𝟐

(𝟐𝒏 + 𝟏)!
 

2) On sait que :  

∀𝑛 ∈ ℕ,𝑊𝑛+2 =
𝑛 + 1

𝑛 + 2
𝑊𝑛 ⟹ 𝑢𝑛+1 = (𝑛 + 2)𝑊𝑛+2𝑊𝑛+1 = (𝒏 + 𝟏)𝑾𝒏+𝟏𝑾𝒏 = 𝒖𝒏 

Ainsi la suite (𝐮𝐧) est constante. 

3) On sait que :  

∀𝑡 ∈ [0;
𝜋

2
] , 0 ≤ 𝑐𝑜𝑠(𝑡) ≤ 1 

⟹ ∀ 𝑛 ∈ ℕ, ∀𝑡 ∈ [0;
𝜋

2
] , 0 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝑛+1(𝑡) ≤ 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡)  

⟹∀ 𝑛 ∈ ℕ,∫ 0

𝜋
2

0

𝑑𝑡 ≤ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛+1(𝑡)

𝜋
2

0

𝑑𝑡 ≤ ∫ 𝑐𝑜𝑠𝑛(𝑡)

𝜋
2

0

𝑑𝑡 

⟹∀ 𝑛 ∈ ℕ, 0 ≤ 𝑊𝑛+1 ≤ 𝑊𝑛 

On a donc : 

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑊𝑛+1 ≤ 𝑊𝑛 ≤ 𝑊𝑛−1 

⟹ 1 ≤
𝑊𝑛
𝑊𝑛+1

≤
𝑊𝑛−1
𝑊𝑛+1

 

Or on sait que :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑊𝑛+2 =
𝑛 + 1

𝑛 + 2
𝑊𝑛 

On a donc :  
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∀ 𝑛 ∈ ℕ,𝑊𝑛+1 =
𝑛

𝑛 + 1
𝑊𝑛−1⟹ ∀ 𝑛 ∈ ℕ,

𝑊𝑛−1
𝑊𝑛+1

=
𝑛 + 1

𝑛
 

On a donc :  

∀ 𝑛 ∈ ℕ, 1 ≤
𝑊𝑛
𝑊𝑛+1

≤
𝑛 + 1

𝑛
 

D’après le théorème des gendarmes, on en déduit donc que : 

𝑊𝑛~𝑊𝑛+1 

De plus on sait que :  

∀n ∈ ℕ, (n + 1)Wn+1Wn = u0 =
π

2
  

On en déduit donc que :  

(𝑛 + 1)(𝑊𝑛)
2~
𝜋

2
 

On a donc :  

(2𝑛 + 2)(𝑊2𝑛+1)
2~
𝜋

2
 

Ainsi on a :  

(2𝑛 + 1)(
22n(n!)2

(2n + 1)!
)

2

~
𝜋

2
⟹

2

2𝑛 + 1
(
22n(n!)2

(2n)!
)

2

~𝜋 ⟹
𝟏

𝒏
(
𝟐𝟐𝐧(𝐧!)𝟐

(𝟐𝐧)!
)

𝟐

~𝝅 

4) On sait que :  

𝜋 = lim
𝑛

1

𝑛
(
22n(n!)2

(2n)!
)

2

 

Par continuité de la fonction racine carrée sur ℝ+ on a  :  

√𝜋 = lim
𝑛

1

√𝑛
× (

22n(n!)2

(2n)!
) 

De plus on sait que :  

𝑛!~𝑘√𝑛 (
𝑛

𝑒
)
𝑛

 

On en déduit donc que :  

lim
𝑛

𝟏

√𝒏
×
𝟐𝟐𝐧 (𝑘√𝑛 (

𝑛
𝑒)
𝑛
)
𝟐

𝑘√2𝑛 (
2𝑛
𝑒 )

2𝑛 = √𝜋 

⟹ 𝒌 = √𝟐𝝅 

 


