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Correction TD 25

Partie A : Définition

Exercice A.1 : Déterminer les matrices dans les bases canoniques respectives des applications linéaires suivantes :

R,[X] > R
(Ry[X] » R { ! S ClX] - C[X] (R3[X] = R3[X]
2) ul'{ P p(1) 'V p s f P(t)dt'c)u3'{P i 133(x + 1)3— P(X)'d)u4'{ PPt P

0

(RyX] - R
a)ul'{PHP(l)

Ona:
vk € [1,n],u; (X¥) =1
On en déduit donc que :

matyx xm(u) =1 .. 1)
{ Ry[X] - R
1
b)u,:
Mz p HfP(t)dt
0
Ona
vk € [1, ], up (X) = ——
T k+1
On en déduit donc que :
1 1 1
mat n =1 =~ = )
X,..xm (Uz) ( > 3 S

[ C3X] > C3[X]
©)us: {P o PX + 1) - P(X)

Ona:
u3(1) = 0,uz(X) = 1,u3(X?) = 1+ 2X,u3(X3) = 1 + 3X + 3X?
On a donc :
01 1 1
0 0 2 3
matxex)Us) = (g o o 3
0 0 0O
d)u4:{R3 [X] - RS [,X]
P-»P+P
Ona:
u (D) =1,u,(X) =1+ X,u,(X?) = X2+ 2X,u, (X3) = X3 +3X2
On a donc :
1 1 0 0
01 2 0
matex)Ua) =l o 1 3
0 0 0 1

a C

Exercice A.2 : Soit A = (b q

) € M, (K). On pose :
© .{MZ(]K) - M, (K)
A M + AM
a) Montrer que @ € L(]Vl”z (]K))

b) Donner sa matrice dans la base canonique de M, (KK).
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a) On sait que :
V(My, M) € (M,(K))", VA € K, 92 (WM, + My) = AQM, + M)
= )\AMl + AMZ

= Apa(M1) + @a(My)
Donc @4 est linéaire.
b) On sait que la base canonique de M, (K) est :

2=(6 G oG G D)

Deplusona:

(G 9)=6 G =G D=2 P+»C 9

(0 9)=6 D6 D=6 D=2 (9

o D)=6 D D= D= Dra}

w6 D)6 A6 D=6 DG DG D
o= (33 5

Exercice A.3 : Soit f € L(IR3) dont la matrice dans la base canonique est :
2 -1 -1
A= <—1 2 —1)
-1 -1 2
1) Déterminer I’expression de f.

2) Déterminer Ker(f)et Im(f).

3) Démontrer qu’ils sont en sous directe.

4) Déterminer une base B de Ker(f) et une base B* de Im(f) puis écrire matg g’ (f).
5) Ecrire f comme la composée de deux endomorphismes connus.

I)Ona:
]R3 N ]R3
) /X 2X—y—1
f <y> - (—X + 2y — z>
vA —X—y+2z
2) i) On cherche ker(f)
On résout :

X 0

(&)

zZ 0
2X—y—12 0
:}(—X+2y—z)=<0>
—X—y+2z 0

2x—y—z=0
@{—X+2y—z= 0 (L) + (Ly) = —(Ly)
—Xx—y+2z=0
2X—y =172
{—x+2y=z

={y=




Page 3 sur 25

On en déduit donc que :

X 1
ker(f) = {(X) X E ]R} = vect (1)
X 1
ii) On cherche Im(f)
Ona:
1 2 0 -1 0 -1
(8)-GME)-CME)-C
0 -1 0 1 1 2
On a donc :

2 -1\ /-1
Im(f) = vect (—1),( 2 ),(—1)
-1/ \-1 2
-1 2 -1
(1))
1 -1 2
On en déduit donc que :

2 -1
Im(f) = vect (—1),( 2
-1 -1

R3 = ker(f) ®Im(f)

De plus on voit que :

3) Montrons que :

i) dim(ker(f)) + dim(Im(f) ) = dim(R?)

On sait que :
1
ker(f) = vect (1) = dim(ker(f)) =1
1
De plus :

2 -1
Im(f) = vect (—1),( 2 > = dim(Im(f)) = rg(f) = 2 (les vecteurs ne sont pas colinéaires)
-1 -1
On a donc :
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = 3 = dim(R®)
i) Im(f) N ker(f) = {Og3}

X
Soire = <y> € Im(f) n ker(f). On a donc :

| (0)-()-() ()

On en déduit donc que :

2}\1_A2 =}\
{_A1+27\2 =}\
_ll_}\z =)\

On en déduit donc que :

A 0
L=—=A=A=0=e=|{0
: 9
On a donc :
Im(f) N ker(f) = {Ogs}
On a donc :

ker(f) ®Im(f) = R3



4) On a déja les deux bases voules :

()=

ox{t)eox(3)o-(3)
ox(g)rex(3)0x3)
o) ()oG) o)

0 0 O
matBuB’ (f) = 0 O
0 0 3

0O 0 O 3 00 0O 0 O

matg () =(0 3 0]=(0 0]x{o0 1 0
0 0 3 0 0 3 0 0 1

R3—)R3 RB—)R3

f=gohavec: f: X 3x eth:{(* 0
y|+~ |3y yIirmly
Z 3z Z Z

On a alors g = 3Idgs et h est le projecteur sur le plan (P): x = 0 parallélement a la droite d’équation

1
(D): vect (1) .
1

On calcule les images :

—

-~

==

N~ —
Il

-~

~— —
Il

._..,
N~ _
| |
N
~— ~—'__—
Il
/\l
O\UJ
N~

On a donc :

w

5) On peut remarquer que :

w

On a donc :
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Exercice A.4 : Soit f € L(IR3) dont la matrice dans la base canonique est :

3 -3 6
A= < 1 -1 2 )
-1 1 =2
1) Déterminer I’expression de f.

2) Calculer f2. En déduire que Im(f) c Ker(f).
3) Déterminer rg(f) et dim(Ker(f)) puis en déduire une base du noyau et de I’image de f.

4) Déterminer une base de R telle que :
0 0 O
matg(f) =1 0 0

0 0 0

1)Ona:
R3—>R3

£ X 3x—3y+ 6z
' <y>»—>(x—y+22>
vA —X+y—2z

2) On peut calculer f2 ou bien A? ce qui ensuite revient au méme :

3 =3 6\2 /0 0 O
A=l1 -1 2] =(0 0 0]=0;
-1 1 =2 0 0 0

On a donc f? = 0, (R3)-
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On a donc :
vy € Im(f),3e € R3,f(e) =y = f(y) = f2(e) = 0
Donc Im(f) < ker(f)
3) On cherche ker(f).
On résout :

On en déduit donc que :

X 1 2
ker(f):{<y>ER3,X—y+ZZ:0}=VeCt (1),(0)
y/ 0 -1

On a donc dim(ker(f)) = 2.
D’apres le théoréme du rang on en déduit que :

rg(f) =1
1 2
DeplusB=|(1],| O est une base de ker(f). Il reste a déterminer une base de Im(f). On sait que rg(f) = 1l
0 -1
faut donc trouver un seul vecteur non nul qui appartient a Im(f). On a :

(6)-C)

3
Im(f) = vect ( 1 )
-1

4) On cherche une base de R3, B = (e, e,, €3) telle que f(e;) = e, et f(e,) = f(e3) = Os.

D’apreés les questions précédentes on pose :
1 3 2
B=|(0f,l 1 |, O
0/ \-1/ \-1

1 3
On vérifie facilement que <0> , ( 1 ), 0 > est une famille libre donc une base de R3 eton a :

mat<(

1
)
0

0 0 O

Remarque : Ainsi les matrices{1 0 0

0 0 O

On en déduit donc que :

1
-3
— 1 sont semblables.

gl)(é)) (3 0 3)

Exercice A.5 : Soit R? muni de la base canonique B = (1,]). Soit f: R?> — R? la projection sur ’axe des abscisses RT
parallélement a R(T + 7).

a) Déterminer matg 3 (f), la matrice de f dans la base (1, ).

b) Méme question avec matg, 3(f) ot B’ est la base (T —J, —21 + 37) de R%.

¢) Méme question avec matg, g, (f)

11 faut écrire f.
On sait que :

v(y) e®(y) = =0 (o) +¥ ()

On a donc :
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]RZ_)]RZ

G- (57
2((3) =) e (D) = ()

mats. (0= (; )

b) De plus on sait que B’ = <(_11) , (_3 )) est une base de R2.

()= @) era((D) =)

matg, 5(f) = (3 _05)

f:

a) On a donc :

On en déduit donc que :
Deplusona:

c) Enfinon a:

Demémeona:

(D) =D =)+ (D

matg, 5, (f) = (g __155)

On a alors :

0 0 1

. e | 0
Exercice A.6 : Soit A = 0 1 :
1 0 .. 0O

En utilisant I’application linéaire canoniquement associée a L(R", R"), calculer AP pour p € Z.

On pose B. = (e, ..., €y) la base canonique de R" et f € L(R", R™) I’application linéaire canoniquement associée a la
matrice A :
0 .. 0 1
¢ 0
matg_(f) = 0 1 ;
1 0 .. 0
On a alors :
Vi € [1,n], f(e;) = e,—;
On en déduit donc que :
Vi € [1,n],f%(e;) = f(e,_i) = €
On en déduit donc que f? = Idgn. On a donc :

I, si [p|est pair
p— {n
VPELA { A sinon
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Partie B : Matrices de changement de bases

1 0 0 0
0 1 0 0 . 4
Exercice B.1 : On pose B. = ol'ltolt1llo la base canonique de K*.
0 0 0 1
1 1 1 1
a) Montrer que B = | 0 1 1 | est une base de K*.
o/'yto/’\1/)11
0 0 0 1
2
b) On pose : x = _31 . Déterminer les coordonnées de x dans la base B.
4
1 1 1 1
. . . 0 1 1 1 .
a) On sait que #B = 4 il suffit donc de montrer que la famille | olloll1 /11 | est libre.
0 0 0 1
On résout :
1 1 1 1 0
0 1 1 1y [0
A10+A20+A31+A41—0
0 0 0 1 0
MAAL+A3+2,=0
AH+HA3+A, =0
A3+, =0
A4 == 0
2)\4—)\3:)L2—)\1—0
Donc B est une base de K*.
2 1 1 1 1
e s — 0 1 1 1
b) On doit décomposer 3 dans la base olloll1]l1
4 0 0 0 1
Ona:
2 1 1 1 1
-1 _ 0 _ 1 _ 1 1
3—30+(4)0+(1)1+41
4 0 0 0 1
On en déduit donc que :
3
matg(x) = —4
-1
4
On peut aussi le faire de cette facon :
11 1 1\ 1'/2 3
01 1 1 —1|_ (-4
0 0 1 1 3 -1
0 0 0 1 4 4

Or on sait que :
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v

+0x<

==
\_/

0 1 1 1 1
1) _ 0 1 1 1
0l= 1x 0 +1X 0 + 0 X 1 + 0 X 1
0 0 0 0 1
0 1 1 1 1
0\ _ 0 B 1 1 1
1 =0x 0 +(-1) x 0 +1x 1 + 0 X 1
0 0 0 0 1
0 1 1 1 1
0\ _ 0 1 B 1 1
0 =0Xx 0 +0x 0 + (—1) x 1 +1x 1
1 0 0 0 1
On a donc :
1 1 1 1! 1 -1 0 0
0111 _[{0 1 -10
0 0 1 1 O 0 1 -1
0 0 0 1 o 0 0 1
On a alors :
1 -1 0 0 2 3
0 1 -1 0 -1 —4
matz()={g o 1 _1]| 3 1
o 0 o0 1 4 4

Exercice B.2 : On considére la base canonique de B, = (1,X,X?,X3) de R;[X]
a) Montrer que la famille B = (1, XXX-1),XX-1)X - 2)) est une base de R3[X].
b) Déterminer la matrice de passage de B. a B et la matrice de passage de B a B.
¢) On pose :
u: {R3 [X] - R3[X]

PP’
Déterminer la matrice de u dans la base B, puis dans la base B.

a) On sait que la B = (1, XXX-1),XX—-1)X - 2)) est libre car c¢’est une famille de polyndmes échelonnés. De
plus #B = 4 donc ¢’est une base de R;[X].

b) II suffit d’écrire :

1 0 0 O
0 1 -
PBC,B = matB’BC (IdRB) = 0 0 1 1 _%
0 0 0 1
1 0 0 O
Pour déterminer Pg 5. = matg_g(Idgs) on peut inverser la matrice 8 é Il _3|ou exprimer les vecteurs de la
0 0 0 1

base B. dans la base B :
X2=XX-1D+XetX3=XX-1)X-2)+3X(X—-1) +X

On a alors :
1 0 0 O
0 1
PB,BC = matBC’B(IdRS) = 0 0 % é
0 0 0 1

c) Il suffit de calculer les images des vecteurs de base :

u(1) = 0,u(X) = 1,u(X?) = 2X et u(X?) = 3x2
On a alors :
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mat(l,X'XZ,X3) (u) =

S oo O
S OO K
oS oN O
o Wo O

Demémeona:
u(l) =0,u(X) = Lu(X(X—1)) =2X—1et
u(XX-1D(X—-2)) =3X2—-6X+2=3X(X—-1)—3X+2

On a donc :
01 -1 2
0 0 2 -3
mat(; yxz xxs-sxz42x) (W =| g 9 9 3
0 0 0 O

01 0O 01 -1 2
Remarque : On peut dire que les deux matrices 8 8 (2) (3)> et 8 8 2 _3> sont semblables et on a :
0 0 0O 0 0
1
0
0
0

S OO O
S OO
S oN O
o Wo O
Il
S OO
o O
=
HO
|
UJ[\.)O
/N
S OO O
S OO
N |
e [N
|
WUJN
S WwWo O

0 0

matg(u) =Pg.B =matg(u) =P B,

Exercice B.3 : Déterminer la matrice M dans la base canonique de R® de la projection sur le planx +y —z = 0
parallélement a la droite Vect((l,l,l)).

On sait que :

X 1 0
{(y) ERSx+y—z= O} = vect (O)(l)
Z 1 1
X X 1 0 1
v<y> ER3,<y> = (z—y)(O)+(z—x)<1>+(y+x—z)<1>
zZ zZ 1 1 1

On en déduit donc que :
R® - R3

L)X z-y
U <y>|—>< Z—X )
7 2z —Xx—Yy

0 -1 1
M= (—1 0 1)
-1 -1 2

Deplusona:

On en déduit donc que :

Exercice B.4 : On note B et C les bases canoniques de R? et R3. Soit u: R? — R3 I’application linéaire suivante :
RZ N R3
wd x 3x + 4y
(y) | —x+y
2x — 2y

1) On pose e = (i),e'z = (_52) et B’ = (e}, e}).

a) Montrer que B’ est une base de R2.
b) Ecrire les matrices de passage de B a B’ puis de B a B.

-1 2 1
2) Soit f; = ( 0 ),fz’ = (—1),f§ = (—1) etC' = (f],f3,f3)
1 2 1

a) Montrer que C' est une base de R3.
b) Ecrire les matrices de passage de C a C' puis de C' a C.
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3) Déterminer matg (1), matg, ¢ (u), matg ¢, (u) et matg, ¢, (u).

1) a) Comme #B' = 2 il suffit de montrer que B’ est libre :

On résout :
n (D) +2(5) = (o)
3y — 24, = 0
{7\1 45, =0
— A
=G D=0
Or on sait que det((i _52)> =3x5—(-2)x1=17#0= G _52) € GL,(R)

On en déduit donc que :
—2\ (A A -2\t
G R)-=0=0)=C ) ©=0
Donc B’ est libre.
b)Ona:

ma =] ) erma=( 9 =555 )

2) a) Idem que précédemment il suffit de montrer que C’ est libre. On résout :

-1 2 1 0
1 2 1 0
—)\1+2)\2+A3 :0
S { A —2A3=0
A+ 2% +25 =0
SN =A=2A=0
On en déduit donc que C’ est libre.

b)Ona:

Deplusona:
-1 2 1\
Pc"c = < 0 -1 —1> = (
1 2 1
On peut décomposer les vecteurs de la base C dans la base C' :
<1> ; (_1> ; : > : :
0)=(=3)x( 0 J+3x(-1)+(-3)x(-1
0 2 1 2 2 2 1
0 -1 2 1
<1>=0><(0)+1x<—1 +(—2)x<—1>
0 1 2 1
()-@+(g)+5(3)- (5
0 =(—>>< 0 |+=x(-1 +(——)>< -1
1 2 1 2 2 2 1

On a donc :
/ 1 0 1
Lz 0 3
0 -1 -1 = — 1 - =P(3’,c
1 2 1 Z 2
1 5 1
2 2

3)Ona:
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R? - R3

_ 3x + 4y
16~ (x+2)

(O)=(2)=(@)-(3)

On en déduit donc que :

Demémeona:

On a donc :

Demémeona:

3 4
matg'e (u) =|-1 1
2 =2

(-0
oo u<((1))> :<_12> B (_3)X< 0 )+2X<—21>+(—3)x<—11>
maty o () = (; 23)
' o(0)-(3)- () 5+() - (D)
On a don - u<(_52)> ) <—714) - (_14)X< 2 )+7X<—21>+(—14)><<—11>

Exercice B.5 : On considére ’endomorphisme de R3 défini par :
_ R3 - R3
u {(X, y,z) = (10x — y-7,-6x + 9y — 3z, —2x — y + 11z)
a) Déterminer A = matg_(u).

1 1 0
b) Montrer que B = (3) , ( 0 ), < 1 ) est une base de R3. Déterminer :
1/ \=2/ \—-1
C = matg(u)
¢) Calculer A",
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a)Ona:
10 -1 -1
A= <—6 9 —3)
-2 -1 11

1 1 0
b) On pose B = (3) ,( 0 ),( 1 ) . On sait que #B = 3. Ainsi pour montrer que B est une base de R3, il suffit de

" el

montrer qu’elle est libre. On résout :
M+A =0
S { 3 +23=0
AM—20,—23=0
M+A,=0
-|

4)\1_2A2:0
7\1—27\2—7\320

b T 20— G HR)=-0=0)=0

car det((}L _12)> = —2—4+ 0donc (i _12) € GL,(R)

Or on sait que :

On en déduit donc que :

3)\1'{')\3:0 ﬁ)\1:A2:A3:0
Al - 2)\2 - )\3 = 0
Donc la famille B est libre. C’est donc une base de R3.

{ )\1+)\2=0

On calcule :
1 6 1
u <3 = 18) = 6(3)
1 6 1
1 12 1
u 0 ) = ( 0 |= 12( 0 )
-2 —24 -2
0 0 0
u 1 ) =( 12 | = 12( 1 )
-1 —-12 -1
On a donc :

6 0

0
C = matg(u) = (0 12 0 )
0 0 12
¢) On sait que :

6 0 0\"
Vn € N, matg(u)" = <0 12 0 ) = matg(u™)
0 0 12
De plus par une récurrence triviale on démontre que :

6 0 0\" 6" 0 0
vneN,{0 12 O] =0 12" O
0 0 12 0 0o 12"

6" 0 0
vn € Nymatg(u™) = 0 12" 0
0 0 12"

On en déduit donc que :

On cherche a présent matg_(u").
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1 1 0
Méthode 1 : Avec la décomposition des vecteurs dans la base B = (3) ,( 0 ),( 1 ) .
1

Qo)) ()

{ M+A =X
M

Ona:

3N+ =y
_ZAZ_)\3—Z

|( 1:—(2x+y+z)
o =—(x—y—z)
——( 2x+y—17)
On a donc :

V<y>E]R3,<y>=g(2x+y+z)(3>+g(4x—y—z)( 0 >+g(—6x+3y—32)< 1>
Z Z 1 -2 -1

On a donc :

vn € N, u” (y) =u" —(2x+y+z)(3>+—(4x—y—z)<0>+ (—6x + 3y — 3z)< )
Z 6 1) © 2 1

1 1 1 1 1
=—2x+y+z2)u"||3]]|+=-@x—y—2)u"|| O + —(—6x+ 3y — 3z)u”
6 )] 76 )]s

6n 1 12n 1 12n
=z(2x+y+z) 3 +T(4x—y—z) 0 |+ e (—6x+ 3y — 3z2)
1 -2 —1

2x+y+z)+2"(4x—y—1z)
=6"1 32x+y+z)+2"(—2x+ 3y — 3z)
(2x+y+z)—2"(4x—y—2z) — 2"(—6x + 3y — 32)
(244 % 2%+ (1= 2"y + (1 — 2")z
=6" 1 (6—2"x+(B3+3x2My+ (3—-3x2M)z
(2= 2"Dx+ (1 — 2"y + (1 + 5 x 2")z

On an donc :
24+ 4x2" 1-2" 1-2"
matg_(u") = A" = 6“‘1< 6—2"°1 34+3x2% 3-3x 2“)
2 — 20+l 1-2" 1+5x2"
Méthode 2 : On utilise la formule suivante (dite de changement de bases) :
matg_(u) = matgg_(idgs) X matg(u) X matg_g(idgs)

On sait que :
1 1 0
matg g _(idgs) = (3 0 1 > = Pg_B
1 -2 -1
6 0 O
matg(idgs) = (O 12 0 )
0 0 12
matg_g(idgs) = matgp_(idgs)™' = Py_g = Pgs,
1 1 0
Pour déterminer la derniére matrice, soit on inverse la matrice (3 0 1 ) a I’aide des méthodes que I’on connait
1 -2 -1

(systeme ou pivot de Gauss), soit on exprime les vecteurs de la base canonique dans la base B :



On en déduit donc que :

On en déduit donc que :

N
N -

1
3
11 0N6 0 0N O
=(3 0o 1]){o 12 o) -2 -
1 -2 -1/\o o 12/| 3 .6

Par une récurrence immédiate on en déduit que :
Vn € N,A" = pp"pP~!

1 1 0 6" 0 0
vheNA"=(3 0 1 0 12" 0
1 -2 -1/\0 0 12" \
-1

1
2
1-2"
3—-3x2"

l/_
[S=Y
N| =
|
N| RO
\___/

On a donc :

2+4x2" 1-2n
=6"1 g—2nt1 343 x2n0
2 — 20t 1-2n 14+5x2"

Page 14 sur 25

N RO -
N~

Exercice B.6 : On considére la matrice :

0 2 -1
A={3 -2 0
-2 2 1

On pose u I’endomorphisme associé a A dans la base canonique.

a) Montrer que ker(u — idgs) , ker(u — 2idgs), ker(u + 4idgs) sont de dimension 1 et en donner des bases.

b) Montrer que B = (e, €, e_,) forme une base de R3 avec e; = ker(u — i.idg3)

¢) Donner la matrice D de u dans cette base. En déduire le calcul de A™ pour tout entier naturel n.

a) On pose :
[R3 N R3

£ )X 2y —z
: (y) - ( 3x — 2y )
vA —2x+2y+z
i) On cherche ker(u — idys)
On résout :
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X X
)=
vA vA
—X+2y—z=0
(:){ 3x—3y=0
—2x+2y=0

Sx=y=1z
On en déduit que :

1
ker(u — idgs) = vect <1)
1
Donc dim(ker(u —idgs)) = 1
ii) On cherche ker(u - 2idR3)
On résout :

X X
1)-+6)
VA yA

—2x+2y—z=0
@{ 3x—4y=0

—2x+2y—z=0

- y - 2
Lt = =
X Z

On en déduit que :

4
ker(u — 2idgs) = vect ( 3 )

-2
Donc dim(ker(u — 2idgs)) =1
iii) On cherche ker(u + 4idys3)
On résout :
X X
1))
z z
4x+2y—z=0
= { 3x+2y=0
—2x+2y+5z=0
S x= —%y =7z
On en déduit que :

2
ker(u — 2idgs) = vect (—3)
2

(GGG

On veut montrer que cela forme une base de R3. En raison du cardinal de B qui est 3 il suffit de montrer qu’elle est

libre :
1 4 2 0
M@w(g )Hg(_g):(o)
1 -2 2 0

Donc dim(ker(u + 4idgs)) =1
b) On pose :
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)\1"‘3}\2_3}\3:0
)\1_2)\2‘}‘2)\3:0

1 4 2\ /M 0
1 -2 2/\\ 0

)\1+4}\2+2)\3:0
@{

1 4 2
Montrons que <1 3 —3) est inversible. On a :
1 -2 2

1 4 2 1 4 2 1 4 2 1 4 2
1 3 -3)]~/0 -1 -5]~|0 1 5])~|0 1 5
1 -2 2 0 -6 0 0 -6 0 0 0 30

On a trois pivots donc la matrice est inversible donc :

(3 2)E)-0-6)-C)

1 4 2
Donc la famille B = (1) , ( 3 ) <—3> forme bien une base de R3.

1 =2 2

Exercice B.7 : On pose :
" { R3 - R3
"y z) 2x+y+z,x+2y+z,x+y+ 2z2)
a) Déterminer la matrice dans la base canonique de u.
b) Déterminer les valeurs de A € R tel que ker(f — Aidg) # {Ogs}
¢) Déterminer une base de R3 dans laquelle la matrice de u est diagonale.
d) Déterminer de deux fagons différentes u™.

a)Ona:

_om N

1
2
1

1
1
2

mat((é)(%)(?))(”)_(
() =2(2)

2x+y+z=2A
ﬁ{

b) On résout :

Xx+2y+z=2Ay

X+y+2z=2z
2-MDx+y+z=0
S<x+R2-NDy+z=0
x+y+(2-)z=0

2—A 1 1 X 0
(75 D)0)-0
1 1 2—MN \zZ 0

2—-2A 1 1
On pose P, = < 1 2—A 1 ) On sait que ker(u — Aidg) # {Ogs} si et seulement si P, admet au plus deux
1 1 2—2A
pivots !
Ona:

2—-2 1 1 1 2-2 1 1 2—2A 1
PA=< 1 2-2 1 >~<2—A 1 1 >~(0 1—(2-2)%? 7\—1>
1 1 2-2A 0 A—1 1-2
1 2—2 1
~<0 —3 4+ 41— A? A—1>

0 A—1 1-A
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On résout :
—34+4A-N =0 -4r+3=0=21€{1,3}

On a donc :

1 2—A 1

P;L~<O A-DA-3) 1—A>

0 A—1 1—-A
1cas: A =1:
Ona:

1 1 1 1 11
PP=11 1 1]~{0 0 O
1 1 1 0 0 0

dim(ker(u — Idgs)) = 2

-1 1 1 1 -1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1
Pb=({1 -1 1]|~[1 -1 1 ~(0 0 2 ~(0 2 0
1 1 -1 1 1 -1 0 2 0 0 O 2

Ainsi on en déduit que :

Ainsi on en déduit que :

2iéme oqg:A=13:
Ona:

dim(ker(u — 3Idgs)) =0
3itme cas A & {1,3}:

1 2—2X 1 1 2-2 1 1 2-2A 1
P;\~(0 A-1A-3) 1—7\)~(0 A—=3 —1)~<0 A=3 —1>
0 A—-1 1-2 0 1 -1

On en déduit donc que :
dim(ker(u — 4ldgs)) =1
Deplusona:
VA € {1,4}, ker(u — Aldgs) = {Ogs}

¢) On cherche une base de ker(u — Idgs)
X X
f (y) =<y>(:>x+y+z=0
zZ zZ

Ona:
1 0
ker(u — Idgs) = vect < 0 >,( 1 >
-1 -1

De méme on cherche une base de ker(u — 41dgs) :

X X —2x+y+z=0
f <y> =4<y>(:>{x—2y+z=0 Sx=y=1z

zZ vA x+y—2z=0

On en déduit donc que :

On en déduit donc que :

1
ker(u — 4Idgs) = vect (1)
1

o)) () =())-+C)

1
, (1) forme une base de R3. On parle alors d’une base de vecteurs
1

On adonc:

()

1
Il reste a démontrer que B = < 0 ),

_ o /N

propres.
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Pour une raison de cardinal, il suffit de montrer que la famille est libre. On résout :

() rn(3)om () ()

A1+A3=0
=>{ )\2+)\3=0 :>)\1=)\2=)\3=0
—7\1—7\2+7x3=0

1 0 1
On adonc B = ( 0 ),( 1 ),(1) forme une base de R3 et :
-1 -1 1

1 0 O
mat/, 1\ ;o\ (W =10 1 0
() \o o 4
d) On cherche u™.

Méthode 1 : Avec le binome de Newton.

On sait que :

2 1 1\"
matg_(u") =matg (W"=(1 2 1
1 1 2

De plus on sait que :
n

1\" 1 1 1 1 00
1) =1 1 1])+(0 1 0 =z + "
2 1 1 1 0 0 1

2

(1

1
=] =I5

Or on sait que [3 et J commutent. On peut donc appliquer le bindme de Newton :
n

I+ D" = > () 1Ka
k=0
S Y O
k=1

De plus on sait que (démonstration par récurrence immeédiate) que :
vk € N*, Jk = 3k71]

> (-3 0)

N

On a donc :

k=1 k=1
De plus on sait que :
n n
M ok _ M ok _ yn _
2(k)3 —Z(k)3 =4l
k=1 k=0
On en déduit donc que :
n
> (=5
k] -3
k=1
On a donc :
4" +2 4" -1 4" -1
n 3 3 3
2 11 n_1 401 4" 42 4n 1
1 2 1) =+ ]=
11 2 3 3 3 3
4" —1 4" -1 4" +2
3 3 3

On en déduit donc que :
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r ]R3_)]R3
42 A1 4n-d
3 XTTg3 YTz
AN_1 4042 4n_1

1 ; o + +
X Z
d 3 3 773
M1 4n—1 442
L X+ y+ y/

3 3 3
Méthode 2 : Avec les matrices de changement de bases

On sait que :

matBC(u) = PBC,B X matg(u) X PB'BC = Ppp—1?

1 0 1
Pg g = < 0 1 1>
-1 -1 1
1
Il reste a déterminer Pgg_ = ( 1> soit en utilisant le bindme de Newton soit en exprimant les vecteurs de
—1 1

De plus on sait que :

1
la base canonique dans la base < 0 > > ( ) . C’est cette méthode que je choisis :
1

)
)-3(5)+5(2) ()
)= (5)+3)3C)

()55 C)30)

1
0)
0
0
1)
0

On a donc :
/2 1 1
-1 3 3 _5\
1 0 1 | 1 2 1]
01 1) =l-3 3 3
R k1 1 1)
3 3 3
On a donc :
/2 1 1\
3 3 3
2 1 1 1 0 1N/1 O OI 1 2 1|
121=011010—§§—§
1 1 2 —1—11004&111)
3 3 3
De plus par une récurrence immédiate on a :
Vn € N, A" = PD"P~1
On a donc :
2 1 1
1 0 1,1 0 |3 3 3
1 2 1
VHEN,AH=(O 1 1)(0 1 O) 3 3 3
-1 -1 1/\0 0 4 \1 1 1/
3 3 3
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2 1 1
3 3 3
1 0 IN/1 0 O 1 2 1
— —_ n
1 1 1/\0 0 4 \1 1 1/
3 3 3
2 1 1
10 4| 3 S 3
=0 1 4)|- -3
-1 -1 4n»

| 4"-1 4"+2 4"-1
K 3 3
\411—1 401 4042
3 3 3
On en déduit donc que :
( R?® - R?

3 3

3 3

Partie C : Rang d’une matrice

Exercice C.1 : Déterminer le rang des matrices suivantes et si elle existe déterminer son inverse :

-2 1 -1 1 11 1 0 1 c 1 1
A=11 1 2 LB=12 0 1),C=0 1 1[,Dc=|1 ¢ 1),ceR
3 -2 1 1 3 2 -1 -1 1 1 1 c

-2 1 -1
A=11 1 2
3 -2 1

On peut déterminer le rang de A par plusieurs méthodes.
Méthode 1 : On cherche le nombre de pivots de A

Ona:
-2 1 -1 1 1 2 1 1 2 1 1 2
A=<1 1 2)~(—2 1 —1>~<0 3 3>~<0 1 1)
3 =2 1 3 -2 1 0 -5 -5 0 0 O

On en déduit donc que A a deux pivots donc rg(A) = 2 donc A € GL;(R).
Méthode 2 : On cherche le noyau de A, ker(A)
X 0
(2)=(o)
z 0

On résout :
—2x+y—-z=0
ﬁ{

On pose :

x+y+2z2=0 (-5L;) — L, = 3Ls
3x—2y+z=0
—2x+y=-—z
{x+y=—22
Sx=y=-—z2
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On en déduit donc que :

1
ker(A) = vect ( 1 )
-1

Donc dim(ker(A)) = 1 donc d’apres le théoréme du rang rg(A) = 2 = A & GL;(R).

1 1 1
B=|2 0 1
1 3 2

On peut déterminer le rang de B par plusieurs méthodes.
Méthode 1 : On cherche le nombre de pivots de B

Ona:
1 1 1 1 1 1 11
B=12 0 1>~ 0O -2 -—-1]~l0 1
1 3 2 0 2 1 0 0

On en déduit donc que B a deux pivots donc rg(B) = 2 donc B € GL3(R).
Méthode 2 : On cherche le novau de B, ker(B)
X 0
B (y) = <0>
Z 0

On résout :
X+y+z=0
@ {

On pose :

ON| R

2x+z=0 (3L;)—-L, =1L,
x+3y+2z2=0
- {X+y+z=0
2X = —zZ
1
Pt = = — —
X=y 2Z

1
ker(B) = vect ( 1 >
-2

Donc dim(ker(B)) = 1 donc d’apres le théoréme du rang rg(B) = 2 = B & GL3(R).

On en déduit donc que :

On pose :

1 0 1
C=<O 1 1)
-1 -1 1

On peut déterminer le rang de C par plusieurs méthodes.
Méthode 1 : On cherche le nombre de pivots de C

Ona:
1 0 1 1 0 1 1 0 1
c=<0 1 1>~<0 1 1>~<0 1 1)
-1 -1 1 0 -1 2 0 0 3

On en déduit donc que C a 3 pivots donc rg(C) = 3 donc C € GL3(R).
Méthode 2 : On cherche le noyau de C, ker(C)
X 0
(2)-(c)
Z 0

On résout :
x+z=0
@{ y+z=0

—xXx—y+z=0
S x=y=z=0




On en déduit donc que :

o[}

Donc dim(ker(C)) = 1 donc d’apres le théoréme du rang rg(C) = 3 = C € GL3(R).
Il reste a déterminer I’inverse de C.
soit en utilisant le bindme de Newton soit en exprimant les vecteurs de la base canonique dans la base

1 0 1
< 0 ),( 1 ),(1) . C’est cette méthode que je choisis :
-1 -1 1
(-5 (2)
0 3 1 3 3
1)=—=10 |+3| 1 |+3
0 3 1 3\ 3

On a donc :

/N
S =
=)
==
|
[N
Il
/_ﬁ
I w N
| =
wWlkrwlir
W] =
| |
| —m W] =
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[N
(@]
—_

c 1 1
R
1 1 ¢
On peut déterminer le rang de D par plusieurs méthodes.

Ona:
c 1 1 1 ¢ 1 1 C o 1 C c
DC:(l c 1>~<c 1 1)~(0 1—c? 1—c>~(0 1-00+c¢) 1-c
1 1 c 1 1 c 0 1—-c c¢c—1 0 1—-c c—1

1cas:c=1
1 1 1
D;~ <0 0 0)
0 0 O

On en déduit donc que D, a 1 pivots donc rg(D,) = 1 donc D; € GL3(R).

Qmecas:c# 1
1 c c 1 C C 1 c C
D.~10 1+4c¢c 1 |~|0 1 —1]~(0 1 -1
0 1 -1 0 1+4+c 1 0 0 2+4c

Ona:

Sic = —2alors D_, a2 pivots donc D_, & GL3(R).
Sic & {1, -2}, D, admet 3 pivots et donc D, € GL;(R).
Il reste a déterminer sont inverse !

c\ /1\ /1
On exprime les vecteurs de la base canonique a 1’aide de la base B = <1> , (c) , (1)

R S o 1 1 1 1
: _(c—l)(2+c)<1>+(2+c)(1—c) ‘)Tevoa-ol.

Ona:

)
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c+1 1 1
T e-D2z+9 +(2+c)(1—c)

0 1
<(1)>=(2+C)(1—c)<> !
1 c+1 1
>+(2+c)(1—c) fenetol,
= |

0
((1)):(2+c)(1—c)<

On en déduit donc que :

c
1
1
c
1
1

c+1 1 1
(c— 1)(2 +c¢) 2+c)(d—-¢) Q2+o1- c)w

2,1 . c+1 1
ve ¢ {-2,1}, 1 ; . k(2+c)(1—c) (c—l)(2+C) (2+c)(1—c))
1 c+1
2+ -0 (2+c)(1—c) (c—-D2+c)

Exercice C.2 : 1) Soitn € N* et f un endomorphisme de K" de rang 1. Montrer qu’il existe une base de K" dans
laquelle la matrice de f n’a qu’une colonne non nulle.

2) Soit f un endomorphisme tel que :
1 1 -1
math(f) = <—3 -3 3 )
-2 =2 2

a) Déterminer le rang de f. Déterminer ker(f) et Im(f). Ces sous-espaces sont-ils supplémentaires ?
b) Trouver une base de R3 dans laquelle la matrice de f n’a qu’un coefficient non nul.

1) On sait que f € L(K") tel que rg(f) = 1. D’aprés le théoréme du rang on a donc dim(ker(f)) = n — 1.

On pose (eq, ..., e,—1) une base de ker(f). On compléte cette base en une base de K" d’aprés le théoréme de la base
incompléte. On a donc :

(eq, ..., €n—1,€p) une base de K" avec f(e,) # Okn car e, & Ker(f).

On pose :
n
f(e,) = Z agex oudi € [1,n],a; # 0
k=1
On a alors :
0 .. 0 a
matce,,.e,) (W) = S
0 .. 0 a,
2)a)Ona:

1 1 -1 1 1 -1
(—3 -3 3 >~ (0 0 0 )
-2 -2 2 0 0 0
matg_(f) a 1 seul pivot donc rg(f) = 1. On en déduit donc que dim(ker(f)) = 2.
Il reste a chercher deux vecteurs non colinéaires de ker(f) pour en avoir une base.

s BB 20-0
wo-(§
{(9)-6

Comme rg(f) = dim(Im(f)) = 1 on en déduit que :

On en déduit que :

A présentona:
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1
Im(f) = vect (—3)
-2

De plus ces espaces ne sont pas supplémentaires car :

1 0 1 1 0
f <—3> = <O> ou encore (—3) = (0) -3 (1)
-2 0 -2 1 1
1
Donc <—3> € ker(f) n Im(f). Donc ker(f) et Im(f) ne sont pas supplémentaires.

-2

1 0
b) On a déja une base de ker(f) : (—3), (1) . Il reste a présent a déterminer un troisieme vecteur linéairement
-2 1

1 0 1
indépendant de la famille (—3) , (1) .Onpose e; = (0) On a alors :

=2 1 0

“(geye)° 6 5 )

0/ \-2/\1

Exercice C.3 : 1) Soit M € M, ,(K). Montrer que M est de rang 1 si et seulement s’il existe une matrice colonne non
nulle C € M, ; (K) et une matrice ligne non nulle L. € M ,,(K) telles que M = CL.

2) Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

a) Soit u € L(E) de rang 1. Montrer que u? = Tr(u)u.

b) Que peut-on dire lorsque sa trace vaut 1 ?

¢) Montrer que L(E) posséde une base formée de projecteurs.

1) On note M = (Cl, ) Cp) ou C; désigne la i — ieme colonne de M.

0
Comme rg(M) = 1 on sait qu’il existe iy € [1; p] tel que C;, # () et:
0
Vi e [[1;[)]],3)\1 S K, Ci = )\IC

ip
On a donc :
M = Ci (A1, .. Ap)
2) On pose dim(E) = n. On sait que u € L(E) tel que rg(u) = 1. D’aprés le théoréme du rang on a donc
dim(ker(f)) = n— 1.
On pose (e, ..., e5_1) une base de ker(f). On compléte cette base en une base de K" d’apres le théoréme de la base
incompléte. On a donc :
(eq, ..., €p—1,€p) une base de K" avec f(e,) # Okn car e, & ker(f).

On pose :
n
fley) = Z agex oudi € [1,n],a; # 0
k=1
On a alors :
0 .. 0 a
matee, e y(W) = ':
0 .. 0 a
On a donc :

Tr(u) = a, = Tr(M)
Deplusona:
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0 0 a;\? 0 0 aja,
mat(el,...,en)(uz)=mat(e1,...,en)(u)2= 5: :3 =
0 .. 0 ap 0 0 aj
0 .. 0 a
0 .. 0 ap
= Tr(M)M

On en déduit donc que :
mate o y(u?) = Tr(Wmate, o)) & u? = Tr(wu
b) Si la trace est égale a 1 on a alors u? = u on peut donc en déduire que u est un projecteur.
c¢)soitu € L(E), dim(E) =net:
matg () = A = (ai,j)

1<ij<n
On a alors :
A= Z ajiE; + 2 aij(Eij + Enn) + | ann — aij [Enn
k=1 1<i,jsn 1<i,j<n
i%j i%j
On pose :

B = (Ey1, - Enn ) U U (Eij + Enn)
1<i,j<n
i#j
Alors B est une base de M, (K).
De plus on pose :
v(i,j) € [1, n]]z’math(ui'j) _ {El,] + Eppsii#]j

E;; sinon
On a alors :
rg(u;;) =1
Vi) € [[1,n]]2,{ (o)
Tr(ui,j) =1

Ce sont donc des projecteurs d’apres la question précédente et ils forment une base de L(E) d’aprés ce que 1’on vient
de démontrer.



