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Correction DS n°7

|Exercice 1 : Dénombrement, les nombres de Stirling de deuxiéme espécel

Soit E = (el, ) ep) un ensemble & p éléments et F = (f, ..., f;,) un ensemble a n éléments, p,n € (N*)?2.
On définit le nombre de Stirling de deuxieéme espece, noté S, ,,, le nombre de surjection qu’il existe entre E et F. Le
but de cet exercice est de démontrer la formule suivante :

Xl
k=0

1) Que vaut S, ,, sip < n.
2) Déterminer S, ,.
3) Démontrer que :
(n+ 1)
Snn+1 =N X Y
4) On pose Uy, le nombre d’applications qu’il existe entre E et F.

a) Déterminer uy, ,.
b) Par un raisonnement sur le dénombrement, démontrer que :
n

= 2 (i) o

k=0
5) On pose I’application linéaire suivante :
_{Rn[X] - Ry [X]
P-PX+1)
a) Montrer que ¢ est bijective et déterminer ¢ 1
b) On pose A la matrice de ¢ dans la base canonique. En expliquant pourquoi :

(up'o up'l up'n)A= (Sp’o Sp,l Sp'n)

n
Z Gk k kP

k=0

Démontrer que :

1) Sip < n, alors on ne peut avoir de surjection entre E et F car F a « trop » d’¢léments !
On a donc :
Vp <n, Sp,n =0

2) Sin = p alors Card(E) = Card(F) donc une application surjective de E dans F est bijective. Or nous avons

exactement n! bijections de E dans F. En effet si I’on veut construire une bijection de E dans F, on a n choix pour le

premier, n — 1 pour le second, et ainsi de suite jusqu’au dernier qui n’a plus qu’un choix. Ainsi on a :
San=nxXm-1)x..x1=n!

3) Si Card(E) = Card(F) + 1, alors si I’on a une application surjective de E dans F, on a exactement deux
¢léments qui ont le méme antécédent, et les autres sont tous différents. Ainsi on choisit deux éléments parmi les n + 1
de E, puis il reste a dénombrer le nombre de bijection entre deux éléments de méme cardinal n. On a donc :

I

Sn+iin = (n-zl_l)xn! =@xn! =nx@
4) a) Ici on a n choix pour I’image de e;, n choix pour I’image de e, et ainsi de suite jusqu’a n choix pour
I'image de e,,. On a ainsi :

U, =n?
b) On pose :

Vi€ [1;n],A,; = {¢p:E - F tel que Card(Im(¢)) = i}

On a ainsi :

{¢:E4F}=0Ai
i=1
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Ici on se donne une application ¢: E = F. On regroupe ensuite I’ensemble des applications suivant le cardinal de son
image ¢ (E)). On démontre le nombre d’application qui ont une seule image dans F, puis 2 images dans E...
On a alors :
V(i) elLn]?i#j=,A4n4 =0
Deplusona:

. n
Vi € [1;n], Card(A;) = () X Sp,i
Choix des i images Nombres de surjection de E dans un
ensemble a i éléments

Card({¢p:E > F}) =nP = Card (LnJ Ai) = zn: (1:) Sp.i
1

i= i=1

On a alors :

5) a) En posant :
w_{Rn[X] - Rp[X]
(PH»PX—-1)
On a Yo = Idy_|x), donc ¢ est bijective et :
_1_{Rn[X] - Rp[X]
(P»PX—-1)

b) On pose B = (1,X,X?, ..., X,,) onaalors :
k

vk € [0;n], @(X*) = (1 + X)* = Z (];)X"

i=0

On a alors :
n
1 1 (l(;) (g)
S (4 ()
(2)
A =matg(@p) = : (i)
0
0 o 0 (::)
Or on sait que :
n
Vp € NY u,, = Z (Z) Spk
En posant S, = 0etu,o =0 ona: -
n
Vp EN'Vn e N, n <p,u,, = Z (Z) Spk
Ainsiona: =
(up‘o Upq - up,n) = (Sp_o Sp1 e Spyn)A (en posant u,o = S, = O)

On en déduit donc que :

(Sp,O Spjl Sp,n) = (up,O Upq o up’n)A_1

Orona:
k

vk € [0, 97 (X%) = (X - ¥ = Y (¥) (cr-ixe
On a alors : =0
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|Exercice 2 : Une intégrale|

On pose :
n
* xn E
VnEN,In—f(l—;) eZ dx
0

Le but de ce probléme est d’étudier la convergence de la suite (I,).
1) Calculer ;.

2) a) Montrer que :
vt €[0;1[In(1—¢t) < —t
b) En déduire que :
vn=>1,1, <2
3) a) Montrer que :
1
vt €[0 E[ln(l—t)>—t—t2
b) En déduire que :
a
n X\ X _a? _a
vn>1,Va € [0;5[,".(1—;) ezdx =>2e n (l—e 2)
0
c¢) En déduire que :
a
vn>1,va e |[0; 2[ Iyz2en(1-e 2)
4) a) Montrer que :
1
n3
vn>3,1,>2e V" 1-e 2
b) En déduire la convergence et la valeur de la limite de (I,,).
1) Pour calculer I;, on peut faire une IPP :
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1
x,1

I; = f(l —x)e% dx = [2(1 —x)ei]o
0

X 1
+f2efdx=2+4[ef—1]=4vz—z
0
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2) a) On peut utiliser la concavité de t = In(1 + t). On sait que :
vt € ]-1;+o[,In(1+¢t) <t
On a donc :
vt € [0; 1], -t > —1
On a donc :

Vte[0;1]In(1—¢t) < —t

b) On a d’aprés la question précédente :
vn € N*,Vx € [0;n[, In (1 —f) < x (cari € [0;n[)
n n n
On en déduit donc que :
X
vn € N, Vx € [O;n[,nln (1 _E) < —x (carn >0)
Comme exp est croissante :
_x X
vn € N*,vVx € [O;n[,enln(1 n) <e™™* (car; €[0;n[)

Deplussix =n,ona:

On en déduit donc que :
n

vn € N*,vx € [O;n],(l — g) <e”*

Par croissance de I’intégrale on a :

n n n
X X _x
vn € N*, I =j 1—— ez xSJe‘xXedeSje 2dx
0 0 0
Orona:
n
X _xqn _n
fe de:[—Ze 2] =—2e 24+2<2
0
0
Ainsiona:
vneN" I, <2
3)
a) On pose :
o - =
o
f 2
toIn(l—t)+t+t?
Onaf €ecC? ([0,%[) et
VtE[Ol[ 't = 1 +1+2t_—1+1—t+2t(1—t)
DI O="1 B 1—t
; 1-2t
=tX
1—-t
Or on sait que :
t=0
VtE[ 2[ 1-2t>0
1-t>0

Ainsiona:

1
vt € [O;E[JN@ >0
Donc f est croissante et :
f(0)=0
[Tapezici]



On en déduit donc que :
1
vVt € [O;E[’f(t) >0
On en déduit donc que :

1
vt € [O;E[,ln(l —t) > —t—t?
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b)Ona:

a
vn>1,Va € [o;g[,of(l—g)negd

=
Il
O"p
®
2
3
—
T
Rk
—
)
NIR
L
=

Or on sait que :
X

Vx € [0;al,x € [0;—[ donc— € [0;—
n

On a donc :

nln(l—%) - x?

X—— .
e >e © n (carexpest croissante)

Donc par croissance de ’intégrale on a :

a a
nin(1-%) % Xt x _x? x
fe nezdxzfe nedezfe ne 2dx
0 0

Orona:
x? a?
vx € [0,a],——=>=——
n n
On a donc :
a a
x* x _a® x
fe ne 2dx2fe ne 2dx
0 0
Orona:
a a
_a® x atf x _a? a
'[e ne 2dx =e nje 2dx = 2e n(l—e 2)
0 0
On a donc :
a
n X\" x _a? _a
VnZI,VaE[O;E[,f(l—E) e2dx = 2e n(l—e 2)
0
c)Ona:
n
n X\ x
> ‘— = -
Vn_l,VaE[O,Z[,In f(l n) ez dx
0

Or on sait que :

On en déduit donc que :

On a donc :

x\n x a?

a
VnZl,VaE[O;;[,InZJ(l—;) eidx22e7(1—e‘%)
0
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4) a) On pose :

Orn > 0 onadonc:

Ainsiona:
1 n
vn = 3,n3 <§
On a donc :
2 1
_n3 _n3
vn=>31,>22e n|1l—e 2
Orona:
2 1 1 1
_n3 _ns I _ns
2e n|1—e 2 |=2e n3|1—e 2
Orona:
1
. 1 . n3
11m——1=Oet lim— = 4o0
n 1 n 2
ns3
Ainsiona:
1 1
I _ns
lim2e n3|1—e 2 | =2
n
On a donc :
1 1 1 1
I _ns I _ns
Vvn>=3,2>21,>22e n3| 1—e 2 |etlim2e n3|1—e 2 |=2

n

D’apres le théoréme des gendarmes :
limI, =2
n

|Probléme 1 : Un endomorphisme qui annule un polyndome scindé a racines simples|

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, on note dim(E) = n = 1. Soit u € L(E) vérifiant la
relation :
(R):u® = 3u+ 2Idg = Ogp)
On dit alors que u annule le polyndme P(X) = X2 — 3X + 2. Le but de la premiére partie est de démontrer qu’il
existe une base B de E dans laquelle u est diagonale.

Partie A : Une base diagonale

1) Déterminer les racines du polynémes P.
Dans toute la suite de ce probléme on pose v = u — Idg et w = u — 21dg.
2) Déterminer I’endomorphisme v — w puis en déduire que E = Im(v) + Im(u).

3) a) Démontrer que E = Ker(v) @ker(w).
b) Comment peut-on obtenir une base de E dans laquelle la matrice u est diagonale ? On donnera la forme
de la matrice de u dans la base considérée, en fonction de la dimension de ker(v) et de ker(w).

Partie B : Un exemple
On pose :

[Tapez ici]
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f-{ Ry [X] - Ry [X]

la+bX+cX?> (a+b)+2bX+ (2c+b—a)X?

1) Montrer que f € L(R,[X]).

2) Montrer que f est un automorphisme de R,[X].

3) Montrer que f vérifie la relation (R).

4) a) En déduire une base B de R, [X] dans laquelle la matrice de f est diagonale.
b) Déterminer f*¥(a + bX + cX?) pour tout k € N.

Remarque : Vous démontrerez I’an prochain qu’un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s’il annule
un polyndme scindé a racines simples.

Partie A : Une base diagonale

1) Ona:

X?-3X+2=0X=1ouX=2
2) Ona:

v—w=u-—Idg) — (u—2Ildg) = Ildg
On a donc :

Ve€E,e=(ul(e) —e)— (u(e) —2e) = (u—Idg)(e) — (u—2Idg)(e) =e; + e,
Avec e, = (u—1Idg)(e) € Im(v) ete, = —(u — 2Idg)(e) € Im(w)

3) a)
e Montrons que ker(v) N ker(w) = {0}
Ona:

(u —Idg)(e) = 0g

e € ker(v) N ker(w) = {(u — 21dg)(e) = 0g

= e=2e=¢e=0g

Deplusona:
u(0g) = 0g = 20g
Ainsi O € ker(v) N ker(w).
e Montrons que ker(v) + ker(w) = E

On sait que :
Ve€E,e=(ul(e) —e)— (u(e) —2e) =e; +e,
Orona:
e, =u(e) —eetu? =3u—2ldg
Ainsiona:

u(e;) = u?(e) —u(e) = 3u(e) —2e —u(e) = 2(u(e) —e) = 2e;
Ainsi e; € ker(w)
De méme on a :
e, = —(u(e) — 2e) = u(ey) = —u?(e) + 2u(e) = —3u(e) + 2e + 2u(e) = 2e —u(e) = e,
Ainsi e, € ker(v)
On en déduit donc que :
Ve € E, e = (u(e) —e) + (2e — u(e))
eker(w) TkelW/
Ainsiona:
ker(v) + ker(w) = E
On a donc
E = ker(v) ®ker(w)

3) Il suffit de prendre une base de ker(v) et ker(w). On pose : B = B,, U B,, avec B,, une base de ker(v) et B,,
une base de ker(w). Donc pose d,, = dim(ker(v)) = card(B,) etd,, = dim(ker(w)) = card(B,,).

On a alors :

(1a,) (Odv,dw)>

maty() = <(odw.dv> (-14,)

[Tapezici]



Page 8 sur 18

Partie B : Un exemple
1) Ona:
V(P,Q) € Ry[XL,VAER, f(AP + Q) = f((Apo + qo) + (Ap1 + @)X + (Ap2 + 42)X?)
= (Apo + qo + Ap1 + q1) + 2(Ap1 + q)X + (2(Ap; + q2) + (Ap1 + 1) — (Apo + qo))X?
= Apo + p1 + 2p1X + 2p2 + P1 — P0)X?) + (g0 + q1 + 201X + (2q2 + g1 — q)X?)

=Af(P) + f(Q)
Ainsi f € L(R,[X]).

2) On cherche ker(f).Ona:.Ona:
P € ker(f) & f(P) = Op,(x] © Po +P1 + 2p1X + (2p2 + p1 — Po)X? = Op,[x]
Potp1 =0
= p1=0
2p2 +p1—po =0
Spo=p1=p2=0
S P =Orylx)

3) Ona:
VP € Ry[X], f2(po + p1X + p2X?) = f(po + p1 + 21X + (2p, + P1 — Po)X?)
=po+3p1 +4p X + (2((2172 +p1— po)) +2p; — (po + Pl)) Xz
= po + 3p1 + 4p X + (4p; + 3p; — 3p)X?
=3(po + 1 +2p1 X + (2p2 + P1 — P0)X?) — 2(po + P1 X + P2X?)
= 3f(P) — 2P
Ainsi f vérifie la relation :
f?=3f—2ldg

4) a) On va chercher une base de ker(f — Idg, [X]).
On résout :
f(P) =P & f(po+p1X +pX?) = po + p1 X + pX?
& po + D1+ 2p1X + (2py + P — Do) X* = po + p1 X + poX?
Po + D1 ="DPo
= 2p; =p1
2p, + 1 —Po = P2
JuN {P1 =0
Po = P2
On a donc :
ker(f — Idg,x)) = vect(1 + X?)

De méme on chercher une base de ker(f — Zlduez[x])-

On résout :
f(P) =2P & f(po +p1X + p2X?) = 2py + 2p1 X + 2p, X?
S po +p1+2p1X + 2py + 01— Po)X? = 2pg + 2p1 X + 2p, X?
Po +P1 = 2Py
= { 2py = 2py
2py +p1 —Po = 2p2

<= P1 = Do

Ainsiona:

ker(f — Idg,[x)) = vect(1 +X,1+ X + X?)
On pose alors :
B=(1+X41+X,1+X+X?)

1 0 O
matg(f) = (O 2 0) =D
0 0 2

On a alors :

b) On peut faire cette question de beaucoup de fagons différentes.

[Tapezici]
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Méthode 1 : Avec les matrices

On a:
1 0 0" ,1 0 o0
matB(f)"=<0 2 0> =<0 2k 0>=mat3(f")
0 0 2 0 0 2k
On pose :
BC(RZ[X]) = (1:X!X2)
On a alors :

1 1 0
matz,(f)=( 0 2 0)=4
-1 1 2

De plus on pose :

On a alors :
1 -1 0
P—1=(1 0 —1)
-1 1 1
On a alors :
A= PDP!
Donc
A =AXAX..XA=PDP xPDP 'xP..P'xpPDP!
=13 =I3 =I3
= ppkp?
Ainsiona:
1 1 1\/1 0 0 1 -1 0
matBC(fk)=Ak=(0 1 1)(0 2k 0)(1 0 —1)
10 1/\0 0o 2K/\-1 1 1
1 1 1 1 -1 0
=<0 1 1)(2"‘ 0 —zk)
1 0 1/\=2k 2k 2k
1 2k—1 0
=( 0 2k 0)
1—2k 2k_1 2k
Ainsiona:

f¥a+bX +cX?) =a(1+ (1-2%)x?) +b(2F — 1+ 2kx + (2% — 1)X?) + 2k cX?
=a+(2¥-1)b+2%bX + (a(1 - 2¥) + b(2% — 1) + 2kc)x?

Méthode 2 : En décomposant @ + bX + cX?> danslabase B = (1 + X%,1+ X, 1+ X + X?)
Ona:

1=1+X)-A+X+X)+(1+X)
X=10+X+X>-(1+X?
X>=01+X+X>)-1+X)

Ainsiona:
a+bX+cX? =a(1+X)D-A+X+XH+A+X))+b(A+X+XD) - (1+X2)
+c(1+X+XH)-(1+X)
=(1+X)(@-b)+1A+X+X>)(—a+b+c)+(1+X)(a—c)
On a donc :

VkEN, ffla+bX +cX?) =f*(1+XD@-b)+1+X+XD(—a+b+c)+ (1 +X)(a—0))
=(@a-b)fFA+X)+(—a+b+O)f*A+X+X)+(a—)f*(1+X)
=(a-b)A+X)+(—a+b+)2*A+X+X)+(a—0c)2kK(1+X)
=a+ (28— 1)b+2kbX + (a(1 — 2%) + b(2* — 1) + 2%¢)X?

[Tapezici]
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Méthode 3 : En effectuant la division euclidienne de X™ par X?> —3X + 2
On cherche (a,, b,) € R? tel que :

X"=(X?-3X+2)0,(X)+a,X + b,
PourX =1ona:

1=a,+b,
Pour X =2ona:
2" = 2a, + b,
Ainsiona:
a,=2"—1eth, =2-2"
On a donc :
ff=0Q"=1Df + 2 —2M)Idg,x)
Ainsiona:

f¥a+bX +cX?) =(2F-1)((a+b) +2bX + 2c+ b — a)X?) + (2 — 2¥)(a + bX + cX?)
=a+ (2 -1)b+2*bX + (a(1—2%) + (2% — 1) + 2¥¢c)Xx?

|Pr0bléme 2 : Un produit inﬁnij

Dans ce probléme on étudie la notion de produit infini, et on fait le lien avec la notion de somme infinie
(série numérique) par le biais de la fonction logarithme népérien, lorsque cela est possible.

Soit (@, )nsn, une suite de nombres complexes, avec ng un entier naturel. On pose, pour tout entier n =

ng :
n

P, = 1_[ A = Apy X ... X Ay
k=n0
La suite (B;)nsn, est appelée la suite des produits partiels du produit infini

[1e

ano
On dit que le produit infini converge si la suite des produits partiels (P,)psn, converge vers une limite non nulle,

notée généralement P, appelée valeur produit du produit infini. Cette limite est alors notée :
+o0

[Jou-r.

k=n0
Lorsque la suite des produits partiels (P, )n>p, diverge, ou converge vers 0, on dit que le produit infini (szno ak)
diverge.

Par abus, lorsque (B, )nsn, diverge vers 0, on peut cependant convenir que :
+ 00

[Jee-s

k=n0

Partie A : Préliminaire sur quatre exemples
1) Dans cette question on pose :

1
VnZl,an=1+E

a) Montrer que :

n
VnZZ,l_[ak=n+1
k=1

b) En déduire que (P,) diverge vers +oo.
2) Dans cette question on pose :

[Tapez ici]



Page 11 sur 18

1
vn=>1l,a,=1- )
Démontrer que (P,) converge et précisez sa valeur
3) Montrer que :
+00
—1 n+1
(2 s
n
n=1
4) On considére :
N
VN >1,Py = 1_[ (1 ! )
- 4n?
n=1
a) Ecrire P, a ’aide de factorielles.
b) En sachant que :
n
n! ~v2mn X (—)
Déterminer la valeur de :
b +00 ( 1 )
- 4n?
n=1
Partie B : Quelques propriétés
1) a) Etudier la convergence de (P,)nsn, lorsque (an)nsyn, s’annule.
b) En déduire que si (P,)pn2n, converge, alors la suite (a,)nsn, ne s’annule pas.
2) Montrer que si (B;)nsn, converge, alors la suite (an)psn, converge vers 1.

Partie C : Lien entre produit infini et somme infinie
Dans cette partie on considere une suite (a)pnspn, de réels strictement positifs.

1) a) Montrer que :

Han converge & z In(a,) | converge

n2ng nzngy
b) Précisez dans ce cas le lien entre :

+0oo +00
P = 1_[ (an) et S, = Z In(a,)
n=ng n=ny
2) On suppose dans cette question que (@, )nsn, st & termes dans ]1; +oo[ et on pose pour tout entier n >

ng,a, =1+ u,
a) Montrer que :

| | a, | converge = z u, | converge

nzng nzng
b) Réciproquement, montrer que :

Zun converge = | |an converge

nzng nzng
c¢) En déduire que la série :
Do)
— | diverge
n g
n=1
3) Dans cette question, on pose (ay)psn, est a termes dans ]0; 1[. On pose de méme la suite (u,,) définie par
a, =1+ u,.
Montrer que :

[Tapez ici]
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1_[ a, | converge & Z U, | converge

nzng nzng
Le but des questions 4) et 5) est de démontrer que les équivalences des questions 2) et 3) sont fausses si (a,) est a
termes dans ]0; +oo[ mais « oscille » autour de 1, ¢’est-a-dire que la suite admet une infinité de valeurs strictement
inférieures 1, et une infinité de valeurs strictement plus grande que 1. Pour cela nous allons chercher deux contre-
exemples.
4) Dans cette question on pose :

(p o D", 1
Vn>1!n V- 2n
=" D1

l U= o

Le but de cette question est de montrer que (Tla,) converge mais (Zu,,) diverge.

a) On pose :
n
—1)k
vn=>1S5,= Z D
k=1

Vk

Montrer que les suites (S,;,) et (S2,41) sont adjacentes.
b) En déduire que la série (Zu,,) diverge.
¢) Montrer que :
vn=1a,>0
d) Montrer que :

vn > 1,In(a,) = (_\/%)n +0 (%)

e) Conclure.

5) On revient au cas général (Vn > ngy,a,, > 0 et u, = a, — 1). On suppose de plus dans cette question que :

Z u, | converge

n2ng
a) Montrer que :

(un)?

In(1+u,) —u,~—

b) En déduire que (Ta,,) est de méme nature que (Z(u,,)?).
¢) Déterminer une suite (u,,) tel que :

Z u, | converge et 1_[ (1 +uy,) | diverge

nz2ng nzny

Partie A :
1) a)Ona:

3
3
S

<k+1):(n:!1)!:n+1

b) On a alors :

Donc (P,) diverge.
2) Ona:

wn=2 | = (1_i)= <(k—1)(k+1)>=

3
3
3

n—1)'n+1)!
( )2( )_n+1 1

()2 “2m) 2

kZ
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Ainsiona: )
[10-%)-2
3) a)Ona: =
D<1+(_13n+1>= (1+%)X(1_%)x(1+%)x"'x<1+5\/_1)j>x<1+(_1T)N+l>

SiNestpair onaN =2pet:

(€229 o Do e lo-2
2 1
1°273

43 2p 2p—1
bt () () =1

n=1

B 2p —1 2p

SiN = 2p + 1 est impair :

2ptl (_1)n+1 2p (_1)n+1 1
ﬂ( ) )ﬂ( 2 (14 55)

1
_(1+2p+1)_’1

Ainsiona:
N n+1
[1(+55) -
n=1
4) a)Ona
. 1 2n—-1)@2n+1) _ N
B (1 B 4—nz> l_[ 4n? 4N(N')2 1_[(271 1)] X [1_[(271 +1)
4N(N')2 IH(Z" - 1% H(Z T
1 (2N)'><(2N+1)'
IRAICD LT
Ainsiona:

ﬁ( 1 )- @N)! x 2N + 1! _ (@N))*@N +1)
LV 4w (4M)* 1yt (4" (e

b) Or on sait que :

n! ~\2mn x (g)n

Ainsion a:
2 2N AN
((2N)1)*~21(2N) x (—)
e
Ainsion a:
4N
N 1 2N(2N + 1) (ZN )

[ [(1-g)~2r W

n=1 " 42N4-T[2N2 (g)
Orona:
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4N

2N
2NN+ (55) 2n+1 2
21 = - =

4N
42N 42 N2 (ﬁ) e
e
Ainsion a :
[](1-%)-2
an?/) n
n=
Partie B : Quelques propriétés
1) a) S’il existe ny € N, tel que a,, = 0, on a alors par intégrité de R :
ni
vn=nq, P, = l_[anzO
n=ny

Ainsi (P,) diverge vers 0.
b) Par contraposée, si (B,) converge, alors Vn > ng, a,, # 0.

2) Si (B,) converge, d’aprés la question précédente on sait que (a,,) ne s’annule pas, donc (B,) non plus,
toujours par intégrité. Ainsi on a :
Pn
Vn2n0+1,P—=an

n-1
Or P, » £ # 0, donc P,,_q — £ donc par propriét¢ des limites :

Partie C : Lien entre produit infini et somme infinie
Dans cette partie on considere une suite (ay)p>n, de réels strictement positifs.

1) a)Ona:
N
1_[ a, | converge < 3¢ > 0 tel que 1_[ an = £ car (ay)nsn, est atermes positifs
nzng n=ng
On a donc par continuité de la fonction In
N
1_[ a, | converge < 3¢ > 0 tel queln 1_[ a, | = In(¥)
nzng n=ny
Orona:
N N
In 1_[ a, | = Z In(a,)
n=ny n=ngy
Ainsiona:
N
1—[ a, | converge < 3¢ > 0 tel que Z In(a,) — In(¥)
nzng, n=ng
On a donc :

nan converge & Z In(a,) | converge

nzny nzny

b) D’aprés la question précédente on a :
Se =In(P,,)

2) a) On a d’apres la question précédente :
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1_[ a, | converge = Z In(1+ uy,)

nzng nzng

De on sait d’apres la question 2) de la partie B que :

| | a, | converge = a, — 1
nzng

Ainsiona:

1_[ a, | converge = u, - 0

nzng
De plus on sait que :

vn=>ng,a,=1+u,>1
Ainsiona:
vn =ngyu, >0
On a de plus on :
u, - 0 = In(a,) = In(1 +u,) ~u,

Ainsi comme les termes sont positifs, on a le résultat de cours suivant :

z In(1+u,) |et Z u, | sont de méme nature

nzny nzng

On en déduit donc que :

1_[ a, | converge = Z In(1 +u,) | converge = Z u, |converge

nzny nzny nzny

b) De la méme facon on a :

z u, | converge = u, » 0 = In(1 + u,) ~u,
nzng
Or Vn = ngy,u, > 0 donc:

Z In(1+u,) |et Z u, | sont de méme nature

nzng nzng

Ainsiona:

z u, |converge = Z In(1+ u,) | converge = 1_[ a, | converge

nzny nzny nzny

La derniére implication provient de la question 1.
¢) On pose :
1
u, = E

On a vu précédemment dans la question 1) de la partie A que :

diverge
Tl>n0

Par contraposée de I’implication,

Z u, |converge = a, | converge

nzng n>n0

Ona:
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D] i
- | diverge

n=1

3) De la méme fagon que précédemment, on a :
yn =ngu, <0
Deplusona:

Han converge < z In(a,) | converge

nzng nzng

S Z In(1 +u,) | converge
n=ng,
Or
In(1 + u,) ~u, car a, - 1 doncu, - 0
Et comme In(1 + u,,) et u, sont toujours négatifs on a :

In(1 +u,) ~u, & Z In(1+uy,) | et Z u, | sont de méme nature
nzny nzny

On a donc :

1_[ a, | converge < Z In(1+ u,) | converge = Z u, | converge

nzng nzny nzny

La réciproque ce fait comme précédemment.

4) a)Ona:
2n+2 2n
VR > 1,S0m40 — Son = z (D" —Z nf__t 1 <0
ke &~ Vk o Vn+2 VZn+d
Donc (S,,,) est décroissante.
De mémeona:
2n+1 (—1) 2n-1 (1) 4 |

vn > 1, SZTL+1 - SZn—l = Z = + > O
— vk — vk Vv2n+1 +/2n
Donc (5,,.1) est croissante.

Enfinona:

1
Sons1 — Son = _\/ﬁ_) 0

Donc les deux suites sont adjacentes, donc elles convergent, et elles convergent vers la méme limite. Donc la suite
(S,,) converge.

b) On sait que :
G N 1
Yn = Jn  2n
Ainsiona:
1 ="
—_—— un j—
2n Jn

n

. e . o L -1 .
Si (Zu,) converge, par stabilité par combinaison linéaire, comme la série | Z - converge, on aurait convergence
n vn

1 . L o
de (Z Z)' Or on sait que cette série diverge. On en déduit donc que :

z <(_1)k + i) diverge
vk 2k

k=1

¢)Ona:
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vz ta, =1+ 2y
=50 = Jn o 2n
Ainsi pour tout n pair, a,, > 0.
Sin=2p+1,ona:
1+ 1 1 _1+1—2 2p+1 2@2p+1)+1-2{2p+1
T+ ) a1 22p+1) 22p + 1)
p
>2p+1—,/2p+1
2p+1
Or on sait que :
Vx >1,x >/x
Ainsiona:
Vp 2 0,ap41 >0
On a donc :
vn>1a,>0
d) On sait que :
-H" 1
SRV T
Vn  2n

Or on sait que :
1,,.15 3
In(1 + x) =x—§x +§x + o(x>)
Ainsi on en déduit donc que :

B (D" 1\ _(=D" 1\ 1/¢-D" 1)* 1/-D" 1}’ -nr 1\
ln(an)—ln<1+ \/1_1 +%>—( \/1_1 +%)—Z< \/E +%> +§< \/ﬁ +%> +O<< \/ﬁ +%>>
Orona:

D" 1)) /1 1
(S 5) ) =olars) +o i)

((—1>”+1>2=1 (Gt Ol Lzzw(i)

Jn 2n n nls 4n?2 n nls

Deplusona:

Ainsi on en déduit que :

=" 1 (=" 1 1 1
ln<1+ \/ﬁ +§>=< \/ﬁ +ﬁ>_ﬁ+0(ﬁ)
" 1
=m ' 0(;3)

e) On sait d’apres la partie A que si 1’on a une suite a termes positifs :

Han converge < Z In(a,) | converge

nzng nzny
Oriciona:
D" 1 G 1

In(1+—2+—)= +0(-75)

" < vn  2n Jn nb>
De plus on a d’apres la question précédente 4) a) :

(Z (="
converge
Vn

De plus d’aprés le critére de Riemann, si v,, = 0 (#) alors (Zv,,) converge.

Ainsiona:
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z In(a,) | converge

nzngy

| |an converge

nzng

Donc on en déduit que :

On a donc bien trouvé un contre-exemple.

5) a)Ona:
Z u, | converge = u,, -0
TlZTlO
Ainsiona:
1
In(1+u,) =u, — 3 (un)? + o((up)?)
On a donc :

(14 1) ~ 4y = 5 ()2 + 0((t)?)~ — 5 (a1y)?

b) On sait d’aprés la question 1 de cette partie que :
(Ia,) et (ZIn(1 + uy)) ont méme nature

(Z un) converge

Orona:

On en déduit donc que u,, = 0
On a donc :

In(1 + u,) = u, — 2b, avec b,~(u,)?
Ainsi on a par stabilité par combinaison linéaire :

(Z un) converge

(Z , ) = (Z In(1 + un)) converge
n ) converge
Ou bien :
(Z un) converge
(Z , ) » S (Z In(1+ un)) diverge
n ) diverge
Ainsiona:

(Z bn) et (Z In(1+ un)) ont méme nature

On en déduit donc que (ITa,) est de méme nature que (£b,,) donc comme ils sont de méme signe et équivalent, méme
nature que (X — 2(u,,)?) donc que (Z(u,)?).

c) Il suffit de poser :

(_1)n+1
vn > 1,un =
Vn

(Z (_ 1)Tl+1

——— | converge
)

Ainsi d’apres la question précédente :

1
1_[ (1+4+u,) | et (Z ;) ont méme nature

On a vu précédemment que :

On a donc un beau contre-exemple.
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