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Correction DS n°7 

 

Exercice 1 : Dénombrement, les nombres de Stirling de deuxième espèce 
 

 Soit 𝐸 = (𝑒1, … , 𝑒𝑝) un ensemble à 𝑝 éléments et 𝐹 = (𝑓1, … , 𝑓𝑛) un ensemble à 𝑛 éléments, 𝑝, 𝑛 ∈ (ℕ∗)2. 

On définit le nombre de Stirling de deuxième espèce, noté 𝑆𝑝,𝑛, le nombre de surjection qu’il existe entre 𝐸 et 𝐹. Le 

but de cet exercice est de démontrer la formule suivante :  

𝑆𝑝,𝑛 =∑(−1)𝑛−𝑘 (
𝑛
𝑘
) 𝑘𝑝

𝑛

𝑘=0

  

1)  Que vaut 𝑆𝑝,𝑛 si 𝑝 < 𝑛. 

2)  Déterminer 𝑆𝑛,𝑛. 

3) Démontrer que :  

𝑆𝑛,𝑛+1 = 𝑛 ×
(𝑛 + 1)!

2
 

4)  On pose 𝑢𝑝,𝑛 le nombre d’applications qu’il existe entre 𝐸 et 𝐹. 

 a) Déterminer 𝑢𝑝,𝑛. 

 b) Par un raisonnement sur le dénombrement, démontrer que :  

𝑛𝑝 =∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑆𝑝,𝑘 

5)  On pose l’application linéaire suivante :  

𝜑: {
ℝ𝑛[𝑋] → ℝ𝑛[𝑋]

𝑃 ↦ 𝑃(𝑋 + 1)
 

 a) Montrer que 𝜑 est bijective et déterminer 𝜑−1. 

 b) On pose 𝐴 la matrice de 𝜑 dans la base canonique. En expliquant pourquoi :  

(𝑢𝑝,0   𝑢𝑝,1   …  𝑢𝑝,𝑛)𝐴 = (𝑆𝑝,0      𝑆𝑝,1     …  𝑆𝑝,𝑛) 
Démontrer que :  

𝑆𝑝,𝑛 =∑(−1)𝑛−𝑘 (
𝑛
𝑘
) 𝑘𝑝

𝑛

𝑘=0

 

 

1) Si 𝑝 < 𝑛, alors on ne peut avoir de surjection entre 𝐸 et 𝐹 car 𝐹 a « trop » d’éléments !   

On a donc :  

∀𝑝 < 𝑛, 𝑆𝑝,𝑛 = 0 

2) Si 𝑛 = 𝑝 alors 𝐶𝑎𝑟𝑑(𝐸) = 𝐶𝑎𝑟𝑑(𝐹) donc une application surjective de 𝐸 dans 𝐹 est bijective. Or nous avons 

exactement 𝑛! bijections de 𝐸 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝐹. En effet si l’on veut construire une bijection de 𝐸 dans 𝐹, on a 𝑛 choix pour le 

premier, 𝑛 − 1 pour le second, et ainsi de suite jusqu’au dernier qui n’a plus qu’un choix. Ainsi on a :  

𝑺𝒏,𝒏 = 𝒏 × (𝒏 − 𝟏) × …× 𝟏 = 𝒏! 

3)  Si 𝐶𝑎𝑟𝑑(𝐸) = 𝐶𝑎𝑟𝑑(𝐹) + 1, alors si l’on a une application surjective de 𝐸 dans 𝐹, on a exactement deux 

éléments qui ont le même antécédent, et les autres sont tous différents. Ainsi on choisit deux éléments parmi les 𝑛 + 1 

de 𝐸, puis il reste à dénombrer le nombre de bijection entre deux éléments de même cardinal 𝑛. On a donc :  

𝑺𝒏+𝟏,𝒏 = (
𝒏 + 𝟏
𝟐

) × 𝒏! =
𝒏(𝒏 + 𝟏)

𝟐
× 𝒏! = 𝒏 ×

(𝒏 + 𝟏)!

𝟐
 

4)  a) Ici on a 𝑛 choix pour l’image de 𝑒1, 𝑛 choix pour l’image de 𝑒2 et ainsi de suite jusqu’à 𝑛 choix pour 

l’image de 𝑒𝑝. On a ainsi :  

𝒖𝒏,𝒑 = 𝒏
𝒑 

 b) On pose :  

∀𝑖 ∈ ⟦1; 𝑛⟧, 𝐴𝑝,𝑖 = {𝜙:𝐸 → 𝐹 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝐶𝑎𝑟𝑑(𝐼𝑚(𝜙)) = 𝑖} 

On a ainsi :  

{𝜙: 𝐸 → 𝐹 } =⋃𝐴𝑖

𝑛

𝑖=1
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Ici on se donne une application 𝜙: 𝐸 → 𝐹. On regroupe ensuite l’ensemble des applications suivant le cardinal de son 

image 𝜙(𝐸)). On démontre le nombre d’application qui ont une seule image dans 𝐹, puis 2 images dans 𝐸… 

On a alors :  

∀(𝑖, 𝑗) ∈ ⟦1; 𝑛⟧2, 𝑖 ≠ 𝑗 ⟹,𝐴𝑖 ∩ 𝐴𝑗 = ∅ 

De plus on a :  

∀𝒊 ∈ ⟦𝟏; 𝒏⟧, 𝑪𝒂𝒓𝒅(𝑨𝒊) = (
𝒏
𝒊
)⏟

𝑪𝒉𝒐𝒊𝒙 𝒅𝒆𝒔 𝒊 𝒊𝒎𝒂𝒈𝒆𝒔

× 𝑺𝒑,𝒊⏟
𝑵𝒐𝒎𝒃𝒓𝒆𝒔 𝒅𝒆 𝒔𝒖𝒓𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒐𝒏 𝒅𝒆 𝑬 𝒅𝒂𝒏𝒔 𝒖𝒏 

𝒆𝒏𝒔𝒆𝒎𝒃𝒍𝒆 à 𝒊 é𝒍é𝒎𝒆𝒏𝒕𝒔

 

On a alors :  

𝑪𝒂𝒓𝒅({𝝓:𝑬 → 𝑭 }) = 𝒏𝒑 = 𝑪𝒂𝒓𝒅(⋃𝑨𝒊

𝒏

𝒊=𝟏

) =∑(
𝒏
𝒊
)

𝒏

𝒊=𝟏

𝑺𝒑,𝒊 

5)  a) En posant :  

𝜓: {
ℝ𝑛[𝑋] → ℝ𝑛[𝑋]

𝑃 ↦ 𝑃(𝑋 − 1)
 

On a :𝝍𝒐𝝋 = 𝑰𝒅ℝ𝒏[𝑿], donc 𝜑 est bijective et :  

𝝋−𝟏: {
ℝ𝒏[𝑿] → ℝ𝒏[𝑿]

𝑷 ↦ 𝑷(𝑿 − 𝟏)
 

 b) On pose ℬ = (1,𝑋, 𝑋2, … , 𝑋𝑛) on a alors :   

∀𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛⟧, 𝜑(𝑋𝑘) = (1 + 𝑋)𝑘 =∑(
𝑘
𝑖
)𝑋𝑖

𝑘

𝑖=0

 

On a alors :  

𝑨 = 𝒎𝒂𝒕𝓑(𝝋) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
𝟏 𝟏
𝟎 𝟏

𝟎 ⋱

(
𝒌
𝟎
)

(
𝒌
𝟏
)

⋱

(
𝒏
𝟎
)

(
𝒏
𝟏
)

(
𝒏
𝟐
)

⋮
⋮

(
𝒌
𝒌
)

𝟎

𝟎 𝟎

⋮

𝟎

⋱
⋱

(
𝒏
𝒏
))

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Or on sait que : 

∀𝑝 ∈ ℕ∗, 𝑢𝑝,𝑛 =∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=1

𝑆𝑝,𝑘 

En posant 𝑆𝑝,0 = 0 𝑒𝑡 𝑢𝑝,0 = 0  on a :  

∀𝑝 ∈ ℕ∗∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑛 < 𝑝, 𝑢𝑝,𝑛 =∑(
𝑛
𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑆𝑝,𝑘 

Ainsi on a :  

(𝑢𝑝,0   𝑢𝑝,1   …  𝑢𝑝,𝑛) = (𝑆𝑝,0      𝑆𝑝,1     …  𝑆𝑝,𝑛)𝐴 (𝑒𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑎𝑛𝑡 𝑢𝑝,0 = 𝑆𝑝,0 = 0) 

On en déduit donc que :  

(𝑆𝑝,0      𝑆𝑝,1     …  𝑆𝑝,𝑛) = (𝑢𝑝,0   𝑢𝑝,1   …  𝑢𝑝,𝑛)𝐴
−1 

Or on a :  

∀𝑘 ∈ ⟦0; 𝑛⟧, 𝜑−1(𝑋𝑘) = (𝑋 − 1)𝑘 =∑(
𝑘
𝑖
) (−1)𝑘−𝑖𝑋𝑖

𝑘

𝑖=0

 

On a alors :  
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𝑨−𝟏 = 𝒎𝒂𝒕𝓑(𝝋
−𝟏) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟏

𝟎 ⋱

(−𝟏)𝒌 (
𝒌
𝟎
)

(−𝟏)𝒌−𝟏 (
𝒌
𝟏
)

⋱

(−𝟏)𝒏 (
𝒏
𝟎
)

(−𝟏)𝒏−𝟏 (
𝒏
𝟏
)

(−𝟏)𝒏−𝟐 (
𝒏
𝟐
)

⋮
⋮

(
𝒌
𝒌
)

𝟎

𝟎 𝟎

⋮

𝟎

⋱
⋱

(
𝒏
𝒏
) )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

(𝑆𝑝,0      𝑆𝑝,1     …  𝑆𝑝,𝑛) = (𝑢𝑝,0   𝑢𝑝,1   …  𝑢𝑝,𝑛)𝐴
−1 

Ainsi :  

𝑆𝑝,𝑛 = (𝑢𝑝,0   𝑢𝑝,1   …  𝑢𝑝,𝑛)𝐶𝑛+1(𝐴
−1) = (0   1     2𝑝     3𝑝    ⋯    𝑛𝑝)

(

  
 

(−1)𝑛 (
𝑛
0
)

(−1)𝑛−1 (
𝑛
1
)

⋮

(
𝑛
𝑛
) )

  
 

 

= 𝑺𝒑,𝒏 =∑(−𝟏)𝒏−𝒌 (
𝒏
𝒌
)𝒌𝒑

𝒏

𝒌=𝟎

 

 

Exercice 2 : Une intégrale 

 On pose :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐼𝑛 = ∫(1 −
𝑥

𝑛
)
𝑛

𝑒
𝑥
2

𝑛

0

𝑑𝑥 

Le but de ce problème est d’étudier la convergence de la suite (𝐼𝑛).  
1) Calculer 𝐼1. 

2)  a) Montrer que :  

∀𝑡 ∈ [0; 1[, ln(1 − 𝑡) ≤ −𝑡 
 b) En déduire que :  

∀𝑛 ≥ 1, 𝐼𝑛 ≤ 2 
3)  a) Montrer que :  

∀𝑡 ∈ [0;
1

2
[, ln(1 − 𝑡) ≥ −𝑡 − 𝑡2 

 b) En déduire que :  

∀𝑛 ≥ 1,∀𝑎 ∈ [0;
𝑛

2
[ , ∫ (1 −

𝑥

𝑛
)
𝑛

𝑒
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 ≥ 2𝑒−
𝑎2

𝑛 (1 − 𝑒−
𝑎
2) 

 c) En déduire que :  

∀𝑛 ≥ 1, ∀𝑎 ∈ [0;
𝑛

2
[ , 𝐼𝑛 ≥ 2𝑒

−
𝑎2

𝑛 (1 − 𝑒−
𝑎
2) 

4)  a) Montrer que :  

∀𝑛 ≥ 3, 𝐼𝑛 ≥ 2𝑒
−√𝑛 (1 − 𝑒−

𝑛
1
3

2 ) 

 b) En déduire la convergence et la valeur de la limite de (𝐼𝑛).  
 

1)  Pour calculer 𝐼1, on peut faire une IPP :   
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 𝑰𝟏 = ∫(𝟏 − 𝒙)𝒆
𝒙
𝟐

𝟏

𝟎

𝒅𝒙 = [𝟐(𝟏 − 𝒙)𝒆
𝒙
𝟐]
𝟎

𝟏

+∫𝟐𝒆
𝒙
𝟐𝒅𝒙

𝟏

𝟎

= 𝟐 + 𝟒 [𝒆
𝟏
𝟐 − 𝟏] = 𝟒√𝒆 − 𝟐 

2)  a) On peut utiliser la concavité de 𝑡 ↦ ln(1 + 𝑡). On sait que :  

∀𝑡 ∈ ]−1;+∞[, ln(1 + 𝑡) ≤ 𝑡 
On a donc :  

∀𝑡 ∈ [0; 1[, −𝑡 > −1 

On a donc :  

∀𝒕 ∈ [𝟎; 𝟏[, 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕) ≤ −𝒕 

 b) On a d’après la question précédente :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑥 ∈ [0; 𝑛[, 𝑙𝑛 (1 −
𝑥

𝑛
) ≤ −

𝑥

𝑛
  (𝑐𝑎𝑟

𝑥

𝑛
∈ [0; 𝑛[ ) 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑥 ∈ [0; 𝑛[, 𝑛 𝑙𝑛 (1 −
𝑥

𝑛
) ≤ −𝑥  (𝑐𝑎𝑟 𝑛 > 0) 

Comme 𝑒𝑥𝑝 est croissante :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑥 ∈ [0; 𝑛[, 𝑒
𝑛𝑙𝑛(1−

𝑥
𝑛
)
≤ 𝑒−𝑥  (𝑐𝑎𝑟

𝑥

𝑛
∈ [0; 𝑛[ ) 

De plus si 𝑥 = 𝑛, on a :  

(1 −
𝑥

𝑛
) = 0 ≤ 𝑒−𝑥 

On en déduit donc que :  

∀𝑛 ∈ ℕ∗, ∀𝑥 ∈ [0; 𝑛], (1 −
𝑥

𝑛
)
𝑛

≤ 𝑒−𝑥 

Par croissance de l’intégrale on a :   

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 𝐼𝑛 = ∫(1 −
𝑥

𝑛
)
𝑛

𝑒
𝑥
2

𝑛

0

𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑒−𝑥 × 𝑒
𝑥
2

𝑛

0

𝑑𝑥 ≤ ∫ 𝑒−
𝑥
2

𝑛

0

𝑑𝑥 

Or on a :  

∫𝑒−
𝑥
2

𝑛

0

𝑑𝑥 = [−2𝑒
−
𝑥
2]
0

𝑛

= −2𝑒−
𝑛
2 + 2 ≤ 2 

Ainsi on a :  

∀𝒏 ∈ ℕ∗, 𝑰𝒏 ≤ 𝟐 

3)   

a) On pose :  

𝑓: {
[0;
1

2
[ → ℝ

𝑡 ↦ ln(1 − 𝑡) + 𝑡 + 𝑡2
 

On a 𝑓 ∈ 𝒞1 ([0;
1

2
[) et :  

∀𝑡 ∈ [0;
1

2
[ , 𝑓′(𝑡) = −

1

1 − 𝑡
+ 1 + 2𝑡 =

−1 + 1 − 𝑡 + 2𝑡(1 − 𝑡)

1 − 𝑡
 

= 𝑡 ×
1 − 2𝑡

1 − 𝑡
 

Or on sait que :  

∀𝑡 ∈ [0;
1

2
[ , {

𝑡 ≥ 0
1 − 2𝑡 > 0
1 − 𝑡 > 0

  

Ainsi on a : 

∀𝑡 ∈ [0;
1

2
[ , 𝑓′(𝑡) ≥ 0  

Donc 𝑓 est croissante et :  

𝑓(0) ≥ 0 
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On en déduit donc que :  

∀𝑡 ∈ [0;
1

2
[ , 𝑓(𝑡) ≥ 0 

On en déduit donc que :  

∀𝒕 ∈ [𝟎;
𝟏

𝟐
[ , 𝐥𝐧(𝟏 − 𝒕) ≥ −𝒕 − 𝒕𝟐 

 b) On a :  

∀𝑛 ≥ 1, ∀𝑎 ∈ [0;
𝑛

2
[ , ∫ (1 −

𝑥

𝑛
)
𝑛

𝑒
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 = ∫𝑒
𝑛𝑙𝑛(1−

𝑥
𝑛
)
𝑒
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 

Or on sait que :  

∀𝑥 ∈ [0; 𝑎], 𝑥 ∈ [0;
𝑛

2
[  𝑑𝑜𝑛𝑐

𝑥

𝑛
∈ [0;

1

2
[ 

On a donc :  

𝑒
𝑛𝑙𝑛(1−

𝑥
𝑛
)
≥ 𝑒−𝑥−

𝑥2

𝑛  (𝑐𝑎𝑟 exp 𝑒𝑠𝑡 𝑐𝑟𝑜𝑖𝑠𝑠𝑎𝑛𝑡𝑒) 
Donc par croissance de l’intégrale on a :  

∫𝑒
𝑛𝑙𝑛(1−

𝑥
𝑛
)
𝑒
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 ≥ ∫𝑒−𝑥−
𝑥2

𝑛 𝑒
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 ≥ ∫𝑒−
𝑥2

𝑛 𝑒−
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 

Or on a :  

∀𝑥 ∈ [0, 𝑎], −
𝑥2

𝑛
≥ −

𝑎2

𝑛
 

On a donc :  

∫𝑒−
𝑥2

𝑛 𝑒−
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 ≥ ∫𝑒−
𝑎2

𝑛 𝑒−
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 

Or on a :  

∫𝑒−
𝑎2

𝑛 𝑒−
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 = 𝑒−
𝑎2

𝑛 ∫𝑒−
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 = 2𝑒−
𝑎2

𝑛 (1 − 𝑒−
𝑎
2) 

On a donc :  

∀𝒏 ≥ 𝟏, ∀𝒂 ∈ [𝟎;
𝒏

𝟐
[ , ∫ (𝟏 −

𝒙

𝒏
)
𝒏

𝒆
𝒙
𝟐

𝒂

𝟎

𝒅𝒙 ≥ 𝟐𝒆−
𝒂𝟐

𝒏 (𝟏 − 𝒆−
𝒂
𝟐) 

 c) On a :  

∀𝑛 ≥ 1, ∀𝑎 ∈ [0;
𝑛

2
[ , 𝐼𝑛 = ∫(1 −

𝑥

𝑛
)
𝑛

𝑒
𝑥
2

𝑛

0

𝑑𝑥 

= ∫(1 −
𝑥

𝑛
)
𝑛

𝑒
𝑥
2

𝑎

0

𝑑𝑥 + ∫ (1 −
𝑥

𝑛
)
𝑛

𝑒
𝑥
2

𝑛

𝑎

𝑑𝑥  (𝑑′𝑎𝑝𝑟è𝑠 𝐶ℎ𝑎𝑠𝑙𝑒𝑠) 

Or on sait que :  

∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑛], (1 −
𝑥

𝑛
)
𝑛

𝑒
𝑥
2 ≥ 0 

On en déduit donc que :  

∫(1 −
𝑥

𝑛
)
𝑛

𝑒
𝑥
2

𝑛

𝑎

𝑑𝑥  ≥ 0 

On a donc :  

∀𝒏 ≥ 𝟏, ∀𝒂 ∈ [𝟎;
𝒏

𝟐
[ , 𝑰𝒏 ≥ ∫(𝟏 −

𝒙

𝒏
)
𝒏

𝒆
𝒙
𝟐

𝒂

𝟎

𝒅𝒙 ≥ 𝟐𝒆−
𝒂𝟐

𝒏 (𝟏 − 𝒆−
𝒂
𝟐) 
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4)  a) On pose :  

𝑎 = 𝑛
1
3 

On a :  

𝑛
1
3 ≥

𝑛

2
⟺ 2𝑛

1
3 ≥ 𝑛 ⟺ 8𝑛 ≥ 𝑛3 

Or 𝑛 > 0 on a donc :  

8𝑛 ≥ 𝑛3⟹ 8 ≥ 𝑛2⟹ 𝑛 ≥ 3 

Ainsi on a :  

∀𝑛 ≥ 3, 𝑛
1
3 <

𝑛

2
 

On a donc :  

∀𝑛 ≥ 3, 𝐼𝑛 ≥ 2𝑒
−
𝑛
2
3

𝑛 (1 − 𝑒−
𝑛
1
3

2 ) 

Or on a :  

2𝑒−
𝑛
2
3

𝑛 (1 − 𝑒−
𝑛
1
3

2 ) = 2𝑒
−
1

𝑛
1
3 (1 − 𝑒−

𝑛
1
3

2 ) 

Or on a :  

lim
𝑛
−
1

𝑛
1
3

= 0 𝑒𝑡 lim
𝑛

𝑛
1
3

2
= +∞  

Ainsi on a :  

lim
𝑛
2𝑒

−
1

𝑛
1
3 (1 − 𝑒−

𝑛
1
3

2 ) = 2 

On a donc :  

∀𝑛 ≥ 3, 2 ≥ 𝐼𝑛 ≥ 2𝑒
−
1

𝑛
1
3 (1 − 𝑒−

𝑛
1
3

2 )  𝑒𝑡 lim
𝑛
2𝑒

−
1

𝑛
1
3 (1 − 𝑒−

𝑛
1
3

2 ) = 2 

D’après le théorème des gendarmes :  

𝐥𝐢𝐦
𝒏
𝑰𝒏 = 𝟐 

 

Problème 1 : Un endomorphisme qui annule un polynôme scindé à racines simples 

 

 Soit 𝐸 un espace vectoriel de dimension finie, on note dim(𝐸) = 𝑛 ≥ 1. Soit 𝑢 ∈ ℒ(𝐸) vérifiant la 

relation :  

(ℛ): 𝑢2 − 3𝑢 + 2𝐼𝑑𝐸 = 0ℒ(𝐸) 

On dit alors que 𝑢 annule le polynôme 𝑃(𝑋) = 𝑋2 − 3𝑋 + 2. Le but de la première partie est de démontrer qu’il 

existe une base ℬ de 𝐸 dans laquelle 𝑢 est diagonale.  

 

Partie A : Une base diagonale 

1)  Déterminer les racines du polynômes 𝑃.  

Dans toute la suite de ce problème on pose 𝑣 = 𝑢 − 𝐼𝑑𝐸 et 𝑤 = 𝑢 − 2𝐼𝑑𝐸 . 

2)  Déterminer l’endomorphisme 𝑣 − 𝑤 puis en déduire que 𝐸 = 𝐼𝑚(𝑣) + 𝐼𝑚(𝑢). 
3)  a) Démontrer que 𝐸 = ker(𝑣)⨁ker(𝑤). 
  b) Comment peut-on obtenir une base de 𝐸 dans laquelle la matrice 𝑢 est diagonale ? On donnera la forme 

de la matrice de 𝑢 dans la base considérée, en fonction de la dimension de ker(𝑣) et de ker(𝑤). 
 

Partie B : Un exemple 

On pose :  
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𝑓: {
ℝ2[𝑋] → ℝ2[𝑋]

𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2 ↦ (𝑎 + 𝑏) + 2𝑏𝑋 + (2𝑐 + 𝑏 − 𝑎)𝑋2
 

1) Montrer que 𝑓 ∈ ℒ(ℝ2[𝑋]).  
2) Montrer que 𝑓 est un automorphisme de ℝ2[𝑋]. 
3) Montrer que 𝑓 vérifie la relation (ℛ). 
4)  a) En déduire une base ℬ de ℝ2[𝑋] dans laquelle la matrice de 𝑓 est diagonale.  

 b) Déterminer 𝑓𝑘(𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2) pour tout 𝑘 ∈ ℕ. 

 

Remarque : Vous démontrerez l’an prochain qu’un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s’il annule 

un polynôme scindé à racines simples.  

 

Partie A : Une base diagonale 

1)  On a :  

𝑿𝟐 − 𝟑𝑿 + 𝟐 = 𝟎⟺ 𝑿 = 𝟏 𝒐𝒖 𝑿 = 𝟐 

2)  On a :  

𝑣 − 𝑤 = (𝑢 − 𝐼𝑑𝐸) − (𝑢 − 2𝐼𝑑𝐸) = 𝐼𝑑𝐸 

On a donc :  

∀𝑒 ∈ 𝐸, 𝑒 = (𝑢(𝑒) − 𝑒) − (𝑢(𝑒) − 2𝑒) = (𝑢 − 𝐼𝑑𝐸)(𝑒) − (𝑢 − 2𝐼𝑑𝐸)(𝑒) = 𝑒1 + 𝑒2 

Avec 𝑒1 = (𝑢 − 𝐼𝑑𝐸)(𝑒) ∈ 𝐼𝑚(𝑣) 𝑒𝑡 𝑒2 = −(𝑢 − 2𝐼𝑑𝐸)(𝑒) ∈ 𝐼𝑚(𝑤) 

3)  a)  

 Montrons que 𝐤𝐞𝐫(𝒗) ∩ 𝒌𝒆𝒓(𝒘) = {𝟎𝑬} 
On a :  

𝑒 ∈ ker(𝑣) ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝑤) ⟹ {
(𝑢 − 𝐼𝑑𝐸)(𝑒) = 0𝐸
(𝑢 − 2𝐼𝑑𝐸)(𝑒) = 0𝐸

⟹ 𝑒 = 2𝑒 ⟹ 𝑒 = 0𝐸 

De plus on a :  

𝑢(0𝐸) = 0𝐸 = 20𝐸 

Ainsi 0𝐸 ∈ ker(𝑣) ∩ 𝑘𝑒𝑟(𝑤). 

 Montrons que 𝐤𝐞𝐫(𝒗) + 𝒌𝒆𝒓(𝒘) = 𝑬 

On sait que :  

∀𝑒 ∈ 𝐸, 𝑒 = (𝑢(𝑒) − 𝑒) − (𝑢(𝑒) − 2𝑒) = 𝑒1 + 𝑒2 

Or on a :  

𝑒1 = 𝑢(𝑒) − 𝑒 𝑒𝑡 𝑢
2 = 3𝑢 − 2𝐼𝑑𝐸 

Ainsi on a :  

𝑢(𝑒1) = 𝑢
2(𝑒) − 𝑢(𝑒) = 3𝑢(𝑒) − 2𝑒 − 𝑢(𝑒) = 2(𝑢(𝑒) − 𝑒) = 2𝑒1 

Ainsi 𝑒1 ∈ ker(𝑤) 
De même on a :  

𝑒2 = −(𝑢(𝑒) − 2𝑒) ⟹ 𝑢(𝑒2) = −𝑢
2(𝑒) + 2𝑢(𝑒) = −3𝑢(𝑒) + 2𝑒 + 2𝑢(𝑒) = 2𝑒 − 𝑢(𝑒) = 𝑒2 

Ainsi 𝑒2 ∈ ker(𝑣) 
On en déduit donc que :  

∀𝒆 ∈ 𝑬, 𝒆 = (𝒖(𝒆) − 𝒆)⏟      
∈𝐤𝐞𝐫(𝒘)

+ (𝟐𝒆 − 𝒖(𝒆))⏟        
∈𝐤𝐞𝐫(𝒗)

 

Ainsi on a :  

ker(𝑣) + 𝑘𝑒𝑟(𝑤) = 𝐸 

On a donc  

𝑬 = 𝐤𝐞𝐫(𝒗)⨁𝐤𝐞𝐫(𝒘) 

3)  Il suffit de prendre une base de ker(𝑣) et ker(𝑤). On pose : ℬ = ℬ𝑣 ∪ ℬ𝑤 avec ℬ𝑣 une base de ker(𝑣) et ℬ𝑤 

une base de ker(𝑤). Donc pose 𝑑𝑣 = dim(𝑘𝑒𝑟(𝑣)) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(ℬ𝑣) et 𝑑𝑤 = dim(𝑘𝑒𝑟(𝑤)) = 𝑐𝑎𝑟𝑑(ℬ𝑤). 

On a alors :  

𝒎𝒂𝒕𝓑(𝒖) = (
(𝑰𝒅𝒗) (𝟎𝒅𝒗,𝒅𝒘)

(𝟎𝒅𝒘,𝒅𝒗 ) (−𝑰𝒅𝒘)
) 
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Partie B : Un exemple 

1)  On a :  

∀(𝑃, 𝑄) ∈ ℝ2[𝑋], ∀𝜆 ∈ ℝ, 𝑓(𝜆𝑃 + 𝑄) = 𝑓((𝜆𝑝0 + 𝑞0) + (𝜆𝑝1 + 𝑞1)𝑋 + (𝜆𝑝2 + 𝑞2)𝑋
2) 

= (𝜆𝑝0 + 𝑞0 + 𝜆𝑝1 + 𝑞1) + 2(𝜆𝑝1 + 𝑞1)𝑋 + (2(𝜆𝑝2 + 𝑞2) + (𝜆𝑝1 + 𝑞1) − (𝜆𝑝0 + 𝑞0))𝑋
2 

= 𝜆(𝑝0 + 𝑝1 + 2𝑝1𝑋 + (2𝑝2 + 𝑝1 − 𝑝0)𝑋
2) + (𝑞0 + 𝑞1 + 2𝑞1𝑋 + (2𝑞2 + 𝑞1 − 𝑞0)𝑋

2) 
= 𝜆𝑓(𝑃) + 𝑓(𝑄) 

Ainsi 𝑓 ∈ ℒ(ℝ2[𝑋]). 

2) On cherche ker(𝑓). On a : . On a :  

𝑃 ∈ ker(𝑓) ⟺ 𝑓(𝑃) = 0ℝ2[𝑋]⟺ 𝑝0 + 𝑝1 + 2𝑝1𝑋 + (2𝑝2 + 𝑝1 − 𝑝0)𝑋
2 = 0ℝ2[𝑋] 

⟺ {

𝑝0 + 𝑝1 = 0
𝑝1 = 0

2𝑝2 + 𝑝1 − 𝑝0 = 0
 

⟺ 𝑝0 = 𝑝1 = 𝑝2 = 0 

⟺𝑃 = 0ℝ2[𝑋] 

3)  On a :  

∀𝑃 ∈ ℝ2[𝑋], 𝑓
2(𝑝0 + 𝑝1𝑋 + 𝑝2𝑋

2) = 𝑓(𝑝0 + 𝑝1 + 2𝑝1𝑋 + (2𝑝2 + 𝑝1 − 𝑝0)𝑋
2) 

= 𝑝0 + 3𝑝1 + 4𝑝1𝑋 + (2((2𝑝2 + 𝑝1 − 𝑝0)) + 2𝑝1 − (𝑝0 + 𝑝1))𝑋
2 

= 𝑝0 + 3𝑝1 + 4𝑝1𝑋 + (4𝑝2 + 3𝑝1 − 3𝑝0)𝑋
2 

= 3(𝑝0 + 𝑝1 + 2𝑝1𝑋 + (2𝑝2 + 𝑝1 − 𝑝0)𝑋
2) − 2(𝑝0 + 𝑝1𝑋 + 𝑝2𝑋

2) 
= 3𝑓(𝑃) − 2𝑃 

Ainsi 𝑓 vérifie la relation :  

𝑓2 = 3𝑓 − 2𝐼𝑑𝐸 

4)  a) On va chercher une base de ker(𝑓 − 𝐼𝑑ℝ2[𝑋]). 

On résout :  

𝑓(𝑃) = 𝑃 ⟺  𝑓(𝑝0 + 𝑝1𝑋 + 𝑝2𝑋
2) = 𝑝0 + 𝑝1𝑋 + 𝑝2𝑋

2 

⟺ 𝑝0 + 𝑝1 + 2𝑝1𝑋 + (2𝑝2 + 𝑝1 − 𝑝0)𝑋
2 = 𝑝0 + 𝑝1𝑋 + 𝑝2𝑋

2 

⟺ {

𝑝0 + 𝑝1 = 𝑝0
2𝑝1 = 𝑝1

2𝑝2 + 𝑝1 − 𝑝0 = 𝑝2

 

⟺ {
𝑝1 = 0
𝑝0 = 𝑝2

 

On a donc :  

ker(𝑓 − 𝐼𝑑ℝ2[𝑋]) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(1 + 𝑋
2) 

De même on chercher une base de ker(𝑓 − 2𝐼𝑑ℝ2[𝑋]). 

On résout :  

𝑓(𝑃) = 2𝑃 ⟺  𝑓(𝑝0 + 𝑝1𝑋 + 𝑝2𝑋
2) = 2𝑝0 + 2𝑝1𝑋 + 2𝑝2𝑋

2 

⟺ 𝑝0 + 𝑝1 + 2𝑝1𝑋 + (2𝑝2 + 𝑝1 − 𝑝0)𝑋
2 = 2𝑝0 + 2𝑝1𝑋 + 2𝑝2𝑋

2 

⟺ {

𝑝0 + 𝑝1 = 2𝑝0
2𝑝1 = 2𝑝1

2𝑝2 + 𝑝1 − 𝑝0 = 2𝑝2

 

⟺ 𝑝1 = 𝑝0 

Ainsi on a :  

ker(𝑓 − 𝐼𝑑ℝ2[𝑋]) = 𝑣𝑒𝑐𝑡(1 + 𝑋, 1 + 𝑋 + 𝑋
2) 

On pose alors :  

ℬ = (1 + 𝑋2, 1 + 𝑋, 1 + 𝑋 + 𝑋2) 
On a alors :  

𝑚𝑎𝑡ℬ(𝑓) = (
1 0 0
0 2 0
0 0 2

) = 𝐷 

 b) On peut faire cette question de beaucoup de façons différentes. 
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Méthode 1 : Avec les matrices 

On a:  

𝑚𝑎𝑡ℬ(𝑓)
𝑘 = (

1 0 0
0 2 0
0 0 2

)

𝑘

= (
1 0 0
0 2𝑘 0
0 0 2𝑘

) = 𝑚𝑎𝑡ℬ(𝑓
𝑘) 

On pose :  

ℬ𝑐(ℝ2[𝑋]) = (1, 𝑋, 𝑋
2) 

On a alors :  

𝑚𝑎𝑡ℬ𝑐(𝑓) = (
1 1 0
0 2 0
−1 1 2

) = 𝐴 

De plus on pose :  

𝑃 = (
1 1 1
0 1 1
1 0 1

) 

On a alors :  

𝑃−1 = (
1 −1 0
1 0 −1
−1 1 1

) 

On a alors :  

𝐴 = 𝑃𝐷𝑃−1 

Donc  

𝐴𝑘 = 𝐴 × 𝐴 × …× 𝐴 = 𝑃𝐷 𝑃−1 × 𝑃⏟    
=𝐼3

𝐷 𝑃−1 × 𝑃⏟    
=𝐼3

…𝑃−1 × 𝑃⏟    
=𝐼3

𝐷𝑃−1 

= 𝑃𝐷𝑘𝑃−1 

Ainsi on a :  

𝑚𝑎𝑡ℬ𝑐(𝑓
𝑘) = 𝐴𝑘 = (

1 1 1
0 1 1
1 0 1

)(
1 0 0
0 2𝑘 0
0 0 2𝑘

)(
1 −1 0
1 0 −1
−1 1 1

) 

= (
1 1 1
0 1 1
1 0 1

)(
1 −1 0
2𝑘 0 −2𝑘

−2𝑘 2𝑘 2𝑘
) 

= (
1 2𝑘 − 1 0
0 2𝑘 0

1 − 2𝑘 2𝑘 − 1 2𝑘
) 

Ainsi on a :  

𝑓𝑘(𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2) = 𝑎(1 + (1 − 2𝑘)𝑋2) + 𝑏(2𝑘 − 1 + 2𝑘𝑋 + (2𝑘 − 1)𝑋2) + 2𝑘𝑐𝑋2 

= 𝑎 + (2𝑘 − 1)𝑏 + 2𝑘𝑏𝑋 + (𝑎(1 − 2𝑘) + 𝑏(2𝑘 − 1) + 2𝑘𝑐)𝑋2 

Méthode 2 : En décomposant 𝒂 + 𝒃𝑿+ 𝒄𝑿𝟐 dans la base 𝓑 = (𝟏 + 𝑿𝟐, 𝟏 + 𝑿, 𝟏 + 𝑿 + 𝑿𝟐) 

On a :  

{

1 = (1 + 𝑋2) − (1 + 𝑋 + 𝑋2) + (1 + 𝑋)

𝑋 = (1 + 𝑋 + 𝑋2) − (1 + 𝑋2)

𝑋2 = (1 + 𝑋 + 𝑋2) − (1 + 𝑋)

 

Ainsi on a :  

𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2 = 𝑎((1 + 𝑋2) − (1 + 𝑋 + 𝑋2) + (1 + 𝑋)) + 𝑏((1 + 𝑋 + 𝑋2) − (1 + 𝑋2))

+ 𝑐((1 + 𝑋 + 𝑋2) − (1 + 𝑋)) 

= (1 + 𝑋2)(𝑎 − 𝑏) + (1 + 𝑋 + 𝑋2)(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + (1 + 𝑋)(𝑎 − 𝑐) 
On a donc :  

∀𝑘 ∈ ℕ, 𝑓𝑘(𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2) = 𝑓𝑘((1 + 𝑋2)(𝑎 − 𝑏) + (1 + 𝑋 + 𝑋2)(−𝑎 + 𝑏 + 𝑐) + (1 + 𝑋)(𝑎 − 𝑐)) 

= (𝑎 − 𝑏 )𝑓𝑘(1 + 𝑋2) + (−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)𝑓𝑘(1 + 𝑋 + 𝑋2) + (𝑎 − 𝑐)𝑓𝑘(1 + 𝑋) 

= (𝑎 − 𝑏 )(1 + 𝑋2) + (−𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2𝑘(1 + 𝑋 + 𝑋2) + (𝑎 − 𝑐)2𝑘(1 + 𝑋) 

= 𝑎 + (2𝑘 − 1)𝑏 + 2𝑘𝑏𝑋 + (𝑎(1 − 2𝑘) + 𝑏(2𝑘 − 1) + 2𝑘𝑐)𝑋2 
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Méthode 3 : En effectuant la division euclidienne de 𝑿𝒏 par 𝑿𝟐 − 𝟑𝑿+ 𝟐 

On cherche (𝑎𝑛, 𝑏𝑛) ∈ ℝ
2 tel que :  

𝑋𝑛 = (𝑋2 − 3𝑋 + 2)𝑄𝑛(𝑋) + 𝑎𝑛𝑋 + 𝑏𝑛 

Pour 𝑋 = 1 on a :  

1 = 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 

Pour 𝑋 = 2 on a :  

2𝑛 = 2𝑎𝑛 + 𝑏𝑛 

Ainsi on a :  

𝑎𝑛 = 2
𝑛 − 1 𝑒𝑡 𝑏𝑛 = 2 − 2

𝑛 

On a donc :  

𝑓𝑛 = (2𝑛 − 1)𝑓 + (2 − 2𝑛)𝐼𝑑ℒ(ℝ2[𝑋]) 

Ainsi on a :  

𝑓𝑘(𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2) = (2𝑘 − 1)((𝑎 + 𝑏) + 2𝑏𝑋 + (2𝑐 + 𝑏 − 𝑎)𝑋2) + (2 − 2𝑘)(𝑎 + 𝑏𝑋 + 𝑐𝑋2) 

= 𝑎 + (2𝑘 − 1)𝑏 + 2𝑘𝑏𝑋 + (𝑎(1 − 2𝑘) + 𝑏(2𝑘 − 1) + 2𝑘𝑐)𝑋2 

 

Problème 2 : Un produit infini 

 

 Dans ce problème on étudie la notion de produit infini, et on fait le lien avec la notion de somme infinie 

(série numérique) par le biais de la fonction logarithme népérien, lorsque cela est possible.  

 

 Soit (𝑎𝑛)𝑛≥𝑛0 une suite de nombres complexes, avec 𝑛0 un entier naturel. On pose, pour tout entier 𝑛 ≥

𝑛0 :  

𝑃𝑛 = ∏ 𝑎𝑘

𝑛

𝑘=𝑛0

= 𝑎𝑛0 × …× 𝑎𝑛 

 La suite (𝑃𝑛)𝑛≥𝑛0 est appelée la suite des produits partiels du produit infini  

(∏ 𝑎𝑘
𝑘≥𝑛0

) 

On dit que le produit infini converge si la suite des produits partiels (𝑃𝑛)𝑛≥𝑛0 converge vers une limite non nulle, 

notée généralement  𝑃∞, appelée valeur produit du produit infini. Cette limite est alors notée :  

∏ 𝑎𝑘

+∞

𝑘=𝑛0

= 𝑃∞ 

Lorsque la suite des produits partiels (𝑃𝑛)𝑛≥𝑛0 diverge, ou converge vers 0, on dit que le produit infini (∏ 𝑎𝑘𝑘≥𝑛0
) 

diverge.  

Par abus, lorsque (𝑃𝑛)𝑛≥𝑛0 diverge vers 0, on peut cependant convenir que :  

∏ 𝑎𝑘

+∞

𝑘=𝑛0

= 0 

 

Partie A : Préliminaire sur quatre exemples 

 

1)  Dans cette question on pose :  

∀𝑛 ≥ 1, 𝑎𝑛 = 1 +
1

𝑛
 

 a) Montrer que :  

∀𝑛 ≥ 2,∏𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

= 𝑛 + 1 

 b) En déduire que (𝑃𝑛) diverge vers +∞.  

2)  Dans cette question on pose :  
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∀𝑛 ≥ 1, 𝑎𝑛 = 1 −
1

𝑛2
 

Démontrer que (𝑃𝑛) converge et précisez sa valeur 

3)  Montrer que :  

∏(1+
(−1)𝑛+1

𝑛
)

+∞

𝑛=1

= 1 

4)  On considère :  

∀𝑁 ≥ 1, 𝑃𝑁 =∏(1 −
1

4𝑛2
)

𝑁

𝑛=1

 

 a) Ecrire 𝑃𝑛 à l’aide de factorielles. 

 b) En sachant que :  

𝑛!~√2𝜋𝑛 × (
𝑛

𝑒
)
𝑛

 

Déterminer la valeur de :  

𝑃∞ =∏(1 −
1

4𝑛2
)

+∞

𝑛=1

 

 

Partie B : Quelques propriétés 

 

1)  a) Etudier la convergence de (𝑃𝑛)𝑛≥𝑛0 lorsque (𝑎𝑛)𝑛≥𝑛0 s’annule. 

 b) En déduire que si (𝑃𝑛)𝑛≥𝑛0 converge, alors la suite (𝑎𝑛)𝑛≥𝑛0 ne s’annule pas. 

2)  Montrer que si (𝑃𝑛)𝑛≥𝑛0 converge, alors la suite (𝑎𝑛)𝑛≥𝑛0 converge vers 1. 
 

Partie C : Lien entre produit infini et somme infinie 

 Dans cette partie on considère une suite (𝑎𝑛)𝑛≥𝑛0 de réels strictement positifs. 
 

1)  a) Montrer que :  

(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟺ (∑ ln(𝑎𝑛)

𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

 b) Précisez dans ce cas le lien entre :  

𝑃∞ = ∏(𝑎𝑛)

+∞

𝑛=𝑛0

 𝑒𝑡 𝑆∞ = ∑ ln(𝑎𝑛)

+∞

𝑛=𝑛0

 

2)  On suppose dans cette question que (𝑎𝑛)𝑛≥𝑛0 est à termes dans ]1;+∞[ et on pose pour tout entier 𝑛 ≥

𝑛0, 𝑎𝑛 = 1 + 𝑢𝑛 
 a) Montrer que :  

(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟹ (∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

  b) Réciproquement, montrer que :  

(∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟹ (∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

 c) En déduire que la série :  

(∑
1

𝑛
𝑛≥1

)  𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

3)  Dans cette question, on pose  (𝑎𝑛)𝑛≥𝑛0 est à termes dans ]0; 1[. On pose de même la suite (𝑢𝑛) définie par 

𝑎𝑛 = 1 + 𝑢𝑛.  

Montrer que :  
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(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟺ (∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

Le but des questions 4) et 5) est de démontrer que les équivalences des questions 2) et 3) sont fausses si (𝑎𝑛) est à 

termes dans ]0;+∞[ mais « oscille » autour de 1, c’est-à-dire que la suite admet une infinité de valeurs strictement 

inférieures 1, et une infinité de valeurs strictement plus grande que 1. Pour cela nous allons chercher deux contre-

exemples.  

4) Dans cette question on pose :  

∀𝑛 ≥ 1,

{
 
 

 
 𝑎𝑛 = 1 +

(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛

𝑢𝑛 =
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛

   

Le but de cette question est de montrer que (Π𝑎𝑛) converge mais (Σ𝑢𝑛) diverge. 

 a) On pose :  

∀𝑛 ≥ 1, 𝑆𝑛 =∑
(−1)𝑘

√𝑘

𝑛

𝑘=1

 

Montrer que les suites (𝑆2𝑛) et (𝑆2𝑛+1) sont adjacentes.  

 b) En déduire que la série (Σ𝑢𝑛) diverge. 

 c) Montrer que :  

∀𝑛 ≥ 1, 𝑎𝑛 > 0 
 d) Montrer que :  

∀𝑛 ≥ 1, ln(𝑎𝑛) =
(−1)𝑛

√𝑛
+ 𝒪 (

1

𝑛1,5
) 

 e) Conclure. 

 

5) On revient au cas général (∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝑎𝑛 > 0 𝑒𝑡 𝑢𝑛 = 𝑎𝑛 − 1). On suppose de plus dans cette question que :  

 (∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

 a) Montrer que :  

ln(1 + 𝑢𝑛) − 𝑢𝑛~−
(𝑢𝑛)

2

2
 

 b) En déduire que (Π𝑎𝑛) est de même nature que (Σ(𝑢𝑛)
2). 

 c) Déterminer une suite (𝑢𝑛) tel que :  

(∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 𝑒𝑡 (∏(1 + 𝑢𝑛)

𝑛≥𝑛0

)  𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

 

Partie A :  

1)  a) On a :  

∀𝑛 ≥ 1,∏𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

=∏(1 +
1

𝑘
)

𝑛

𝑘=1

=∏(
𝑘 + 1

𝑘
)

𝑛

𝑘=1

=
(𝑛 + 1)!

𝑛!
= 𝑛 + 1 

 b) On a alors :  

𝑙𝑖𝑚 (∏𝑎𝑘

𝑛

𝑘=1

) = +∞ 

Donc (𝑃𝑛) diverge.  

2)  On a :  

∀𝑛 ≥ 2,∏𝑎𝑘

𝑛

𝑘=2

=∏(1 −
1

𝑘2
)

𝑛

𝑘=2

=∏(
(𝑘 − 1)(𝑘 + 1)

𝑘2
)

𝑛

𝑘=2

=

(𝑛 − 1)! (𝑛 + 1)!
2

(𝑛!)2
=
𝑛 + 1

2(𝑛)
→
1

2
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Ainsi on a :  

∏(𝟏−
𝟏

𝒌𝟐
)

+∞

𝒌=𝟐

=
𝟏

𝟐
 

3)  a) On a :  

∏(1 +
(−1)𝑛+1

𝑛
)

𝑁

𝑛=1

= (1 +
1

1
) × (1 −

1

2
) × (1 +

1

3
) × …× (1 +

(−1)𝑁

𝑁 − 1
) × (1 +

(−1)𝑁+1

𝑁
) 

Si 𝑁 est pair, on a 𝑁 = 2𝑝 et :  

∏(1 +
(−1)𝑛+1

𝑛
)

2𝑝

𝑛=1

= (1 +
1

1
) × (1 −

1

2
) × (1 +

1

3
) × …× (1 +

1

2𝑝 − 1
) × (1 −

1

2𝑝
) 

=
2

1
×
1

2
×
4

3
×
3

4
× …× (

2𝑝

2𝑝 − 1
) × (

2𝑝 − 1

2𝑝
) = 1 → 1 

Si 𝑁 = 2𝑝 + 1 est impair :  

∏(1 +
(−1)𝑛+1

𝑛
)

2𝑝+1

𝑛=1

= [∏(1 +
(−1)𝑛+1

𝑛
)

2𝑝

𝑛=1

] × (1 +
1

2𝑝 + 1
) 

= (1 +
1

2𝑝 + 1
) → 1 

Ainsi on a :  

∏(𝟏 +
(−𝟏)𝒏+𝟏

𝒏
)

𝑵

𝒏=𝟏

→ 𝟏 

4)  a) On a :  

∏(1−
1

4𝑛2
)

𝑁

𝑛=1

=∏
(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1)

4𝑛2

𝑁

𝑛=1

=
1

4𝑁(𝑁!)2
[∏(2𝑛 − 1)

𝑁

𝑛=1

] × [∏(2𝑛 + 1)

𝑁

𝑛=1

] 

=
1

4𝑁(𝑁!)2
× [∏(2𝑛 − 1) ×

(2𝑛)

2𝑛

𝑁

𝑛=1

] × [∏(2𝑛 + 1) ×
(2𝑛)

2𝑛

𝑁

𝑛=1

] 

=
1

4𝑁(𝑁!)2
×
(2𝑁)! × (2𝑁 + 1)! 

4𝑁(𝑁!)2
 

Ainsi on a :  

∏(𝟏−
𝟏

𝟒𝒏𝟐
)

𝑵

𝒏=𝟏

=
(𝟐𝑵)! × (𝟐𝑵+ 𝟏)!

(𝟒𝑵)
𝟐
(𝑵!)𝟒

=
((𝟐𝑵)!)

𝟐
(𝟐𝑵+ 𝟏)

(𝟒𝑵)
𝟐
(𝑵!)𝟒

 

 b) Or on sait que :  

𝑛!~√2𝜋𝑛 × (
𝑛

𝑒
)
𝑛

 

Ainsi on a :  

((2𝑁)!)
2
~2𝜋(2𝑁) × (

2𝑁

𝑒
)
4𝑁

 

Ainsi on a :  

∏(1−
1

4𝑛2
)

𝑁

𝑛=1

~2𝜋
2𝑁(2𝑁 + 1) (

2𝑁
𝑒 )

4𝑁

42𝑁4𝜋2𝑁2 (
𝑁
𝑒)

4𝑁  

Or on a :  
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2𝜋
2𝑁(2𝑁 + 1) (

2𝑁
𝑒
)
4𝑁

42𝑁4𝜋2𝑁2 (
𝑁
𝑒)

4𝑁 =
2𝑁+ 1

𝜋𝑁
→
2

𝜋
 

Ainsi on a :  

∏(𝟏−
𝟏

𝟒𝒏𝟐
)

+∞

𝒏=𝟏

=
𝟐

𝝅
 

 

Partie B : Quelques propriétés 

1)  a) S’il existe 𝑛1 ∈ ℕ, tel que 𝑎𝑛1 = 0, on a alors par intégrité de ℝ :  

∀𝑛 ≥ 𝑛1, 𝑃𝑛 = ∏ 𝑎𝑛

𝑛1

𝑛=𝑛0

= 0 

Ainsi (𝑃𝑛) diverge vers 0. 

 b) Par contraposée, si (𝑃𝑛) converge, alors ∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝒂𝒏 ≠ 𝟎. 

2)  Si (𝑃𝑛) converge, d’après la question précédente on sait que (𝑎𝑛) ne s’annule pas, donc (𝑃𝑛) non plus, 

toujours par intégrité. Ainsi on a :  

∀𝑛 ≥ 𝑛0 + 1,
𝑃𝑛
𝑃𝑛−1

= 𝑎𝑛 

Or 𝑃𝑛 → ℓ ≠ 0, donc 𝑃𝑛−1 → ℓ donc par propriété des limites :  

𝒂𝒏 =
𝑷𝒏
𝑷𝒏−𝟏

→ 𝟏 

 

Partie C : Lien entre produit infini et somme infinie 

 Dans cette partie on considère une suite (𝑎𝑛)𝑛≥𝑛0 de réels strictement positifs. 
 

1)  a) On a :  

(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟺ ∃ℓ > 0 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∏ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=𝑛0

→ ℓ 𝑐𝑎𝑟  (𝑎𝑛)𝑛≥𝑛0 𝑒𝑠𝑡 à 𝑡𝑒𝑟𝑚𝑒𝑠 𝑝𝑜𝑠𝑖𝑡𝑖𝑓𝑠 

On a donc par continuité de la fonction ln :  

(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟺ ∃ℓ > 0 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ln(∏ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=𝑛0

) → ln(ℓ) 

Or on a :  

ln(∏ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=𝑛0

) = ∑ ln(𝑎𝑛)

𝑁

𝑛=𝑛0

 

Ainsi on a :  

(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟺ ∃ℓ > 0 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 ∑ ln(𝑎𝑛)

𝑁

𝑛=𝑛0

→ ln(ℓ) 

On a donc : 

(∏ 𝒂𝒏
𝒏≥𝒏𝟎

)  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 ⟺ (∑ 𝐥𝐧(𝒂𝒏)

𝒏≥𝒏𝟎

)  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 

 b) D’après la question précédente on a :  

𝑺∞ = 𝐥𝐧(𝑷∞) 

2)  a) On a d’après la question précédente :  
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(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟹ (∑ ln(1 + 𝑢𝑛)

𝑛≥𝑛0

) 

De on sait d’après la question 2) de la partie B que :  

(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟹ 𝑎𝑛 → 1 

Ainsi on a :  

(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟹ 𝑢𝑛 → 0 

De plus on sait que :  

∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝑎𝑛 = 1 + 𝑢𝑛 > 1 

Ainsi on a :  

∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝑢𝑛 > 0 

On a de plus on :  

𝑢𝑛 → 0⟹ ln(𝑎𝑛) = ln(1 + 𝑢𝑛)~𝑢𝑛 

Ainsi comme les termes sont positifs, on a le résultat de cours suivant :  

(∑ ln(1 + 𝑢𝑛)

𝑛≥𝑛0

)  𝑒𝑡 (∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑚ê𝑚𝑒 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒 

On en déduit donc que :  

(∏ 𝒂𝒏
𝒏≥𝒏𝟎

)  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 ⟹ (∑ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝒏)

𝒏≥𝒏𝟎

)  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 ⟹ (∑ 𝒖𝒏
𝒏≥𝒏𝟎

)𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆  

 b) De la même façon on a :  

(∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟹ 𝑢𝑛 → 0⟹ ln(1 + 𝑢𝑛)~𝑢𝑛 

Or ∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝑢𝑛 > 0 donc :  

(∑ ln(1 + 𝑢𝑛)

𝑛≥𝑛0

)  𝑒𝑡 (∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑚ê𝑚𝑒 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒 

Ainsi on a :  

(∑ 𝒖𝒏
𝒏≥𝒏𝟎

)𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 ⟹ (∑ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝒏)

𝒏≥𝒏𝟎

)  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 ⟹ (∏ 𝒂𝒏
𝒏≥𝒏𝟎

)  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 

La dernière implication provient de la question 1.  

 c) On pose :  

𝑢𝑛 =
1

𝑛
 

On a vu précédemment dans la question 1) de la partie A que :  

(∏ (1 +
1

𝑛
)

𝑛≥𝑛0

)𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

Par contraposée de l’implication, 

(∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟹ (∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

On a : 
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(∑
𝟏

𝒏
𝒏≥𝟏

)  𝒅𝒊𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 

3)  De la même façon que précédemment, on a :  

∀𝑛 ≥ 𝑛0, 𝑢𝑛 < 0  
De plus on a :  

(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟺ (∑ ln(𝑎𝑛)

𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

⟺(∑ ln(1 + 𝑢𝑛)

𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

Or  

ln(1 + 𝑢𝑛)~𝑢𝑛 𝑐𝑎𝑟 𝑎𝑛 → 1 𝑑𝑜𝑛𝑐 𝑢𝑛 → 0 

Et comme ln(1 + 𝑢𝑛) et 𝑢𝑛 sont toujours négatifs on a :  

ln(1 + 𝑢𝑛)~𝑢𝑛⟺(∑ ln(1 + 𝑢𝑛)

𝑛≥𝑛0

)  𝑒𝑡 (∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑠𝑜𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑚ê𝑚𝑒 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒  

On a donc :  

(∏ 𝒂𝒏
𝒏≥𝒏𝟎

)  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 ⟺ (∑ 𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝒏)

𝒏≥𝒏𝟎

)  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 ⟹ (∑ 𝒖𝒏
𝒏≥𝒏𝟎

)  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 

La réciproque ce fait comme précédemment.  

4)  a) On a :  

∀𝑛 ≥ 1, 𝑆2𝑛+2 − 𝑆2𝑛 = ∑
(−1)𝑘

√𝑘

2𝑛+2

𝑘=1

−∑
(−1)𝑘

√𝑘

2𝑛

𝑘=1

=
1

√2𝑛 + 2
−

1

√2𝑛 + 1
< 0 

Donc (𝑺𝟐𝒏) est décroissante.  

De même on a :  

∀𝑛 ≥ 1, 𝑆2𝑛+1 − 𝑆2𝑛−1 = ∑
(−1)𝑘

√𝑘

2𝑛+1

𝑘=1

− ∑
(−1)𝑘

√𝑘

2𝑛−1

𝑘=1

=
−1

√2𝑛 + 1
+

1

√2𝑛
> 0 

Donc (𝑺𝟐𝒏+𝟏) est croissante.  

Enfin on a :  

𝑺𝟐𝒏+𝟏 − 𝑺𝟐𝒏 = −
𝟏

√𝟐𝒏 + 𝟏
→ 𝟎 

Donc les deux suites sont adjacentes, donc elles convergent, et elles convergent vers la même limite. Donc la suite 

(𝑆𝑛) converge. 

b) On sait que :  

𝑢𝑛 =
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
 

Ainsi on a :  

1

2𝑛
= 𝑢𝑛 −

(−1)𝑛

√𝑛
 

Si (Σ𝑢𝑛) converge, par stabilité par combinaison linéaire, comme la série (Σ
(−1)𝑛

√𝑛
) converge, on aurait convergence 

de (Σ
1

2𝑛
). Or on sait que cette série diverge. On en déduit donc que :  

(∑(
(−𝟏)𝒌

√𝒌
+
𝟏

𝟐𝒌
) 

𝒌≥𝟏

)  𝒅𝒊𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 

c) On a :  
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∀𝑛 ≥ 1, 𝑎𝑛 = 1 +
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
 

Ainsi pour tout 𝑛 pair, 𝑎𝑛 > 0. 

Si 𝑛 = 2𝑝 + 1, on a :  

𝑎2𝑝+1 = 1 +
1

2(2𝑝 + 1)
−

1

√2𝑝 + 1
= 1 +

1 − 2√2𝑝 + 1

2(2𝑝 + 1)
=
2(2𝑝 + 1) + 1 − 2√2𝑝 + 1

2(2𝑝 + 1)
 

>
2𝑝 + 1 − √2𝑝 + 1

2𝑝 + 1
 

Or on sait que :  

∀𝑥 ≥ 1, 𝑥 ≥ √𝑥 

Ainsi on a :  

∀𝑝 ≥ 0, 𝑎2𝑝+1 > 0 

On a donc :  

∀𝒏 ≥ 𝟏, 𝒂𝒏 > 𝟎 

 d) On sait que :  

(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
→ 0 

Or on sait que :  

ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
1

2
𝑥2 +

1

3
𝑥3 + 𝑜(𝑥3) 

Ainsi on en déduit donc que :  

ln(𝑎𝑛) = ln(1 +
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
) = (

(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
) −

1

2
(
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
)

2

+
1

3
(
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
)

3

+ 𝑜((
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
)

3

) 

Or on a :  

𝑜 ((
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
)

3

) = 𝑜 (
1

𝑛1,5
) + 𝒪 (

1

𝑛1,5
) 

De plus on a :  

(
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
)

2

=
1

𝑛
+
(−1)𝑛

𝑛1,5
+

1

4𝑛2
=
1

𝑛
+ 𝒪 (

1

𝑛1,5
) 

Ainsi on en déduit que :  

ln (1 +
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
) = (

(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
) −

1

2𝑛
+ 𝒪 (

1

𝑛1,5
) 

=
(−𝟏)𝒏

√𝒏
+ 𝓞(

𝟏

𝒏𝟏,𝟓
) 

 e) On sait d’après la partie A que si l’on a une suite à termes positifs :  

(∏ 𝑎𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟺ (∑ ln(𝑎𝑛)

𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

Or ici on a :  

ln (1 +
(−1)𝑛

√𝑛
+
1

2𝑛
) =

(−1)𝑛

√𝑛
+ 𝒪 (

1

𝑛1,5
) 

De plus on a d’après la question précédente 4) a) :  

(Σ
(−1)𝑛

√𝑛
)𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

De plus d’après le critère de Riemann, si 𝑣𝑛 = 𝒪 (
1

𝑛1,5
) alors (Σ𝑣𝑛) converge. 

Ainsi on a :  
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(∑ ln(𝑎𝑛)

𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

Donc on en déduit que :  

(∏ 𝒂𝒏
𝒏≥𝒏𝟎

)  𝒄𝒐𝒏𝒗𝒆𝒓𝒈𝒆 

On a donc bien trouvé un contre-exemple.  

5)  a) On a :  

(∑ 𝑢𝑛
𝑛≥𝑛0

)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 ⟹ 𝑢𝑛 → 0 

Ainsi on a :  

ln(1 + 𝑢𝑛) = 𝑢𝑛 −
1

2
(𝑢𝑛)

2 + 𝑜((𝑢𝑛)
2) 

On a donc :  

𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝒏) − 𝒖𝒏 = −
𝟏

𝟐
(𝒖𝒏)

𝟐 + 𝒐((𝒖𝒏)
𝟐)~ −

𝟏

𝟐
(𝒖𝒏)

𝟐 

 b) On sait d’après la question 1 de cette partie que :  

(Π𝑎𝑛) 𝑒𝑡 (Σ ln(1 + 𝑢𝑘)) 𝑜𝑛𝑡 𝑚ê𝑚𝑒 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒 

Or on a :  

(∑𝑢𝑛)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

On en déduit donc que 𝑢𝑛 → 0 

On a donc :  

ln(1 + 𝑢𝑛) = 𝑢𝑛 − 2𝑏𝑛 𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑏𝑛~(𝑢𝑛)
2 

Ainsi on a par stabilité par combinaison linéaire :  

{
(∑𝑢𝑛)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒

(∑𝑏𝑛)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒
⟺ (∑ln(1 + 𝑢𝑛)) 𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

Ou bien :  

{
(∑𝑢𝑛)  𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒

(∑𝑏𝑛)  𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒
⟺ (∑ln(1 + 𝑢𝑛))𝑑𝑖𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

Ainsi on a :  

(∑𝒃𝒏)  𝒆𝒕 (∑𝐥𝐧(𝟏 + 𝒖𝒏))  𝒐𝒏𝒕 𝒎ê𝒎𝒆 𝒏𝒂𝒕𝒖𝒓𝒆 

On en déduit donc que (Π𝑎𝑛) est de même nature que (Σ𝑏𝑛) donc comme ils sont de même signe et équivalent, même 

nature que (Σ − 2(𝑢𝑛)
2) donc que (Σ(𝑢𝑛)

2). 

 c) Il suffit de poser :  

∀𝑛 ≥ 1, 𝑢𝑛 =
(−1)𝑛+1

√𝑛
  

On a vu précédemment que :  

(∑
(−1)𝑛+1

√𝑛
)𝑐𝑜𝑛𝑣𝑒𝑟𝑔𝑒 

Ainsi d’après la question précédente :  

(∏(1 + 𝑢𝑛)

𝑛≥𝑛0

)  𝑒𝑡 (∑
1

𝑛
)  𝑜𝑛𝑡 𝑚ê𝑚𝑒 𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒 

On a donc un beau contre-exemple.  


