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DS n°7

IExercice 1 : Dénombrement, les nombres de Stirling de deuxiéme espéce|

Soit E = (el, ) ep) un ensemble a p éléments et F = (fy, ..., f,) un ensemble a n éléments, p,n € (N*)2. On
définit le nombre de Stirling de deuxiéme espéce, noté Sy, ,, le nombre de surjection qu’il existe entre E et F. Le but
de cet exercice est de démontrer la formule suivante :

Som = Y (D" K ()P
k=0

1) Que vaut S, sip < n.
2) Déterminer S, .
3) Démontrer que :
(n+1)!
Snin =X Y

4) On pose uy, , le nombre d’applications qu’il existe entre E et F.

a) Déterminer uy, ,.

b) En déduire que :

n
n
n = Z () Sou
k=1

5) On pose ’application linéaire suivante :

,{Rn[X] - Ry [X]
(P»PX+1)

a) Montrer que ¢ est bijective et déterminer ¢ 1.

b) On pose A la matrice de ¢ dans la base canonique. En expliquant pourquoi :

(Spo  Sp1 - Spn)A=(upo Ups - Upyn) (enposantu,, =S, =0)

Spm = ) (="K () k7
k=0

|Exercice 2 : Une intégrale|

Démontrer que :

On pose :
n
* X m E
VnEN,In—f(l—;) eZ dx
0

Le but de ce probléme est d’étudier la convergence de la suite (I,,).
1) Calculer ;.
2) a) Montrer que :
vt € [0;1[,In(1—¢t) < —t
b) En déduire que :
vn=>11,<2
3) a) Montrer que :

1
vVt € [O;E[,ln(l —t) = —t—t?
b) En déduire que :
a
n X\ X _a? _a
vn>=1,vVa € [0;5['f(1_ﬁ) ezdx >2e n (1—e 2)
0
¢) En déduire que :
n _a? _a
vn=1,Va € [O;E[ o= 2e n (1 —e 2)
4) a) Montrer que :



Page 2 sur 4

1 1
1 _n3
vn=31,=>2e 3| 1—e 2

b) En déduire la convergence et la valeur de la limite de (1,).

|Pr0bléme 1 : Un endomorphisme qui annule un polyndme scindé a racines simples|

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, on note dim(E) = n = 1. Soit u € L(E) vérifiant la relation :
(.‘R):u2 —3u+ ZIdE = OL(E)
On dit alors que u annule le polyndéme P(X) = X2 — 3X + 2. Le but de la premiére partie est de démontrer qu’il
existe une base B de E dans laquelle u est diagonale.

Partie A : Une base diagonale

1) Déterminer les racines du polynémes P.
Dans toute la suite de ce probléme on pose v = u — Idg etw = u — 21dg.
2) Déterminer I’endomorphisme v — w puis en déduire que E = Im(v) + Im(u).

3) a) Démontrer que E = Ker(v) @ker(w).
b) Comment peut-on obtenir une base de E dans laquelle la matrice u est diagonale ? On donnera la forme de
la matrice de u dans la base considérée, en fonction de la dimension de ker(v) et de ker(w).

Partie B : Un exemple
On pose :
{ Ry [X] = Ry [X]

f: a+bX+cX?v (a+b)+2bX+ (2c+b—a)X?
1) Montrer que f € L(R,[X]).
2) Montrer que f est un automorphisme de R, [X].
3) Montrer que f vérifie la relation (R).
4) a) En déduire une base B de R, [X] dans laquelle la matrice de f est diagonale.

b) Déterminer f*(a + bX + cX?) pour tout k € N.

Remarque : Vous démontrerez 1’an prochain qu’un endomorphisme est diagonalisable si et seulement s’il annule un
polyndéme scindé a racines simples.

|Pr0bléme 2 : Un produit inﬁni|

Dans ce probléme on étudie la notion de produit infini, et on fait le lien avec la notion de somme infinie (série
numérique) par le biais de la fonction logarithme népérien, lorsque cela est possible.

Soit (an)nsn, une suite de nombres complexes, avec ny un entier naturel. On pose, pour tout entier n = n :
n

P, = 1_[ A = Apy X ... X Ay
k=ng
La suite (P,)nsn, est appelée la suite des produits partiels du produit infini

e

kzng
On dit que le produit infini converge si la suite des produits partiels (P,)pnsn, converge vers une limite non nulle,
notée généralement P,,, appelée valeur produit du produit infini. Cette limite est alors notée :

+o00
[fou-r.
k=n0
Lorsque la suite des produits partiels (P,)nsn, diverge, ou converge vers 0, on dit que le produit infini (HanO ak)
diverge.



Par abus, lorsque (P,)n=n, diverge vers 0, on peut cependant convenir que :

+ 00

[Joe=s

k:no

Partie A : Préliminaire sur quatre exemples

1) Dans cette question on pose :
1
vnz=1la,=1+-
n

a) Montrer que :

n
VnZl,Hak=n+1
k=1

b) En déduire que (P,) diverge vers +oco.

2) Dans cette question on pose :
1
vnz=2,a,=1- "
Démontrer que (B,) converge et précisez sa valeur
3) Montrer que :
+00
-1 n+1
[ <1 + L) -1
n
n=1
4) On considére :
N
wz1r =] [(1-55)
- N 4n?
n=1
a) Ecrire P, a I’aide de factorielles.
b) En sachant que :
n
n! ~vV2mn X (—)
Déterminer la valeur de :
=1
© 4n?
n=1
Partie B : Quelques propriétés
1) a) Etudier la convergence de (P,)psn, lorsque (ap)pnsn, s’annule.

b) En déduire que si (P;)nsn, converge, alors la suite (an)psn, ne s’annule pas.
2) Montrer que si (B, )nsn, converge, alors la suite (ay)psp, converge vers 1.

Partie C : Lien entre produit infini et somme infinie

Dans cette partie on considere une suite (ay)pnsp, de réels strictement positifs.

1) a) Montrer que :

Han converge < Z In(a,) | converge

nzng nzny

b) Précisez dans ce cas le lien entre :

P, = H(an) et S, = i In(a,)

n=ng n=ny
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2) On suppose dans cette question que (@ )psn, est a termes dans ]1; +oo[ et on pose pour tout entier n >

ng,ap =1+ u,
a) Montrer que :
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| | a, | converge = Z u, | converge

nzng nzng

b) Réciproquement, montrer que :

Z u, | converge = | | a, | converge

n=ng nzng
¢) En déduire que la série :
1) .
Z - diverge
n=1
3) Dans cette question, on pose (ap)nsn, €st a termes dans ]0; 1[. On pose de méme la suite (u,,) définie par

ap =1+ u,.
Montrer que :

1_[ a, | converge < Z u, | converge

n=ng n=ng
Le but des questions 4) et 5) est de démontrer que les équivalences des questions 2) et 3) sont fausses si (a,,) est a
termes dans |0; +oo[ mais « oscille » autour de 1, c’est-a-dire que la suite admet une infinité de valeurs strictement
inférieures 1, et une infinité de valeurs strictement plus grande que 1. Pour cela nous allons chercher deux contre-
exemples.
4) Dans cette question on pose :

{ 1+(—1)"+ 1
vn=>1 "o vn 2n
i B G LI

+ —_—
Un Jn o 2n

Le but de cette question est de montrer que (Ila,) converge mais (Zu,,) diverge.

a) On pose :
n
(-1
vn=1S, = Z
i k=1 vk

Montrer que les suites (S,,,) et (S25,41) sont adjacentes.
b) En déduire que la série (Zu,,) diverge.
¢) Montrer que :

vn=1a,>0
d) Montrer que :

vn = 1,In(a,) = % +0 (%)
n )

e) Conclure.

5) On revient au cas général (Vn > ngy, a, > 0 et u,, = a, — 1). On suppose de plus dans cette question que :

Z u, | converge

nzng
a) Montrer que :
(un)?
2

In(1+u,) —u,~—

b) En déduire que (Ila,) est de méme nature que (Z(u,)?).
c¢) Déterminer une suite (u,,) tel que :

z u, | converge et 1_[ (1 +uy,) | diverge

nzng nzng



