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Chapitre 29 : Produit scalaire et espace euclidien
Partie C : Projection orthogonale

Dans toute cette partie (E, (.;.)) désigne un espace euclidien préhilbertien réel.
I) Un projecteur bien connu

a) Somme directe et projecteur orthogonal

Propriété I.a.1 : Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. On a alors :
E = FOFt

Définition : F* est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

Application La.2 : Soient (E, (.;.)) un espace euclidien et F un sev de E. On a alors :
(1) dim(F1) = dim(E) — dim(F)

Application La.3 : On pose :
X
F= }Z’ ERYx+y—2z+t=0
t
Déterminer F+.

Définition : Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. On appelle projecteur orthogonal de F, notée
DPr, la projection sur F parallélement a FL.

X
F={<y>ER4;X+3y—ZZ=O}
z

b) Donner sa matrice dans la base canonique.

Exemple I.a.4 : On pose :

a) Déterminer pg.

b) Avec une base orthonormeée

Propriété 1.b.1 : Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie et (el, s ep) une base orthonormale de F.
On a alors :

p
Vx € E,pp(x) = Z(X; ex)ek
k=1

Application 1.b.2 : On pose :

X
)y 4 (Xty+z+t=0
F=11z E]R)\’{X—y+z—t=0
t
a) Déterminer une base orthonormale de F.
b) Déterminer la matrice, dans la base canonique, de pg(x).

Application Lb.3 : Soit E un espace euclidien et p € L(E) un projecteur. Montrer que p est un projecteur orthogonal si
et seulement si :

V(x,y) € E2 (p(x);y) = (x; p(y))
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¢) Symétrie

Définition : Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. On appelle symétrie orthogonale, notée s, la
symétrie par rapport a F dans la direction de F*.

X
F={(y>ER3;X+3y—ZZ=O}
z

b) Donner sa matrice dans la base canonique.

Exemple I.c.3 : On pose :

a) Déterminer sg.

Application I.c.4 : Soit (E, (.;.)) un espace euclidien et s € L(E) une symétrie. Montrer que s est une symétrie
orthogonale si et seulement si :

V(xy) € E? (s(x); ) = (x;s(y))

Définition : Soit (E, (.;.)) un espace euclidien. On appelle réflexion toute symétrie orthogonale par rapport a un
hyperplan.
IT) Distance par rapport a un sev

a) Une définition intuitive

Définition : Soient F un sev de E de dimension finie et x € E. On appelle la distance de x a F, notée d(x, F), le
minimum des distances dex ay, avecy € F :
d(x, F) = min{|lx — y||,y € F}

Exemple ILa.1 : Soit F = {(x,y) € R%,y = 2x}. On pose e = (2; 7). Déterminer d(e, F).

Propriété I1.a.2 : Soit F un sev de E de dimension finie. Pour tout x € E, la projection orthogonale pg(x) est I’'unique
vecteur de F qui réalise la plus courte distance de x a F :

d(x,F) = min{|lx —yll,y € F} = [lx — pr ()|
De plus si B = (eq, ..., €,) est une base orthonormale de F, on a :

dGs P = [IIxlz = ) 10 el
k=1

X

Application Il.a.3 : Calculer la distance de v = (2; 6; —1) au plan vectoriel F = {<y> €ER3x+3y—2z= O}
z
Application Il.a.4 : Déterminer :

1
I = min f(x“ —ax — b)?dx
(a,b)ER?
0

b) Inégalité de Bessel

Propriété IL.b.1 : Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace euclidien (E; (.;.)). On a alors :
vx € E, [[pr®l < (Il
De plus si B = (eq, ..., €,) est une base orthonormale de F, on a :

n
vx€E, | ) I edl? < Il
k=1




